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Tw. (Twierdzenie Baire'a)

/
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Przeliczalna suma domknietych zbioréw brzegowych w
przestrzeni metrycznej zupefnej jest zbiorem brzegowym

X przestrzen metryczna zupetna -
< An € X domkniety, ale Int(A,) =0 = Int (U2 An) = 0.

D er—

Prz Niech X = Q = {q1, g2, ...} z metryka d(x,y) = |x — y| oraz
An = {qn}. Wtedy A, domkniete, Int(A,) =0, ale |J72; An = Q. Czyli
Int(U;2; An) = Int(Q) = Q # 0. Dlaczego? (bo Q nie jest zupetnal)

Uw. Poprzez dualno$¢ miedzy zbiorami otwartymi i domknietymi
Twierdzenie Baire’a mozna réwnowaznie sformutowac nastepujaco:

Przeliczalny przekréj otwartych zbioréw gestych w przestrzeni
zupefnej jest zbiorem gestym, tzn.

X przestrzeh metryczna zupetna ~
. j = X_
< U, C X otwarte i U, = X | IU”




Twierdzenie Banacha-Steinhausa

Niech X przestrzen Banacha, a Y przestrzen unormowana. Dla
dowolnej rodziny {T;}ic; € B(X, Y) operatoréw ograniczonych

=

Vxex SUPHTIXH <0 S.UPHTI'” < o0. tatwe

iel iel
Czyli Viex rodzina {T;x};c/ jest ograniczona w Y (punktowo)
<= rodzina {T;};c/ jest ograniczona w B(X, Y) (jednostajnie).

Dowdd: ‘=" Zbiory A, := {x € X :sup;c; || Tix|| < n}, n €N, sa
domkniete, bo T; sa ciagte. Z zatozenia, X = |J,—; A,. Zatem z Tw.
Baire'a istnieje ng € N, xo € X oraz € > 0 takie, ze K(xp,¢) C Ap,.
Dla x € X, ||x|| =1, oraz i € | mamy

1Tl =273 (5] = 21T+ (G + 55) — o)

£ K s _An
< % H Ti (XO —+ %X) H + % || Tl (XO)H { j((Z Z f(?xf,&)(é ’izoc i }

<Zng+2ng=2ng. Stad sup;c; || Till < 2o < oo.

v
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Wn. Granica punktowa ciggu operatoréw ograniczonych na
przestrzeni Banacha jest operatorem ograniczonym. Tzn.

{Tn}%ozl g B(X) Y) T c B()(7 Y)’ gdzie
X przestrzen Banacha — Voox Tx = lim Tox
Veex {Tax}o2, zbiezny x€ neo

Dowdd: Jesli { T,,x}72, zbiezny dla kazdego x € X, to ktadac
Tx := lim T,x otrzymujemy operator liniowy, bo granica jest

operacja liniowa. Ponadto zbieznos¢ ciagu { T,x}22; implikuje

jego ograniczonos¢, dla kazdego x € X. Zatem na mocy
Twierdzenia Banacha-Steinhausa mamy sup,,.y || || < oo.
Ponadto

[T = limpoo [| Tox|| < suppew | Tox[| < suppew || Tall - [Ix]l-
suppen || Tall < oo u
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Czyli T jest ograniczony oraz || T <



Def. Niech X przestrzen unormowana. Stabg topologia na X
nazywamy najstabsza topologia, przy ktérej wszystkie funkcjonaty z X*
s ciagte. Bazj tej topologii sa zbiory postaci

U,...fre(x) = {y € X - [fi(y) = fi(x)| <&, 1 < i< n},
gdzie x € X, f1,...,f, € X*, ¢ > 0.

Uw. Jezeli ciag {xn}52; C X jest stabo zbiezny (czyli zbiezny w
stabej topologii) do xp € X, to piszemy x, — xp. Mamy

Xn — X0 <= Yrex+ f(xn) — f(x0).

Z Twierdzenia Hahna-Banacha wynika, ze granica stabo zbieznego
ciagu jest wyznaczona jednoznacznie — staba topologia spetnia warunek

Hausdorffa.

Uw. Topologia na X zadana przez norme jest mocniejsza od topologii

stabej (stad nazwa tej drugiej): x, A, X0 = Xn — Xo.
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Prz. Jesli X = H przestrzeri Hilberta, to na mocy Twierdzenia
Riesza-Frecheta kazdy funkcjonat f € H* jest postaci f(x) = (x,y),
dla pewnego y € H. Zatem dla kazdego ciagu {x,}°° zachodzi

Xn L Xp < VyEH <Xn7y> - <X07y>'

Dla przyktadu, rozwazmy uktad ortonormalny {e,}7°; C H. Wtedy
len — eml|* = llenll® + 2 Re(en, em) + [lem[|> =2, n#m.
Zatem {e,}72; nie jest zbiezny w normie. Jest zato stabo zbiezny:
w
e, — 0.

Rzeczywiscie, dla dowolnego y € H, z nieréwnosci Bessela mamy
00 {ei, ¥) 2 < |lyl|?. Skoro szereg S°°°  |(ei, y)|? jest zbiezny, to
(ei,y) — 0= (0,y). Czyli e, == 0.

Norma nie jest stabo ciagta, bo ||0]] =0 < 1 = liminf,_ | en-

Twl. Topologia staba=topologia normowa <= dim(X) < oc. |

Tw2. X jest refleksywna <= {x € X : ||x|| < 1} stabo zwarty. |
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Stw. Kazdy ciag stabo zbiezny jest ograniczony, tzn.
Xp — X9 == {xn}5%; ograniczony w normie.

Ponadto, ||xo|| < liminf||x,|| (norma jest stabo pétciagta z dotu).
n—oo

Dowdd: Kazdy x € X C X** mozemy traktowa¢ jako funkcjonat i(x)
na przestrzeni X*, gdzie i(x)(f) = f(x). Wtedy ||i(x)| = ||x]| oraz

Xn —— X = VYrex+ i(xn)(F) — i(x0)(f).

Czyli staba zbieznos¢ ciggu {xp}52; € X jest réwnowazna zbieznosci
punktowej ciagu funkcjonatéw liniowych {i(x,)}5° ;. Na mocy Tw.
Banacha-Steinhausa, ciag {i(x,)}72; C X** jest ograniczony.

Na mocy Tw. Hahna-Banacha istnieje f € X* taki, ze ||f|| = 1 oraz
f(x0) = ||xo0||- Stad i ze stabej zbieznosci

1%/l = f(x0) = lim f(x,) = liminf £(x,)
n—oo n—o0

L liminf || f||||xal] = liminf || xa]|. [ |
n—oo n—oo

7/7



