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Iloczyn skalarny

Def. Przestrzeni¡ unitarn¡ (lub te» prehilbertowsk¡) nazywamy

przestrze« liniow¡ H nad F = R,C wraz z iloczynem skalarnym, czyli

funkcj¡ 〈·, ·〉 : H × H → F speªniaj¡c¡

(1) 〈x , x〉 ­ 0 oraz 〈x , x〉 > 0 dla x 6= 0 (dodatnio-okre±lono±¢)

(2) 〈αx + βy , z〉 = α〈x , z〉+ β〈y , z〉, (liniowo±¢ w 1-argumencie)

(3) 〈x , y〉 = 〈y , x〉, (antysymetria)

dla x , y , z ∈ H i α, β ∈ F.

Hilbert von Neumann

Uw. Warunki (2) i (3), implikuj¡

〈x , αy + βz〉 = α〈x , y〉+ β〈x , z〉 (antyliniowo±¢ w 2-argumencie)

Zatem iloczyn skalarny jest form¡ póªtoraliniow¡!

Je±li F = R, to (3) przyjmuje posta¢ 〈x , y〉 = 〈y , x〉. Zatem rzeczywisty

iloczyn skalarny jest funkcj¡ dwuliniow¡ symetryczn¡!
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Prz1. Wzór 〈x , y〉 =
∑n

k=1 x(k)y(k) de�niuje iloczyn skalarny na

przestrzeni sko«czenie wymiarowej H = Fn.

Prz2. Wzór 〈x , y〉 =
∑∞

k=1 x(k)y(k) de�niuje iloczyn skalarny na

przestrzeni ci¡gów sumowalnych w kwadracie H = `2.

Prz3. Wzór 〈x , y〉 =
∫

Ω x(t) · y(t) dµ de�niuje iloczyn skalarny na

przestrzeni funkcji caªkowalnych w kwadracie H = L2(µ).

Uw. Nierówno±¢ Höldera dla p = q = 2, czyli∫
Ω |x(t)y(t)| dµ ¬ ‖x‖2 · ‖y‖2,

zwana równie» nierówno±ci¡ Schwartza, gwarantuje »e iloczyn

skalarny na L2(µ) jest poprawnie okre±lony: x , y ∈ L2(µ)⇒ x · y ∈ L1(µ).

Zauwa»my, »e

‖x‖2 =
(∫

Ω |x(t)|2 dµ
) 1
2 =

√
〈x , x〉.
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Def. Norm¦ elementu x w przestrzeni unitarnej H de�niujemy wzorem

‖x‖ :=
√
〈x , x〉.

Lem. ‖x + y‖2 = ‖x‖2 + 2 Re〈x , y〉+ ‖y‖2︸ ︷︷ ︸
�Uogólniony wzór skróconego mno»enia�

dla x , y ∈ H

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2

Tw. (Nierówno±¢ Schwartza)

Dla dowolnych wektorów x , y przestrzeni unitarnej zachodzi

|〈x , y〉| ¬ ‖x‖ · ‖y‖.

Dowód: Niech λ ∈ F takie, »e |〈x , y〉| = λ · 〈x , y〉 oraz |λ| = 1

(λ = e−i arg〈x,y〉). Dla ka»dego t ∈ R mamy

0 ¬ 〈tλx + y , tλx + y〉 = ‖tλx‖2 + 2Re〈tλx , y〉+ ‖y‖2

= t2‖x‖2 + 2t|〈x , y〉|+ ‖y‖2.
Zatem funkcja f (t) := t2‖x‖2 + 2t|〈x , y〉|+ ‖y‖2 jest nieujemna.

Czyli jej wyró»nik jest niedodatni: ∆ = 4|〈x , y〉|2 − 4‖x‖2‖y‖2 ¬ 0.

Po przeksztaªceniach daje to |〈x , y〉| ¬ ‖x‖ · ‖y‖. � 4 / 7



Wn. Funkcja ‖ · ‖ =
√
〈·, ·〉 jest norm¡ na przestrzeni unitarnej.

Dowód: ‖x‖ = 0 ⇐⇒ 〈x , x〉 = 0 ⇐⇒ x = 0. Dla λ ∈ F mamy

‖λx‖ =
√
〈λx , λx〉 =

√
λλ〈x , x〉 =

√
|λ|2〈x , x〉 = |λ| · ‖x‖.

Dla x , y ∈ H mamy

‖x + y‖2 = ‖x‖2 + 2Re〈x , y〉+ ‖y‖2
Re z¬|z|
¬ ‖x‖2 + 2|〈x , y〉|+ ‖y‖2

Schwartz
¬ ‖x‖2 + 2‖x‖ · ‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2.

Pierwiastkuj¡c otrzymujemy nierówno±¢ trójk¡ta. �

Def. Przestrze« Hilberta = przestrze« unitarna,

która jest zupeªna w normie ‖ · ‖ =
√
〈·, ·〉.

Hilbert Neumann

Uw. Iloczyn skalarny 〈·, ·〉 : H × H → F jest funkcj¡ ci¡gª¡ w normie,

któr¡ zadaje (wynika to z nierówno±ci Schwartza). W szczególno±ci,

przedªó»a si¦ on do uzupeªnienia przestrzeni H. Zatem

uzupeªnienie przestrzeni unitarnej jest przestrzeni¡ Hilberta!
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To»samo±¢ równolegªoboku mówi, »e:

suma kwadratów dªugo±ci boków w

równolegªoboku jest równa sumie

kwadratów dªugo±ci przek¡tnych

Twierdzenie.

W ka»dej przestrzeni unitarnej zachodzi to»samo±¢ równolegªoboku:

∀x ,y∈H ‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
oraz iloczyn skalarny jest jednoznacznie wyznaczony przez norm¦

wzorem polaryzacyjnym:

〈x , y〉 =

{
1
4(‖x + y‖2 − ‖x − y‖2), gdy F = R,
1
4

∑3
k=0 i

k‖x + iky‖2, gdy F = C.

Na odwrót, je±li (H, ‖ · ‖) jest przestrzeni¡ unormowan¡, w której

speªniona jest to»samo±¢ równolegªoboku, to wzór polaryzacyjny zadaje

iloczyn skalarny na H taki, »e ‖x‖ =
√
〈x , x〉, czyli H jest unitarna.

Dowód: `=⇒' `⇐=' dla bardziej ambitnych. 6 / 7



Wn. Przestrze« Banacha (X , ‖ · ‖) jest przestrzeni¡ Hilberta wtedy i

tylko wtedy, gdy norma ‖ · ‖ speªnia to»samo±¢ równolegªoboku.

Prz. Przestrze« Lp(µ), p ­ 1, dla dowolnej przestrzeni z miar¡ (Ω,Σ, µ),
jest przestrzeni¡ Hilberta wtedy i tylko wtedy, gdy p = 2.

Wiemy, »e L2(µ) to przestrze« Hilberta, gdzie 〈x , y〉 =
∫
x · y dµ.

Zaªó»my, »e w Lp(µ) jest speªniona to»samo±¢ równolegªoboku. We¹my

zbiory rozª¡czne A,B ∈ Σ takie, »e 0 < µ(A), µ(B) <∞. Kªad¡c

x := 1A i y = 1B mamy

‖x + y‖2p + ‖x − y‖2p = 2µ(A ∪ B)
2
p ,

2
(
‖x‖2p + ‖y‖2p

)
= 2

(
µ(A)

2
p + µ(B)

2
p

)
.

Dziel¡c obustronnie mamy 1 =
(

µ(A)
µ(A∪B)

) 2
p

+
(

µ(B)
µ(A∪B)

) 2
p
. Czyli kªad¡c

λ1 := µ(A)
µ(A∪B) oraz λ2 := µ(B)

µ(A∪B) dostajemy liczby takie, »e

0 < λ1, λ2 < 1, λ1 + λ2 = 1 = (λ1)
2
p + (λ2)

2
p .

Te relacje mog¡ zachodzi¢ tylko wtedy, gdy p = 2, gdy» je±li p > 2 to

λi > (λi )
2
p , a je±li p < 2 to λi < (λi )

2
p dla i = 1, 2.
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