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H — ustalona przestrzen Hilberta.

Def: Rodzine wektoréw {e;};c; € H nazywamy uktadem
o ortogonalnym, jesli e; L e dla i # j (tzn. (ei,ej) =0, i # j).
e ortonormalnym, jesli e; L e;, gdy i # j oraz ||ej|| =1, tzn.

1, i=J

i,j el
o, i#j,

(ej, &) = 0ij = {

Kazdy ortogonalny uktad wektoréw {u;};c; niezerowych mozna
unormowa¢ do uktadu ortonormalnego {e;}ic/ ktadac e := HZ—’”

_ )y _ Awpuy) (ujui)
e e = i — _5 4_5
{eir &) <||u,-||’ HUJII> Tl = O ™ Tl = O

Stw. (Ortogonalizacja Grama-Schmidta)

Jesli {x;}"_, C H liniowo-niezalezne oraz M = lin{xq, ..., X, }, to

—il
upi=x1, Wwi=x2— Pyuxo, ., Upi=Xp— Y1 PuxXn o
tworza uktad ortogonalny {u;}7_; taki, ze M = lin{uy, ..., us}.
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Stw. Jesli M = lin{ey, ..., e}, gdzie {e;}7_, uktad ortonormalny, to

n

Pyx = Z<X, ei)e, dla kazdego x € H.
i=1

Ponadto, ||Pux||? =37, [(x,&)|? dla x € H.

Dowdd: Niech x € H. Wtedy Pyx = > ; Aiei, {\i}"_; C T, oraz
e eEM = n
(x,&) =" (x, Puer) =" (Pux, i) = (X]_; \jej» &)
T Aige) =" A
Stad Pyx = Y 1, (x, ej)e; oraz

n n n _ (e e1)=0;;
[Pmx||? = (X Aier, ZZ Ae) = 3 Nidileig) =" |\

= 3 Ifx. @)
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Whn. (Nieréwnos¢ Bessela)

Dla dowolnego uktadu ortonormalnego {e;}ic; € H mamy

Yol e <Ix?  xeH,
il

Dowdd: Niech A C [ skoficzony i niech M = lin{e; : i € A} przestrzen
liniowa rozpieta przez wektory {e;}ica. Wtedy

s 1Pull<1
Dl e 2 IPuxl? < I
i€EA

Stad Y/ [(x, €[> =sup aci  Doical(x,)? < |[Ix[°. u

skofczony

Def. Dla wektoréw {x;};c; w przestrzeni unormowanej X, szereg
> _ics i jest (bezwglednie) zbiezny do wektora x € X, jezeli dla
dowolnego e > 0 istnieje skoniczony K C [ taki, ze dla dowolnego
skoriczonego J C | zawierajacego K mamy || > o, xi — x|| < e.

Piszemy wtedy x = > ;. x;.
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Def. Baza ortonormalna przestrzeni Hilberta H nazywamy uktad
ortonormalny {e;}ic/, ktory jest maksymalny, tzn. nie istnieje e € H
taki, ze uktad {ej}ic; U {e} jest ortonormalny.

Stw. Kazdy uktad ortonormalny mozna rozszerzy¢ do bazy
ortonormalnej. W szczegélnosci kazda przestrzer Hilberta posiada bazeg
ortonormalna.

Dowdd: Teza wynika z Lematu Kuratowskiego-Zorna.

Rzeczywiscie, niech {ej};c; C H bedzie ustalonym
uktadem ortonormalnym. Niech P bedzie rodzing
wszystkich uktadéw ortonomalnych {e/};c;y C H roszerzajacych
{ei}icr, czyli {ej : i€ 1} C{el : i€ I'}. Jest to zbior czesciowo
uporzadkowany ze wzgledu na relacje inkluzji. Ponadto kazda rodzina
uktadéw ortonormalnych C C P, ktéra jest liniowo uporzadkowana
(tzn. jesli u, v’ € C, to u C ' albo v C u) ma ograniczenie gérne
Uyuec u- Zatem na mocy Lematu Kuratowskiego-Zorna istnieje element
maksymalny w P. |
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Tw. (Charakeryzacje bazy ortonormalnej)

Niech {ei}ic; C H bedzie uktadem ortonormalnym w przestrzeni
Hilberta H. Nastepujace warunki s réwnowazne:

@ {ei}ies jest baza ortonormalna, tzn. {€;};c/ jest maksymalnym
uktadem ortonormalnym.

@ uktad {e;};cs jest liniowo gesty w H, tzn. lin{e; : i € 1} = H

@ Dla kazdego x € H, [|x]|2 =X, [(x, &)|?, tzn. w nieréwnosci
Bessela zachodzi réwnos¢ (zwang tozsamoscia Parsevala).

@ Kazdy x € H jest postaci x = Y ., \iej, gdzie \; € F, i € .
Liczby {\i}ic; CF w (4) sa wyznaczone jednoznacznie przez x, a
mianowicie \; = (x, ;) dla i € I. Liczby te nazywane s
wspoétczynnikami Fouriera elementu x w bazie {e;}c/.

Dowdd: Zauwazmy, ze jezeli x = ) ;., Aje; dla pewnych \; € TF, to
X e, Z)\ ej,e, Zx\j<ej,e;) :Z)\jé,-d-:/\,-, i€l
jel jel jel

Dowodzi to ostatniej czesci twierdzenia. 6/10



(1)=(2). Niech M :=lin{e; : i € I} domknieta podprzestrzen H
rozpieta przez {e;}ic;. Jesli M # H, to M+ # {0}, czyli istnieje

e € M taki, ze |le|| = 1. Wtedy {ei}ic; U {e} jest uktadem
ortonormalnym, co przeczy maksymalnosci {e;};c;. Zatem M = H.

(2)=-(3). Niech x € H. Ustalmy € > 0. Z zatozenia istnieje zbiér
skoniczony A C [ oraz v € M :=lin{e; : i € A} taki, ze || x — v| < e.
Zauwazmy, ze dim(M) = |A| < co. Zatem

| o Pi tagoras

Ix[1? = [ Pmx + (x = Pux)| 1Pmx|2 + [|x — Pux|®

<Pl + e = vIP - { i )

.
< ||Pmx||? + €2 wzor na Sicallx, ei)|? + &2
< Dier 1(x, e)|? + 2.

Przechodzac z € do zera otrzymujemy, ze [|x||2 < 3, [(x, &)[?. Jest
to nieréwnos¢ przeciwna do nieréwnosci Bessela. Stad réwnos¢.
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(3)=(4). Niech x € H oraz & > 0. Szereg ||x[|? = >, [{x, &)|? jest
zbiezny (na mocy tozsamosci Parsevala). Zatem istnieje skoriczony
K C [ taki, ze dla kazdego skonczonego J C | roztacznego z K mamy

EieJ |(x, ei>\2 < . Stad

Wezmy teraz skonczony J C | zawierajacy K. Zauwazmy, ze

(x = 22(x, )6, ) = (x,e) = D (x, )0 j = (x, &) - 1py(i).

jed Jjed
Zatem stosujac tozsamos¢ Parsevala do wektora x — 3 /(x, &)

[x — ng(x’ ej>ejH2 = ZIGI\J [(x; &)|* < ZieI\K [(x, &)]* <e.

Dowodzi to réwnosci x = > i, (x, &) e;.

(4)=(1). Zatézmy nie wprost, ze istnieje e € H taki, ze ukfad

{ei}icr U {e} jest ortonormalny. Na mocy zatozenia e = ) ;. \je; dla
Ni€F, i€l Ale \j= (e, e) =0 dla kazdego i € I. Zatem e =0, co

prowadzi do sprzecznosci z warunkiem |le|| = 1. [ |
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Whn. Jesli {e;};c/ jest baza ortonormalng przestrzeni Hilberta H, to
kazdy x € H jest wyznaczony przez swoje wspo’fczynmkl Fouriera
{(x, i) }ic/ za pomoca tzw. szeregu Fouriera

X = Z(x, €i)e;.

i€l

Ponadto ||x|| = /> e/ [{X, €i)|? (tozsamos¢ Parsevala).

Prz. (Standardowa baza w ¢2(/))

Niech / dowolny zbiér. Rozwazmy przestrzen Hilberta
) ={x: 1 >F: > Ix(0)? < oo}

lloczyn skalarny w £2(1) jest dany wzorem (x,y) = Y., x(1)y(i), a

standardowe baze ortonormalng stanowia wektory {e;};c/, gdzie
ei(j) = 0ij, dla j € I. Jesli | = N, to ¢?(N) = 2 oraz

en=1(0,..,0,1,0,...), neN.
1
o~
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Tw. Jesli {e;};c; jest baza ortonormalng przestrzeni Hilberta H, to
wzor (Ux)(i) := (x, &) dla x € H, i € |, zadaje izometryczny
izomorfizm U : H — ¢?(1) (operator unitarny). Zatem H == (?(/).

Dowéd: Z tozsamosci Parsevala wynika, ze U : H — (2(1) jest oA
poprawnie okreslong izometrig. Liniowos¢ jasna. Surjektywnosé

Def. Wymiarem przestrzeni Hilberta H nazywamy moc bazy
ortonormalnej tej przestrzeni i oznaczamy dim(H).

Uw. Wymiar przestrzeni Hilberta jest dobrze zdefiniowany, tzn. kazde

dwie bazy tej samej przestrzeni maja te sama moc.

( poczytac).

Wn. Dwie przestrzenie Hilberta H i K s3 izometrycznie izomorficzne
wtedy i tylko wtedy, gdy dim(H) = dim(K).

Whynika to Twierdzenia| Cantora—Bernsteina
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