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Analiza funkcjonalna
Zagadnienia na egzamin 30.06.2025

. Przestrzenie unormowane i przestrzenie Banacha, zupetlnos¢ domknietych podprzestrzeni

(dowod), uzupelnienie, zbieznosé szeregow w przestrzeniach Banacha.

Charakteryzacje rownowaznosci norm (dowod), rownowaznos$¢ norm w przestrzeniach skon-
czenie wielowymiarowych (dowod) i wnioski (zupelnosé przestrzeni skoriczenie wymiaro-
wych oraz automatyczna ograniczono$¢ operatoréw na takich przestrzeniach).

Przestrzenie funkgcji ciagtych (ograniczonych i znikajacych w nieskonczonosci): zupelnosé,
zbiezno$¢ jednostajna, przestrzenie ciggow.

. Przestrzenie LP, dla p € [1,00]: nier6wnosé¢ Holdera (dowod), nieréwnos¢ Minkowskiego

(dowod), zupetnosé¢ (dowod), przestrzenie ciagow.

Operatory ograniczone: definicja i przyklady, ciaglosé¢ operatorow (dowod), norma opera-
tora, przestrzen operatorow ograniczonych (zupelnosé dowod).

Przestrzenie Hilberta: definicja, nieréwnosé¢ Schwartza (dowod), charakteryzacja jako prze-
strzeni Banacha spetniajacych tozsamosé rownolegtoboku, przyktady.

Rzut ortogonalny: definicja, istnienie i jednoznacznosé (dowod), operator rzutowania.

Bazy ortogonormalne: istnienie i charakteryzacje bazy ortonormalnej (dowod), charaktery-
zacja przestrzeni Hilberta jako przestrzeni f5(I), osrodkowe przestrzenie Hilberta, wymiar
przestrzeni Hilberta.

Operatory sprzezone: Twierdzenie o postaci funkcjonatu liniowego i ograniczonego na prze-
strzeni Hilberta (dowdd), istnienie i jednoznaczonio$¢ operatora sprzezonego (dowod), wha-
snosci sprzezenia (dowdd), rézne klasy operatorow zdefiniowanych za pomoca sprzezenia.

Twierdzenie Hahna-Banacha (dowod): zwiazek miedzy funkcjonatami nad R i C (dowod),
wnioski z Twierdzenie Hahna-Banacha (dowod), pojecie przestrzeni refleksywne;.

Przestrzenie dualne do przestrzeni Banacha: Przestrzen dualna do przestrzeni LP, przyktady
przestrzeni refleksywnych i nierefleksywnych.

Twierdzenie Banacha-Steinhausa (dowod): twierdzenie Baire’a, ograniczono$¢ granicy punk-
towej operatora ograniczonego (dowod).

Twierdzenie o operatorze otwartym (dowdd): wnioski (dowdd), Twierdzenie o wykresie do-
mknietym (dowod).

Algebry Banacha i elementy odwracalne: definicja i przyktady, Lemat Neumanna (dowod),
otwartos¢ zbioru elementéw odwracalnych i analitycznos$é operacji odwracania.

Widmo i promien spektralny: definicja i przyktady, podstawowe wlasnosci, wzér na promien
spektralny.



