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Teoria miary i calki
Zagadnienia na egzamin 11.02.2026

. o-algebry zbioréw: definicja, wtasnosci, przyktady, o-algebry generowane przez rodziny zbio-

row, o-algebra zbiorow borelowskich na R™ - rézne rodzaje generatorow.

. Miary: wlasnosci, ciggto$é miary vs o-addytywnosc¢, przyktady miar.

Jednoznacznos¢ miary: A-uktady, Lemat o A i m-uktadach oraz twierdzenie Dynkina o jedno-
znacznosci miary.

. Whnioski z Twierdzenia o jednoznacznos$ci: jednoznaczno$¢ miary Lebesgue’a, miary niezmieni-

cz0$¢ ze wzgledu na przesuniecia na R”.

Twierdzenie Caratheodoriego o przedtuzeniu miary z potpierécienia na g-algebre zbioréw: pot-
pierdcien, miara zewnetrzna, rozszerzenie z polpierscienia na pierscien, zbiory mierzalne (spet-
niajace warunek Caratheodoriego).

Miary Lebesgue’a-Stieltjesa: istnienie i jednoznacznosé, charakteryzacja, zastosowanie do roz-
ktadéw prawdopodobienstwa, wtasnosci.

Odwzorowania mierzalne: charakteryzacje, wtasnosci, przyktady.

Obraz miary przy odwzorowaniu mierzalnym: definicja, przyktady, obraz miary Lebesgue’a
przy odwracalnych odwzorowaniach liniowych.

Rzeczywiste funkcje mierzalne i funkcje proste: definicje, przyktady, wlasnosci, aproksymacja
funkcji mierzalnych funkcjami prostymi.

Definicja i wtasnosci catki: wzér dla funkcji prostych, funkcji nieujemnych i definicja ogodlna.
Whasnosci catki i przyktady.

Twierdzenie Radona-Nikodyma: pochodna Radona-Nikodyma miary absolutnie ciagte, przy-
ktady (absolutna ciaglo$¢ miary Lebesgue’a-Stieltjesa, rozktady ciagle w prawdopodobien-
stwie).

Zamiana zmiennych w caltce: Twierdzenie ogblne, wnioski i przyktady (absolutna ciagto$é miary
Lebesgue’a-Stieltjesa, rozktady ciagte w prawdopodobienistwie).

Twierdzenia o przechodzeniu z granica pod calke: twierdzenie Leviego (o zbieznosci monoto-
nicznej) , twierdzenie Lebesgue’a (o zbieznosci zmajoryzowanej) i lemat Fatou, przyklady.

Poréwnanie catki Riemanna i catki Lebesgue’a, przyktad funkcji Dirichleta.

Miary produktowe i calki iterowane: konstrukcja i istnienie miary produktowej, twierdzenie
Tonellego i twierdzenie Fubiniego.



Minimalne wymagania na ocene dostateczna:

Znajomo$¢ definicji: o-algebry, o-algebry generowanej przez rodzine zbioréw, o-algebry zbioréw
borelowskich, miary, miary Lebesgue’a (n-wymiarowej objetosci), miary produktowej, funkcji mie-
rzalnej, funkcji prostej, konstrukcja catki w sensie Lebesgue’a, zwiazek miedzy catka Lebesgue’a i
Riemanna.

. W ‘i mi . ., emodé. ith. . wvmiarowes
Znajomos¢ wlasnosci: miary (ciggltosé, monotnicznosé, itp.), miary Lebesgue’a (n-wymiarowe,
objetosci) (niezmienniczo$é ze wzgledu na przesuniecia itp.), calki (liniowos$é, monotonicznosé itp.)

Znajomo$¢ twierdzen: Twierdzenie o istnieniu miary Lebesgue’a (n-wymiarowej objetosci), Twier-
dzenie Radona-Nikodyma, Twierdzenie Leviego (o zbiezno$ci monotonicznej), Twierdzenie Lebes-
Y )
gue’a (o zbieznosci zmajoryzowane;)

Minimalne wymagania na ocene dobra:

Zmajomo$¢ definicji: o-algebra, pierscien, potpierscien, itp. a takze takich struktur generowanych
przez rodzing zbioréw, o-algebra zbioréw borelowskich, miara, przyktady miar; miara Lebesgue’a
(n-wymiarowa objetos$¢), miara liczaca; miara zewnetrzna, miara produktowa, funkcja mierzalna,
funkcja prosta, konstrukcja catki w sensie Lebesgue’a, zwiazek miedzy catka Lebesgue’a i Riemanna.

Znajomo$¢ wlasnosci: zbioréw borelowskich (rézne rodzaje generatoréw), miary (ciagto$é, monot-
nicznosé, itp.), miary Lebesgue’a (n-wymiarowej objetosci) (niezmienniczosé ze wzgledu na przesu-
niecia itp.), funkeji mierzalnych (aproksymacja funkjami prostymi, zamknieto$¢ na granice punktowe,
operacje liniowe itp), calki (liniowo$¢, monotonicznosé itp.)

Znajomo$c¢ twierdzen: Twierdzenia o Jednoznacznosci miary, Twierdzenie o przedtuzeniu miary
z pOlpierscienia na o-algebre zbioréw, o istnieniu miary Lebesgue’a (n-wymiarowej objetosci), o cha-
rakteryzacji miar na R” niezmienniczych ze wzgledu na przesunigcia, Twierdzenie Radona-Nikodyma,
Twierdzenie o aproksymacji funkcji mierzalnych funkcjami prostymi, Twierdzenie Leviego (o zbiez-
nosci monotonicznej), Twierdzenie Lebesgue’a (o zbieznosci zmajoryzowanej) i lemat Fatou, Twier-
dzenia Fubiniego i Tonellego.

Wymagania na ocene bardzo dobrg:

To co powyzej plus: dowdd istnienia o-algebry (itp) generowanej przez dowolna rodzine zbiordw,
dowo6d twierdzenia, ze zbiory borelowskie na R", sa generowane przez prostopadtosciany, dowod
wlagnosci miary (w tym ciggtosci miary), kroki w dowodzie Twierdzenia Caratheodoriego, dowdd
twierdznia o istnieniu miary Lebesgue’a (n-wymiarowej objetosci), dowdd wlasnosci funkeji mierzal-
nych (aproksymacja funkcjami prostymi, zamknieto$¢ na granice punktowe, operacje liniowe itp),
dowdd wiasnosci calki (liniowo$¢é, montonicznosé itp.), dowéd Twierdzenie Leviego (o zbieznosci
monotonicznej), dowbéd Twierdzenia Lebesgue’a (o zbieznosci zmajoryzowanej).



