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Wstep

Przez korespondencje miedzy dwoma zbiorami w matematyce, a szczegdlnie
w matematyce stosowanej, rozumie si¢ po prostu relacje. W kontekscie W*-
algebr pojecie korespondencji zostato wprowadzone przez Alaina Connes’a w
latach sze$édziesigtych ubiegtego wieku. Korespondencje Connes’a mozna in-
terpretowac jako nieprzemienne relacje miedzy dwoma algebrami operatorowy-
mi. W ujeciu C*-algebraicznym pojecie korespondencji dtugo funkcjonowato
pod nazwa bimodutu Hilberta. Formalnie C*-korespondencje z C*-algebry A
do C*-algebry B definiujemy jako prawy B-modul Hilberta wraz z lewym A-
dziataniem przez operatory sprzegalne. Natomiast obecnie nazwa bimodut Hil-
berta jest zarezerwowana dla bardziej symetrycznej struktury, gdzie zatada si¢
rowniez istnienie lewego iloczynu wewnetrzenego. Termin C*-korespondencja
zostal rozpropagowany, za Schweizerem [28], przez Katsure [14], [15]. Juz po-
czawszy od prac Rieffel’a [25], [26] C*-korespondencje pelnily kluczowa role
w teorii reprezentacji indukowanych, sg tez podstawowymi obiektami w kon-
strukcji K K-teorii w ujeciu Kasparowa [13], [11]. Po ukazaniu sie w 1997
przetomowej pracy M. Pimsner’a [23], C*-korespondencje staly sie jednym z
najwazniejszych narzedzi w teorii C'*-algebr zadanych przez relacje typu dy-
namicznego lub kombinatorycznego. W szczegélnosci o C'*-korespondencjach
mozna mysle¢ jako o bardzo ogdlnych morfizmach (nieprzemiennych grafach)
miedzy C*-algebrami.

Niniejsza prace mozna traktowa¢ jako wprowadzenie do teorii C*-kores-
pondencji z wyzej wspomnianego punktu widzenia, gdzie na C*-korespondencje
patrzy si¢ jak na obiekty dziatajace na C'*-algebrach. Prowadzi to miedzy
innymi do naturalnej interpretacji systeméw produktowych jako dziatania
potgrupy C*-korespondencji oraz wigzek Fella jako dziatania grupowego C*-
korespondencji. Uktad i sposob prezentacji materiatu jest oparty na cyklu wy-
ktadéw ”‘Invitation to actions of C*-correspondences”’ wygtoszonych przez
dr. hab. Bartosza Kwasniewskiego, podczas szkoty VI School on Geometry
and Physics, 26-30.06.2017, Biatowiezal. Material jednak zostal znacznie roz-
szerzony i uzupetniony o szereg szczegdtoéw i przyktadow, a co najwazniejsze
zawiera pelne dowody. Niniejsza prace mozna czytaé, po wstepnym kursie z
C*-algebr, bez znajomosci teorii modutéw Hilberta.

Wyniki prezentowane w pracy sa najprawdopodobniej znane ekspertom.

Thttp:/ /wegmp.uwb.edu.pl/wgmp36/abs/Kwasniewski.pdf



DzZIALANIA C*-KORESPONDENCJI NA C*-ALGEBRACH 2

Jednakze wiele z nich nie zostato szczegdétowo opisane w literaturze, a i spo-
soOb ich prezentacji czesto jest catkiem nowy. W szczegdlnosci, duza wage w
niniejszej pracy przytozono by prezentowane definicje byly efektywne (zawie-
raty tylko niezbedne aksjomaty). Dla przyktadu moduty Hilberta definiujemy
bez uzycia struktury liniowej, ktora jak wykazemy zawsze istnieje i jest jedno-
znacznie wyznaczona przez struktur¢ modutu i iloczyn wewnetrzny. Prezen-
tujemy szczegdtowo charakteryzacje modutéw nad algebrami przemiennymi
jako przestrzenie cie¢ wiazek przestrzeni Hilberta w sensie Fella, co nigdzie
do tej pory nie zostalo opisane (patrz, podrozdzial 2.5). Jako wniosek otrzy-
mujemy charakteryzacje modutéw Hilberta nad przemienng algebra z wid-
mem dyskretnym (Wniosek 2.54). To z kolei prowadzi do nowego dowodu
charakteryzacji C*-korespondencji grafowych (Twierdzenie 3.10), otrzymane;
pierwotnie w [12]. Bimoduly Hilberta definiujemy za [2] jako struktury be-
dace jednoczesnie prawymi i lewymi modutami Hilberta, w ktorych iloczyny
wewnetrzne spetniajg warunek tacznosci. Nastepnie skrupulatnie dowodzimy
wszystkich wlasnodci, ktore niektérzy autorzy dotaczajg do definicji. Przed-
stawiamy szczegotowy dowod charakteryzacji bimodutow rownowaznosci jako
C*-korespondencji odwracalnych, faktu co do ktorego rowniez brak stosownej
referencji w literaturze.

Struktura pracy przedstawia si¢ nastepujaco.

Rozdzial pierwszy (preliminaria) poswiecony jest pojeciom i faktom zwia-
zanym z teoria C*-algebr. Zaktadamy przy tym, ze czytelnik spotkal sie juz z
tymi terminami, na przyktad przeszedl podstawowy kurs z teorii C'*-algebr i
zna material, ktéry mozna znalezé w pierwszych rozdziatach [19]. W prelimi-
nariach jedynie przypominamy najwazniejsze fakty i ustalamy konwencje.

Rozdzial drugi mozna traktowaé osobnie jako wprowadzenie do teorii C*-
modutéw Hilberta. Omawiamy tu szczegdtowo wszystkie definicje i dowodzimy
podstawowe twierdzenia petiace kluczowa role w teorii. Przedstawiamy sze-
reg przyktadow moduléw Hilberta oraz metod konstrukcji takich struktur,
ktore okazg si¢ uzyteczne w dalszych czesciach pracy. W tym samym rozdziale
omoéwione sg rowniez pewne klasy odwzorowan miedzy C*-modutami Hilber-
ta. Zrozumienie pojec¢ takich jak operator sprzegalny czy operator zwarty jest
niezbedne do zrozumienia dalszej czesci pracy. Waznym punktem rozdziatu
drugiego jest charakteryzacja C*-modutéw Hilberta nad algebrami przemien-
nymi jako C*-moduléw cie¢ pewnej wiazki przestrzeni Hilberta.

Rozdziat trzeci pos$wiecony jest tytutowemu pojeciu, mianowicie C*-kores-
pondencjom. Na szeregu przykladéow pokazujemy, ze C*-korespondencje sta-
nowig naturalne wspoélne uogolnienie dla wielu waznych obiektéw, takich jak:
reprezentacje, homomorfizmy, homomorfizmy w algebry mnoznikow, czy sta-
bilizacje, a takze grafy skierowane. Omawiamy szczegdétowo konstrukcje ilo-
czynu tensorowego (C'*-korespondencji oraz jego interpretacje jako ztozenia
C*-korespondencji traktowanych jako bardzo ogélne ” ‘morfizmy”’ miedzy C*-
algebrami. Prowadzi to do kategorii C'*-algebr, w ktorej morfizmami sa klasy
rownowaznoéci izomorficznych C*-korespondencji. Jak pokazujemy morfizmy
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odwracalane w tej kateogorii sa niczym innym jak bimodutami réwnowaznosci
w sensie Mority-Rieffel’a. Na koniec omawiamy systemy produktowe i wiazki
Fella jako odpowiednio potgrupowe i grupowe dziatania C'*-korespondencji na

C*-algebrach.



Rozdziat 1

Preliminaria

W tym podrozdziale przypomnimy pokrétce podstawowe pojecia, gtownie z
teorii C'*-algebr, patrz [19]. Przy okazji ustalimy konwencje i notacje. Wszyst-
kie przestrzenie liniowe beda rozwazane nad ciatem liczb zespolonych C. Ilo-
czyn skalarny w przestrzeniach Hilberta jest liniowy ze wzgledu na druga
wspotrzedna:

Definicja 1.1. Przestrzeniag unitarng nazywamy przestrzen wektorowa X z
zadanym na niej dziataniem dwuargumentowym (-,-) : X x X — C spehiaja-
cym dla dowolnych x,y, z € X, A\, u € C nastepujace warunki:

(1) (z, Ay + pz) = Ma,y) +plz,2)
(2) (z,y) = (y,2);

(3) (z,z)20;

(4) (z,2)=0 = =0

Odwzorowanie (-,-) : X x X - C nazywane jest iloczynem wewnetrznym. Z
definicji iloczynu wewnetrznego wynika, ze funkcja ||z := \/|(z, z)| jest norm-
ng na X. Powiemy, ze X jest przestrzeniqg Hilberta jezeli X jest zupelna ze
wzgledu na wyzej zdefiniowana norme.

Definicja 1.2. Algebrg Banacha nazywamy algebre A, ktéra jest jednocze-
$nie przestrzenia Banacha ze wzgledu na norme, ktéra jest submultiplikatyw-
na, tzn. dla dowolnych a,b € A zachodzi ||ab| < |a||b]. Powiemy, ze A jest
przemienna, jezeli ab = ba dla dowolnych a,b € A.

Definicja 1.3. C*-algebrqg nazywamy algebre Banacha A wyposazong w dzia-
tanie * : A - A, ktére dla dowolnych a,b € A, X\ € C spelnia nastepujace
warunki

(Aa+0b)" = Xa* +b*, (ab)* =b*a*, (a*)" =a,

oraz zachodzi tzw. C*-réwnosé |aa*|| = |a|?.
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Przyktad 1.4 (Przemienna C*-algebra). Niech M bedzie lokalnie zwarta
przestrzenia Hausdorffa. Powiemy, ze funkcja a : M — C znika w nieskon-
czonodci jesli dla kazdego € > 0 zbiér {t € M : |a(t)| > €} jest zwarty w M.
Przestrzen

Co(M) ={a: M - C| a jest ciagta i znika w nieskonczonosci}

jest przemienng C*-algebra ze wzgledu na norme ||a| = sup,.,, |a(t)|, przy czym
mnozenie jest zdefiniowane punktowo zas * jest braniem funkcji sprzezone;j:

a*(t) = a(t).

Dzieki twierdzeniu Gelfanda-Naimarka wiemy, ze wszysstkie przemienne C*-
algebry sa (z dokladnoscia do izomorfizmu) tej postaci. Zauwazmy, ze Co(M)
ma jedynke wtedy i tylko wtedy gdy funkcja stala réwna 1 nalezy do Cy(M),
co zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy M jest zwarta. Jesli M jest zwarta to

Co(M)=C(M)={a: M - C| a jest funkcja ciagta}.

Przyktad 1.5 (C*-algebra operatoréw ograniczonych). Niech H bedzie prze-
strzenig Hilberta. Wéwcezas B(H) = {T : H - H liniowy i ograniczony} jest
C*-algebra z jedynka, gdzie norma jest standardowg norma operatorows zas
* jest braniem operatora sprzezonego. Kazda podalgebra B(H) zamknieta ze
wzgledu na branie operatora sprzezonego, réwniez jest C*-algebra. Twierdze-
nie Gelfanda-Naimarka-Segala méwi, ze kazda C*-algebra jest (z doktadno-
Scia do izomorfizmu) pewna podalgebra B(H). W ogdlnosci *-homomorfizm
z C*-algebry A w B(H), dla pewnej przestrzeni Hilberta H jest nazywany
reprezentacjg C*-algebry A.

Definicja 1.6. Niech A bedzie C'* algebra z jedynka. Widmem elementu a € A
nazywamy zbior

o(a):={AeC:a- Al jest elementem nicodwracalnym w A}.

Uwaga 1.7. Mozna pokazaé, ze dla dowolnego a € A, o(a) jest niepustym
zbiorem zwartym.

Definicja 1.8. Powiemy, ze element a C*-algebry A jest hermitowski, jezeli
a* = a. Ponadto powiemy, ze element hermitowski a € A jest dodatni, jezeli
o(a) € [0,00). Zbiér elementéw dodatnich A bedziemy oznaczaé A*.

Elementy dodatnie A* tworzg stozek w A. To znaczy zbiér A* jest za-
mkniety ze wzgledu na dodawanie i mnozenie przez nieujemne skalary. Stozek
ten wprowadza na A czesciowy porzadek; dla a,b € A piszemy:

d
a<b &L p_qear

W szczegdlnosci, a > 0 oznacza, ze a € A*.
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Definicja 1.9. Niech A bedzie C* algebra. Funkcjonal p € A* nazywamy
dodatnim jezeli dla dowolnego a € A*, p(a) > 0. Ponadto funkcjonat dodatni
p nazywamy stanem na A o ile |p| = 1.

Twierdzenie 1.10. Niech a € A bedzie elementem C*-algebry A. Nastepujgce
warunki sq rownowazne

1) aeA",

2) Fpear a=10b?

3) Jpea a=0b"D,

4) dla dowolnego stanu p na A zachodzi p(a) > 0.

Moéwiac o homomorfizmach miedzy C*-algebrami mamy na mysli odwzo-
rowania liniowe, multiplikatywne i zachowujace inwolucje. Przypomnijmy, ze
kazdy homomorfizm «a: A - B z C*-algebry A do C*-algebry B jest automa-
tycznie kontrakcja i ma domkniety obraz - a(A) jest C*-podalgebra algebry
B. Co wiecej, a: A — B jest injekcja wtedy i tylko wtedy, gdy jest izometrig;
wtedy mowimy, ze « jest wltozeniem, lub zanurzeniem A w B.

Istnieja rézne sposoby, na ktére mozna C*-algebre A zanurzy¢ w C*-
algebrze z jedynka. C*-algebra mnoznikéw M (A) algebry A jest w pewnym
sensie najwiekszym ujedynkowieniem C*-algebry A. Algebre M(A) mozna
skonstruowaé¢ na wiele réznych, réwnowaznych sposobow, jako: algebre cen-
tralizatoréow, w sposob konkretny, lub za pomocag modutéw Hilberta, patrz
Przyktady 2.44, 2.46. Tuta]j przypomnimy uniwersalng charakteryzacje M(A)
jako maksymalnego istotnego ujedynkowienia A.

Definicja 1.11. Idealem w C*-algebrze A nazywamy ideal dwustronny, do-
mkniety w A. Taki ideal I jest automatycznie samosprzezony, a wiec jest C*-
podalgebra A. Ideal I nazywamy istotnym jezeli dla dowolnego niezerowego
ideatu J w A mamy Jn I # {0}.

Twierdzenie 1.12. Dla kazdej C*-algebry A istnieje C*-algebra z jedynkq
M(A) taka, ze

1) A siedzi w M(A) jako ideal istotny, tzn. mamy wlozenie A -~ M(A),

2) jezeli B jest C*-algebrg z jedynkq oraz A — B siedzi w B jako ideal
istotny, to istnieje wlozenie B - M(A) takie, Ze zloZenie wloZen A —
B > M(A) pokrywa sie z wltozeniem z punktu 1).

Ponadto, jesli C jest C*-algebrq z jedynkq posiadajgcg powyzisze wltasnosci 1)
i 2), to C' 2z M(A).

Algebre M(A) z powyzszymi wlasno$ciami nazywamy algebrg mnoznikéw
C*-algebry A (jest ona wyznaczona jednoznacznie z doktadnoscia do natural-
nego izomorfizmu).
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Przyktad 1.13 (Uzwarcenie Cecha-Stone’a). Jesli A jest przemienna C*-
algebra, to A = Co(M), gdzie M jest lokalnie zwarta przestrzenia Hausdorffa.
Idealy I w A sg we wzajemnej jednoznacznosci ze zbiorami otwartymi U w
M: I = Cy(U). Oznaczajac przez M uzwarcenie Cecha-Stone’a przestrze-
ni M, mozemy utozsami¢ M z otwartym i gestym podzbiorem SM. Wtedy
A =Cy(M) jest ideatem istotnym w C'(GM). Z uniwersalnej charakteryzacji
uzwarcenia Cecha-Stone’a nietrudno teraz zauwazy¢, ze

M(A) = M(Co(M)) = C(BM).

Dlatego czasem algebre mnoznikow nazywa sie nieprzemiennym uzwarceniem
Cecha-Stone’a.



Rozdziat 2
Modutly Hilberta

2.1 (C*-moduly Hilberta

Przestrzen Hilberta, lub ogdlniej przestrzen unitarna, jest to przestrzen linio-
wa nad ciatem C wraz z iloczynem wewnetrznym przyjmujacym wartosci w C.
Zauwazmy, ze ciato liczb zespolonych C jest jednowymiarowg C*-algebra. Idea
lezaca u podstaw pojecia C*-modutu Hilberta polega na uogélnieniu przestrze-
ni Hilberta poprzez zastapienie C dowolng C*-algebra A. Jako ze C*-algebra
A jest pierécieniem, a nie cialem!, takie uogélnienie prowadzi w sposob nie-
unikniony do pojecia modutu.

Zatem podstawowa strukturag w tym rodziale bedzie prawostronny mo-
dut X nad C*-algebrg A. To znaczy X jest grupa abelowa, z dzialaniem
+: X x X — X, wraz z okreslonym odwzorowaniem “prawego mnozenia przez
elementy A” -: X x A — X spelniajacego standardowe prawa rozdzielno$ci i
tacznodci:

(r+y)-a=x-a+y-a, x-(a+b)=x-a+x-b, x-(ab) =(z-a)-b,

dla a,be A, z,y e X. W dalszej czeSci bedziemy pomijaé znak “”. Konwencja
by rozpatrywa¢ prawe moduty ma swoje uzasadnienie. Po pierwsze, pozwa-
la ona w sposéb wyrazny odrézni¢ sytuacje modutow od sytuacji przestrzeni
liniowych, gdzie mnozenie przez skalar zapisujemy z lewej strony. Po drugie
prawostronny zapis mnozenia w modutach lepiej wspotgra z iloczynami we-
wnetrznymi (ktore sa liniowe ze wzgledu na druga wspéhrzedna).
Podkreslmy tu, iz w literaturze [21], [18], [24], [11], w definicji modutu
hilbertowskiego zaktada sie de facto, ze prawy A-modul X jest dodatkowo
przestrzenig liniowa nad C oraz, ze struktura liniowa X jest kompatybilna
ze struktura liniowa C*-algebry A. W tym rozdziale pokazemy jednak, ze
istnienie takiej struktury liniowej na X wynika z istnienia iloczynu wewnetrz-
nego. Dzieki temu wynikowi nasza “nowa” definicja modutu hilbertowskiego

LA jest cialem wtedy i tylko wtedy, gdy A =C
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sie upraszcza i jest doktadnym odzwierciedleniem wspomnianej wyzej idei by
“C zastapiC przez A”.

Definicja 2.1. Niech X bedzie prawym A-modutem nad C*-algebra A (nie
zaktadamy tu struktury liniowej na X). Nieujemng A-formgq hermitowskq na
X nazywamy odwzorowanie (-|-)4: X x X - A o nastepujacych wlasno$ciach

1) (z|lza+yb)a = (zlx)aa+ (zly)ab  (liniowosé na drugiej wspotrzedney)
2) (zly)a = (ylz)7, (antysymetria)
3) (z|z)a >0, (dodatnio-okreslonos¢)

gdzie z,y,z € X, a,b € A. Przy czym warunek 3) oznacza, ze (x|x)s jest
elementem dodatnim w C*-algebrze A. Jesli dodatkowo spetniony jest warunek

4) (z|lz)a=0 = =0 (niezdegenerowanosc)
dla kazdego = € X, to (:|-)4 nazywamy A-iloczynem wewnetrznym.

Uwaga 2.2. Podobnie jak powyzej definiuje sie A-forme hermitowska na le-
wych A-modutach: jedyna réznica polega na tym, ze dla A-formy (-,-) na
lewym A-module zaklada sie A-liniowo$¢ w pierwszym argumencie. Kazdemu
prawemu A-modutowi X z A-forma (-,-) 4 odpowiada sprzezony lewy A-modul
X7 ={az” :xe X}, gdzie

eyt = (x+y)t,  aat=(zeat) Al y) = (z,y)a

dla z,y € X,a € A. Definiujac podobnie sprzezenie do lewego A-modutu, otrzy-
mujemy (X7*)* = X.

Lemat 2.3. Kazda A-forma hermitowska na prawym A-module jest “anty
A-liniowa” na pierwszej wspotrzednej, tzn.

(ra+yblz)a =a*(z|z)a £ (z|y)a dla x,y,z€ X, a,be A.

DowoODp. Korzystajac z A-liniowosci na drugiej wspotrzednej mamy (xz|z) 4 +
(x| = 2)a = (z|z = 2)a = (2]0) 4 = (x]0) 40 = 0. Zatem

(2] = 2)a = ~(]2) 4.

Stad i z antysymetrii (za + yblz)a = (z|lza + yb)y = ((z]z)aa £ (z|y)ab)” =
a*(z|z)a £ b*(2[y)a. O

Oczywistym przyktadem C-modutu z okreslonym C-iloczynem wewnetrznym
jest przestrzen unitarna. Kluczowa role w badaniu tej struktury peini nie-
rownos¢ Schwarza. Okazuje sig, ze nieréwnos¢ ta ma swéj analog réwniez w
naszym ogélnym przypadku:
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Stwierdzenie 2.4. Niech X bedzie A-modutem nad C*-algebrg A i niech (-|-) 4
bedzie nieujemng A-formaq hermitowskq na X . Dla dowolnych x,y € X mamy

(zly)alylr)a < Wy, y)al(2lz) 4 (2.1.1)
(nieréwnosc ta zachodzi wzgledem czesciowego porzadku okreslonego w A).

DowOD. Przypomnijmy, ze element a € A jest dodatni wtedy i tylko wtedy
gdy dla dowolnego stanu g na A zachodzi p(a) > 0. Niech wiec ¢ bedzie stanem
na A. Wéwczas dla dowolnych z,y € X, a € A, zachodzi

0 < o({z —yalz —ya)a) = o({z[x) ) — 2Reo({zly) aa) + o(a™(yly) aa).
Kladac a = (y|z) at dla dowolnego ¢ € R otrzymujemy
0 < o({zfa)a) - 2to((zly) afylz)a) + t*0({xly) alyly) afyla) a)-

Zauwazmy, ze prawa strona powyzszego wyrazenia jest funkcja kwadratowa
od t. Zatem jej wyroznik musi by¢ nieujemny, a stad

o({zly) alylr)a)® < o({zlx) a) o((zly) alyly) alylz) a)
< Iyly) allo((z|x)a) o({zly) alylz) a).-

Dzielac obustronnie przez o({x|y) a{y|z)a) (jezeli o({z|y)a(y|x)a) = 0 nieréw-
no$¢ jest oczywiscie spetniona) otrzymujemy szukang nieréwnosc. O]

Whniosek 2.5. Niech (|-)a bedzie nieujemng A-formaq hermitowskq na A-
module X . Polozmy

|| = /| {x]x)al, dla z e X. (2.1.2)
Dla dowolnych x,y € X zachodzg nieréwnosci
1) {zly)al < llzll|yll  (nieréwnosé Schwartza),
2) |x+yl <|z| +lly] (nieréwnosé trdjkata).

W szezegolno$ci odwzorowanie d : X x X — [0, 00) dane wzorem

d(z,y) = o~ yl = VI[(z ~ylz ~y)al (2.1.3)

jest potmetrykq na X i jesli (-|-)a jest iloczynem wewnetrznym, to d jest me-
trykq.

DowOD. Przypomnijmy, iz nier6wno$é a < b w C*-algebrze A pociaga za soba,
ze |all < ||b]. Zatem stosujac C*-réwnosé oraz nieréwnosé (2.1.1) dostajemy

[{aly)al® = [{zly)a (ylx)al < |z]*y]?,
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co dowodzi punktu 1). Korzystajac z wlasnie udowodnionej nieréwnosci oraz
z nieréwnosci trojkata normy w A otrzymujemy

lz+yl* = (2 + yla + y)al < [(@lz)all + 20 (zly) all + [ {yly)al
<l + 202yl + lyl* = (=l + ly)*.

To dowodzi punktu 2). Ostatnia czes¢ tezy wynika tatwo z 2). ]

Od tej pory kazdy A-modut wraz z okreslong na nim nieujemna A-forma her-
mitowska bedziemy rozwazaé jako przestrzen topologiczng, z topologia zadana
przez pétmetryke (2.1.3).

Lemat 2.6. Niech X bedzie prawym A-modulem z A-iloczynem wewnetrznym.
Wowczas zaréwno dodawanie + : X x X — X, prawostronne mnozenie - :
X x A— X jak i A-forma (-|)a: X x X — A sq funkcjami cigglymi.

DowOD. Ciggloéé dodawania wynika wprost z niezmienniczosci potmetryki
ze wzgledu na przesuniecia. Dalej zauwazmy, ze dla z € X i a € A mamy

|zal? = [{zalza)a| = |a*(z|z) aa] < [a]® (2]} all = |a]?]]?.
Zatem korzystajac z nierownosci tréjkata mamy
|za-ybl <[z -yllal +lylla- bl

co implikuje ciagtos¢ odwzorowania - : X x A — X. Dalej korzystajac z
nieréwnoéci Schwarza i nieréwnoéci trojkata, dla x,y, ',y € X mamy

[{zly) = (="ly")all = [{ely =y") = (2" = zly")all < [y =o'+ Iyl 2" - 2] (2.1.4)
Nier6wnosé ta implikuje ciagto$é odwzorowania ()4 : X x X — A. O

Definicja 2.7. (Prawym) C*-modutem Hilberta nad A lub (prawym) A-modu-
tem Hilberta nazywamy prawy A-modul X z A-iloczynem wewnetrznym (-|-) 4
takim, ze wraz z metryka dana wzorem (2.1.3) przestrzen X jest zupelna.

Nastepujace stwierdzenie méwi, ze kazdy modut z iloczynem wewnetrznym
jest topologicznie niezdegenerowany, tzn. elementy postaci xa, x € X, a € A
tworzg zbior gesty w X. Co wiecej, jesli A ma jedynke, to modut taki jest w
rzeczywistosci algebraicznie niezdegenerowany, tzn. X = {zxa : x € X,a € A}.
To samo zachodzi, gdy X jest przestrzenia zupelna, patrz Wniosek 2.12

Stwierdzenie 2.8. Jesli X jest prawym A-modutem z A-iloczynem wewnetrz-
nym, to X = {zxa:xeX,ae A}. W szczegdlnosci, jesli A ma jedynke 1, to
rxl=z dlaxeX.
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DowOD. Niech {u;}i; bedzie jedynka aproksymatywna w A. Dla kazdego
r € X mamy

(x —zuj, o —xug)a = (x,2) 4 — (2, 2) att; — ui{x, ) 4 + wi{z, ) qu; — 0.

Zatem elementy postaci zu;, x € X, i € I, tworza zbior gesty w X. To im-
plikuje pierwsza czesé tezy. Druga czes$¢ wynika z ciaglosci mnozenia, patrz
Lemat 2.6, oraz faktu, ze 1 dziala (z prawej strony) na gestym podzbiorze jak
identycznosé. Alternatywnie, w pierwszej czesci dowodu wystarczy wziaé {1}
w miejsce {u; bier O

Zalozmy teraz, ze X jest prawym A-modutem gdzie A jest algebra z je-
dynka 1 € A. Wtedy na X mozemy okresli¢ mnozenie przez skalar wzorem

(Az)=2(A1), zeX, XeC.

W ten sposob X staje si¢ przestrzeniag liniowa, w ktérej mnozenie przez skalar
jest kompatybilne z mnozeniem modutéw, tzn.

AMza) = (Az)a = z(\a) dlaze X, \eC,acA. (2.1.5)

Zauwazmy, ze jezeli (:|-) 4 jest A-forma hermitowska na X, to (2.1.5) implikuje,
ze ()a: X x X - X jest formg liniowg ze wzgledu na druga i anty-liniowa
ze wzgledu na pierwsza wspétrzedna (takie formy bedziemy nazywaé péttora-
lintowymsi). Co wiecej, w $wietle Stwierdzenia 2.8, jesli X jest wyposazony w
A-wartosciowy iloczyn wewnetrzny, to relacje (2.1.5) determinuja jednoznacz-
nie rozwazane mnozenie przez skalar. Dla C*-modutéw Hilberta nad dowolna,
niekoniecznie jedynkowa, C*-algebrag A mamy:

Twierdzenie 2.9. Kazdy A-modut Hilberta X mozna wyposazyé w mnozenie
przez skalar spetniajgce (2.1.5). Mnozenie to jest wyznaczone jednoznacznie.

Z tym mnozeniem X staje si¢ przestrzenig Banacha, (2.1.2) jest normg, a
(|Ya: X x X = X jest formag péltoraliniowq.

DowOD. Jednoznacznosé mnozenia skalarnego spetniajacego (2.1.5) wyni-
ka ze Stwierdzenia 2.8 i ciggtosci mnozenia modutowego, patrz Lemat 2.6.
Aby wykazac istnienie zadanego mnozenia ustalmy jedynke aproksymatywna
{u;}ier w A. Niech x € X oraz A € C. Zauwazmy, ze sie¢ {x(\u;)}ie; spelnia
warunek Cauchy. Rzeczywiscie,

() = 2 () [ = [{w (M) = 2 (M) (M) - ?J(Auj))AH
<2\ (alw) aus = {alz) aus ]| 0.

Zatem na mocy zupetnosci X istnieje granica

AL = 111}1 z(Au;). (2.1.6)
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Jasne jest, ze skonstruowane w ten sposéb odwzorowanie Cx X 3 (A, x) —» \x €
X spehia (2.1.5). Korzystajac ze wzoru (2.1.6) tatwo sprawdzi¢ rozdzielnosé
dodawania wzgledem mnozenia, péttoraliniowos¢ formy i jednorodnosé normy.

O

Przypomnijmy, iz (prawym) modulem Banacha nad algebra Banacha A nazy-
wa sie przestrzen Banacha X wraz z ciggla funkcja dwuliniowg - : X x A - X
zadajaca na X strukture (prawego) modutu nad A.

Whniosek 2.10. Kazdy A-modul Hilberta jest modutem Banacha.

Twierdzenie Hewitta-Cohena o Faktoryzacji zachodzi dla modutéw Bana-
cha nad algebrami Banacha z jedynka aproksymatywna, patrz np. [17]. My
sformutujemy je, gdy A jest C*-algebra (co ciekawe twierdzenie to mozna
wtedy dowie$¢ korzystajac z teorii modutéw Hilberta, patrz [24, Proposition

2.33)).

Twierdzenie 2.11 (Twierdzenie Cohena-Hewitta o Faktoryzacji). Niech X
bedzie prawym modutem Banacha nad C*-algebrg A. Jezeli X jest topologicz-
nie niezdegenerowany, to jest on niezdegenerowany algebraicznie, tzn. X =
{ra:xe X, aeA} implikuje, e X ={zxa:xe X aeA}.

Whiosek 2.12. Jesli X jest A-modulem Hilberta, to X = {za:x e X,ae A}.

DowOD. Na mocy Wniosku 2.10 i Stwierdzenia 2.8 mozemy zastosowaé Twier-
dzenie 2.11. O

2.2 Konstrukcje moduléw Hilberta

Kazdy A-modutl z A-warto$ciowym iloczynem wewnetrznym uzupelnia sie do
A-modutu Hilberta.

Stwierdzenie 2.13 (Uzupelnienie). Niech X, bedzie A-modulem z A-iloczy-
nem wewnetrznym. Niech X bedzie uzupelnieniem Xo w metryce (2.1.3). Wte-
dy X jest A-modutem Hilberta zawrerjgcym Xo € X jako gesty A-podmodud.
Mianowicie, operacje w X, dla x,ye X 1 a€ A, dane sqg wzorami

r+y:=lim z, + y,, za = lim x,a, (x,y)a = lim(x,,yn)a, (2.2.1)

gdzie {x,}, {yn} € Xo sq¢ dowolnymi ciggami takimi, Ze x, - x iy, = y.

DowOD. Niech {x,}, {y.} ¢ X, takie, ze x, > z iy, > y w X. Nietrudno
rzauwazyC, ze ciagi {x, + yn}, {xna} oraz {(r,,y,)a} sa ciagami Cauchy; na
przyklad korzystajac z (2.1.4) mamy

T,1M—>00

[{znlyn) = (Zmlym)all < |20 [|yn = ym] + |2m = znllym] =0,
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gdyz ciagi {|z.|}, {llynll} jako zbiezne sa ograniczone. Zatem granice w (2.2.1)
istnieja (i nie zaleza od wyboru ciagéw z, — = i y, — y). Rozdzielno$¢ A-
mnozenia wzgledem dodawania, A-liniowo$é na drugiej wspotrzednej oraz an-
tysymetria odwzorowania (:[)4 : X x X - A wynikaja wprost z (2.2.1) oraz
faktu, ze operacje te zachodza w Xy. Aby pokaza¢ dodatnio okreslonos¢ za-
uwazmy, ze (x|xr) = lim, e (Tn|T,) > 0, jest elementem dodatnim, gdyz zbiér
elementéw dodatnich jest domkniety w A. Jedli zalozymy, ze (z|z) = 0, to
limy, o0 (20 |2,) = 0, czyli lim, o 2, = 0, wiec z = 0. Tym samym udowodnili-
sSmy teze. O

Nastepujacy lemat wykorzystamy by wywnioskowaé¢ dwie rzeczy. Po pierw-
sze, kazdy A-modul z nieujemng A-formg hermitowsks faktoryzuje sie do A-
modutu z A-iloczynem wewnetrznym. Po drugie, moduty Hilberta posiadaja
naturalne ilorazy nad C*-algebrami ilorazowymi.

Lemat 2.14. Niech I bedzie ideatem w C*-algebrze A i niech X bedzie prawym
A-modulem z nieujemng A-formq hermitowskq (-|-)a. Wtedy

N={zeX:(zxlx)ael}={veX:(xly)acl dla kazdego ye X}  (2.2.2)

jest domknietym A-podmodutem X . Przestrzer, X [N jest A/I-modulem z AJI-
tloczynem wewnetrznym, gdzie

(z+N)(a+1I):=xa+N, (x+ Nly+ N)a=(x|ly)a+1, r,yeX.
Odlegtosé ilorazowa na X [N pokrywa si¢ z metrykq zadang przez () -

DowOD. Niech N := {z € X : (z|x)4 € I}. Inkluzja {z ¢ X : (z|y)a €
I dla wszystkich y € X} ¢ N jest jasna. By wykazaé inkluzje przeciwng wezmy
reNiyeX. Namocy (2.1.1) mamy (x|y)a({x|y)a)* < [{y,y)all (z]z)a € .
Zatem (xly)a € I, patrz np. [22, Proposition 1.4.5]. Czyli zachodzi réwnosé
w (2.2.2). Stad otrzymujemy natychmiast N + N ¢ N. Jasne jest takze, ze
N-Ac N.Zbiér N jest domkniety na mocy ciggtosci A-formy. Zatem N jest
domknietym A-podmodutem modutu X. Skoro {x-i:x € X,ie I} € N, to
prawe dzialanie A/I na X /N jest poprawnie okreslone. Korzystajac z (2.2.2)
otrzymujemy, ze produkt wewnetrzny na X /N jest poprawnie okreslony (nie-
zdegenerowano$¢ wynika wprost z konstrukeji).

By wykaza¢ ostatnia cze$¢ tezy, niech |z+N | oznacza “norme” indukowana,
przez A/I-iloczyn wewnetrzny i niech |z + N|x/y bedzie “normg ilorazows”.
To znaczy,

|+ N|? =inf [{z,2)a =i oraz |+ NIy = inf [{z -y z-y)al.
iel yeN

Jako ze (z —y,x —y)a = (z,2)a —i dlai = (y,y)a —(2z,y)a — (y,2)a € I,
to |z + N| < |z + N|x/n. By wykaza¢ nieréwnos¢ przeciwng przypomnijmy,
iz dla dowolnej jedynki aproksymatywnej {uy}rea w I, dla kazdego a € A



DzZIALANIA C*-KORESPONDENCJI NA C*-ALGEBRACH 15

mamy infes |a —i| = limyea |a — auy||, patrz np. [22, 1.5.4]. Zauwazmy tez, ze
lura —upauy| < ||pa] e — auy| - 0. Zatem

2 _ 1 B
o+ NJ? = lim |, 2} ~ {2, 2) )|

=lim [(z,2)a — (2, 2) auy) — (UA(Z’,ZE)A +ux(z, x)Au,\)H

AeA
— lim (e - aur, @ - zun)al € o+ N
gdzie nier6wno$¢ zachodzi, gdyz {x-i:x e X,iel} c N. O

Whiosek 2.15 (Eliminacja wektorow izotropowych). Kazda nieujemna A-
forma hermitowska (-|-)4 na X faktoryzuje sie do A-iloczynu wewnetrznego na
XN gdzie N :={x e X : (z|r)4 = 0}. To znaczy X|N jest modultem ilorazo-

wym z prawym dziataniem (z + N)a := xa+ N i A-iloczynem wewnetrznym
(33'+N|y+N>A3= (.Cli'|y>,4, x>y€X'
DowOD. Wystarczy zastosowaé Lemat 2.14 dla ideatu I = {0}. O

Whniosek 2.16 (Ilorazowe moduty Hilberta). Niech X bedzie prawym A-
modutem z A-iloczynem wewnetrznym. Dla kazdego ideatu I w A mamy

XI:={z-itxeXiel}={xeX:(r|r)acl}
={rxe X :(xly)a el dla kazdego y e X}

Jesli X jest A-modutem Hilberta, to X1 ={x-i:x € X, i€ I} i modul ilorazowy
X /XTI jest modulem Hilberta nad A/I.

DowOD. Z Lematu 2.14 wiemy, ze N ={x e X : (x|z)ae [} ={x e X : (z|y)a €
I dla kazdego y € X} i jest to zbior domkniety w X. Mozemy go traktowaé

jako I-modut z I-iloczynem wewnetrznym. Zatem N = X[ ={z-i:zxe X,iel}
na mocy Stwierdzenia 2.8. Jesli dodatkowo X jest zupeiny, to N = X1 jest
I-modutem Hilberta, a zatem X1 = {x-i:x € X, i€ I} wSwietle Wniosku 2.12.
Przypomnijmy, patrz Twierdzenie 2.9, ze X jest przestrzenig Banacha. Wtedy
XT jest domknieta podprzestrzenia liniowa X. Skoro norma na X /XTI jest
standardowg norma ilorazowa dla przestrzeni Banacha, patrz ostatnia czesé
Lematu 2.14, to zupetlno$¢ X /X wynika, ze znanego faktu, ze przestrzen
ilorazowa przestrzeni Banacha przez podprzestrzen Banacha jest przestrzenia
Banacha. O

Oczywiscie kazdy domkniety A-podmodut A-modutu Hilberta X jest rowniez
w naturalny sposéb A-modutem Hilberta - podmodutem Hilberta modutu X.
Zauwazmy, ze podmodut X1 we Wniosku 2.16 mozemy traktowaé¢ zaréwno
jako A-modut za A-iloczynem wewnetrznym jak i I-modut z I-iloczynem we-
wnetrznym. Aby wyjasni¢ ogélnie mozliwosé obciecia i rozszerzenia algebry
wspoOtezynnikéw wprowadzmy nastepujaca:
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Definicja 2.17. Powiemy, ze A-modut Hilberta X, lub tez, ze okreslony na
nim A-iloczyn wewnetrzny (|-) 4, jest pelny jezeli (X|X)4 = A, gdzie

(X|X)a = span{{zly)a : z,y € X}.

Lemat 2.18 (Obciecie algebry wspotezynnikéw). Dla kazdego A-modutu Hil-
berta X, przestrzen (X|X)a jest ideatem w C*-algebrze A. Dla kazdej C*-
algebry B takiej, ze (X|X)a € B ¢ A, mozemy X traktowaé jako B-modul
Hilberta. W szczegdlnosci, X jest pelny, gdy traktowaé go jako (X|X)a-modud.

DowOD. To ze (X|X) 4 jest ideatem w A wynika natychmiast stad, ze a{x|y)1b
(ra*lyb)a dla z,y € X, a,be A. Pozostala czesé tezy jest oczywista. O

Lemat 2.19 (Rozszerzenie algebry wspétezynnikow). Zalézmy, ze X jest A-
modutem Hilberta, gdzie A jest ideatem w C*-algebrze B. A-mnozenie na X
przedtuza sie w jednoznaczny sposob do B-mmnozenia tak, ze X jest B-modutem
Hilberta z iloczynem wewnetrznym (xly)p == (x|y)a € AS B dla z,y € X.

DowOD. Niech {uy}rea bedzie jedynks aproksymatywng w A. W $wietle
Whiosku 2.12. Jesli prawe A-mnozenie sie przedtuza do B-mnozenia to musi
by¢ zadane wzorem xb := limy z(u\b) dla xz € X, b € B. Aby wykazaé, ze granica
limy, x(p\b) zawsze istnieje wystarczy pokazaé, ze {x(1xb)}aea jest siecia Cau-
chy, co sprawdza si¢ analogicznie jak w dowodzie Twierdzenie 2.9. Proste ra-
chunki pokazuja, ze z tak okreslonym B-mnozeniem, X jest B-modutem. Réw-
niez B-liniowosé iloczynu wewnetrznego jest tatwa do sprawdzenia: (x|yb)p =
(@[ limy y(pab))a = lim(z]y) a(uab) = imy ((z]y) apa)b = (x[y) ad- O

Mamy réwniez naturalne pojecie sumy prostej modutow Hilberta. Przyjmu-
jemy tu nastepujaca konwencje dotyczaca zbieznosci szeregu. Dla dowolnej
rodziny {a;};; elementéw w przestrzeni Banacha E, oznaczamy przez F(I)
rodzine skonczonych podzbioréw zbioru I. Rodzina F'(I) jest naturalnie skie-
rowna ze wzgledu na inkluzje. Jezeli sie¢ {Y;cp ai}rep(r) jest zbiezna, to jej
granice oznaczamy przez y. . a; 1 mowimy, ze szereg > ..y a; jest zbiezny w E.
W szczegdlnodci szereg Y,y a; jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy dla do-
wolnego ¢ > 0 istnieje U € F'(I) taki, ze dla dowolnego skoniczonego podzbioru
FcINUmanmy | Y,cpail <e.

Stwierdzenie 2.20. (Suma prosta) Niech {X;}is bedzie rodzing A-modutéw
Hilberta. Zbior

P X, = {(x;) € HXZ- : szereq Z(.CE“ x;)a jest zbiezny w A}

iel i€l i€l

wraz z dziataniams

() + () = (wi+:),  (@)a=(ma), ((2:), (4:))a = D {xi, vi)a

iel

gdzie (x;), (y;) € @ier Xi, a € A, jest A-modulem Hilberta.
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DowOD. Niech F' e F(I). Jasne jest, ze skoficzona suma prosta @;.r X; wraz
z powyzej okreslonymi dziatanimi jest prawym A-modutem z A-iloczynem
wewnetrznym. Zatem dla “normy” w tej sumie zachodzi nieréwnosé trojkata.
Zatem dla dowolnych (z;), (y;) € @y X; mamy

| 2@ + v, i+ ya)all < | ) (s, madal + 1 Y (wi widal-

el el el
Dla F' lezacego poza dostatecznie duzym zbiorem z F'(I) prawe strony po-
wyzszej nieréwnosci beda dowolnie mate. Czyli szereg Y, p(zi + yi, 5 + Yi)a
jest zbiezny, tzn. (x;) + (v;) € Djer Xi- Analogicznie z nieréwnosci Schwartza

W Dier X
| 2 (@i yidal < | ) {as wadall - | 2o (wi wi) al
el el el
wynika, ze szereg ¥, ;{(xi, y;)a jest zbiezny, tzn. A-forma jest poprawnie okre-
slona. Podobnie, dla a € A, nier6wno$¢

| 2 (wia, wia)all = a* Y (s zi)aall < |al*]| Y (wi,2i)al

el 1eF el
implikuje, iz prawe A-mnozenie jest poprawnie okre$lone. Sprawdzenie, ze
@Dicr X; jest prawym A-modutem z A-iloczynem wewnetrznym nie nastrecza
trudnosci. Potrzebujemy jeszcze tylko wykazacé zupetnosé.

Niech 2" = (27') € @;; X; dla n € N bedzie ciggiem Cauchy w @, X;.
Dla kazdego (x;) € @y X; oraz ig € I mamy |z ] < |(x;)]. Stad wynika
natychmiast, ze dla kazdego i € I ciag {z]}nen jest ciagiem Cauchy w X;, a
zatem jest zbiezny do pewnego elementu z € X;. Potrzebujemy pokazaé, ze
20 := (2) nalezy do @,y X; oraz ze ciag {2" }nen zbiega do 20 w @yer X

Wezmy dowolny ¢ > 0. Niech N bedzie takie, ze [zM — zV| < ¢/3 dla
kazdego M > N. Niech zbiér U € F(I) bedzie taki, ze dla kazdego F' € F([)
zawartego w I ~ U mamy | ¥, p(xN,2V) 4| < €/3. Niech F € F(I) bedzie

1

zawarty w I~ U. Wprowadzmy oznacznie |(z;)] = /| Siep (i, i) a| - jest to
“norma rzutu” elementu (z;) € @;c; X; na podmodul @, X;. Zauwazmy, ze
[(z)|% < ¥ier |xi]? Stad i z konstrukeji 20, dla dostatecznie duzego M > N
mamy |20 - 2M | p < £/3. Reasumujac dostajemy

|2 < |2° = 2™ p + 2™ -2V p+ 2V |p <cf3+e/3+e/3 =c.

To dowodzi zbieznosci szeregu Yo (2?, 29) 4. Zatem 20 € @ye; X;.

Aby wykazaé, ze x™ zbiega do x0 wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego
e > 0 istnieje N takie, ze dla dowolnego F € F(I) zachodzi |xV - 2°| < . Dla
dowolnego ¢ > 0 istnieje N takie, ze |2V — xM|| < ¢/2 dla kazdego M > N. Tym
bardziej |z — XM |r < /2 dla kazdego M > N oraz F € F(I). Dla kazdego
F e F(I) istnieje M takie, ze |2° — 2™ | p < /2. Stad

Mp

[ = 2% < 2 = aM g+ 2™ - 2% p <,

co konczy dowdd stwierdzenia. O]
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2.3 Przyklady moduléw Hilberta

Przyktad 2.21 (Przestrzen Hilberta). Przestrzenie Hilberta sa niczym innym
jak modutami Hilberta nad C, czyli C'*-algebrag wymiaru jeden.

Przyktad 2.22 (C*-algebry). Kazda C*-algebre A mozemy w naturalny spo-
sob traktowaé jako A-modut Hilberta wraz z operacjami odziedziczonymi z
A. Mianowicie, na przestrzeni liniowej A4 := A wyposazamy prawe mnozenie
odziedziczone z A oraz A-wartosciowy iloczyn wewnetrzny dany wzorem

(r,y)a =2y, x,y €Ay
Zauwazmy, ze ||z[%, = [(z,2)ala = |27z = [2]%, tzn. norma w module A4
pokrywa si¢ z norma w C*-algebrze A. W szczegdlnosci, pokazuje to zupetnosé
A. Modul Ay nazywamy trywialnym modutem Hilberta nad A. Zauwazmy,
ze jezeli J jest domknietym prawym idealem w A, to przestrzen Ju := J jest
podmodutem Hilberta modutu A 4. Kazdy podmodut Hilberta modutu A4 jest
postaci J4 dla pewnego domknietego prawego ideatu w A.

Przyktad 2.23 (Standardowy A-modut Hilberta). Sume prosta przeliczal-
nej ilosci kopii modutu trywialnego A4 oznacza sie Hy = @72, A4 1 nazywa
sie standardowym A-modutem. To znaczy, por. Stwierdzenie 2.20, H4 jest A-
modutem Hilberta, gdzie

Ha = {(zy) € [] A:szereg Y zjxy zbiega A},
k=1 k=1

(z) + (y) = (2 + i), (zw)a = (wpa) oraz ((zx), (Ye))a = ity T4k Zna-
czenie standardowowego A-modutu H, w teorii obrazuje stynne twierdzenie
Kasparova, ktore mowi, ze modut H4 pochtania kazdy przeliczalnie genero-
wany A-modut Hilberta. Doktadniej, méwimy, ze A-modut Banacha X jest
przeliczalnie generowany, jezell istnieje ciag elementéw {z, }2>, € X takich, ze
X =span{z,a : a € A,n € N}. Twierdzenie Kasparova méwi, ze jezeli X jest
przeliczalnie generowanym A-modutem Hilberta to suma prosta X & H 4 jest
izomorficzna z Hy:

X jest przeliczalnie generowany =— X @ H 4 = H,.

Przy czym mamy tu na mysli izomorfizm A-modutow Hilberta: dla A-modutéw
Hilberta piszemy X = Y jezeli istnieje bijekcja ® : X — Y zachowujaca A-
formy - wtedy ® automatycznie zachowuje cala strukture, w szczegdlnosci jest
A-liniowa izometria, patrz [11, Theorem 1.1.24]. Jako wniosek otrzymujemy
stwierdzenie

Kazdy przeliczalnie generowany A-modut Hilberta jest izomorficz-
ny z podmodutem H 4.
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Przyktad 2.24 (Konkretne A-moduty Hilberta). Zalézmy, ze A jest konkret-
ng C*-algebra, tzn. ze A ¢ B(H) jest C*-algebra operatorow dziatajacych w
pewnej przestrzeni Hilberta H. Zalézmy, ze X ¢ B(H) jest domknieta pod-

przestrzenia taka, ze
XAcX, XX cA

Wtedy X z dodawaniem i prawym A-mnozeniem odziedziczonym z algebry
B(H) oraz iloczynem A-wewnetrznym zdefiniowanym, jak w Przyktadzie 2.22,
wzorem (x,y)a := z*y, x,y € X, jest A-modutem Hilberta. Moduly tej postaci
bedziemy nazywaé konkretnymi A-modutami Hilberta. Twierdzenie Gelfanda-
Naimarka-Segala, por. Przyktad 1.5, uogélnia si¢ na moduty Hilberta. To zna-
czy kazdy A-modut Hilberta X jest izomorficzny z pewnym konkretnym A-
modutem Hilberta, patrz np. [20].

Przyktad 2.25 (Konkretne C-modutly Hilberta i algebry Cuntza). Rozpa-
trzmy bardziej doktadnie przypadek konkretnych A-moduléw Hilberta, gdy
A = C. Niech d € Nu {oo}. Na (nieskoniczenie wymiarowej) przestrzeni Hil-
berta H mozna skonstruowa¢ rodzine {S;}%, ¢ B(H) izometri o wzajemnie
ortogonalnych obrazach. Algebraicznie jest to rownowazne nastepujacym re-
lacjom:

S;Sj = 1(51‘,]‘, for all Z,j = 17 ceey (231)

gdzie 0, ; jest delta Kroneckera, a 1 € B(H) jest operatorem identycznoscio-
wym. Kladac

X =span{S;}%, oraz A=ClcB(H),
otrzymujemy konkretny C-modul Hilberta (d-wymiarowa przestrzen Hilberta
- operacjami odziedziczonymi z B(H)). W szczegdlnosci, jesli z = Y4, NS, i

y = Y%, 7S; naleza do X dla pewnych \;, 3; € C, to korzystajac z (2.3.1)
otrzymujemy

U

S

d i
ary = (Y NS)* DS = D0 A SiSy = (D Al e A
=1

i=1 j=1 ij=1
Patrzac na powyzszy rachunek nietrudno jest sytaucje odwrdéci¢. To znaczy,
jezeli X ¢ B(H) jest dowolnym konkretnym o$rodkowym (przeliczalnie genero-
wanym) modutem Hilberta nad A = C1, to jest on powyzszej postaci (wtedy X
jest osrodkows przestrzeniag Hilberta, wiec posiada ortonormalng baze przeli-
czalng {S;}%,). Co wiecej, z doktadnoscia do izomorfizmu, kazdy (o$rodkowy)
C-modut Hilberta jest powyzszej postaci, gdzie dodatkowo mozemy wybraé
izometrie {S;}4, tak, aby sum ich obrazéw dawala cala przestrzen H, tj.

d
> 85 =1.
=1

Wtedy C*-algebra C*(X) = C*({S;}%,) generowana przez X jest niczym in-
nym jak algebra Cuntza Oy, patrz [5].
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Przyktad 2.26 (Lokalnie trywialne wiazki wektorowe). Niech M bedzie zwar-
ta przestrzenia Hausdorffa. Niech (E,m, M) bedzie lokalnie trywialng wigzkq
wektorowq and M, tzn.

1. E jest przestrzenia topologiczna;

2. m: E - M jest ciagly surjekcja, taka, ze wtékno E; := 7=1(t), t € M ma
strukture przestrzeni liniowej nad C;

3. kazdy punkt t, € M posiada otwarte otoczenie U < M, dla ktérego
istnieje n € N oraz homeomorfizm ¢ : U x C* - 7=1(U) taki, ze

o (mo¢)(t,v) =t dla kazdego (t,v) e U x C"

e dla kazdego t € M, odwzorowanie C" 3 v — ¢)(t,v) € E; jest izo-
morfizmem liniowym odpowiednich przestrzeni.

Przestrzen ciggtych cie¢ wiazki E, czyli zbior
['(7) ={z: M - E odwzorowanie ciagte i x(t) € E; dla kazdego t € M}

wraz z nastepujacymi dziataniami, okreslonymi punktowo:

(2 +y)=x(t) +y(t), (za)(t) = a(t)=(t)

gdzie z,y € I'(7), a € C(M), jest C'(M)-modutem. Oczywiscie jest to réw-
niez przestrzen liniowa z okreslonym punktowo mnozeniem przez skalary z C.
Twierdzimy, ze I'(7) mozna wyposazy¢ w naturalny C'(M )-iloczyn wewnetrz-
ny. Rzeczywiscie, niech {U; };-1» bedzie otwartym pokryciem M takim, ze dla
kazdego i = 1,...,m mamy homeomorfizm ¢; : U x C* — 7=1(U) spelniajacy
warunki opisane w punkcie 3 powyzej. Niech {f;}, bedzie rozkladem jedyn-
ki wzgledem pokrycia {U;}%,, tzn. fi,..., fn € C(M) sa takie, ze 0 < f; < 1,
suppf; = {te M : f(t) #0} c U, dla kazdego i = 1,..n oraz Y, f; = 1, por.
[27, Twierdzenie 2.13]. Dla kazdego ¢ niech (-, -); oznacza standardowy iloczyn
skalarny w przestrzeni Hilberta C%. W kazdym wtéknie F;, t € M, okresla-
my iloczyn skalarny wzorem (v, w) := Yy, fi(t) (071 (v), ¢71(w))i, v,w € E.
Wtedy wzor

v(t) = (x(t),y(t)), ryel(m), te M

zadaje poprawnie okreslony C'(M )-iloczyn wewnetrzny na I'(7). Istotnie jedy-
nie poprawnos¢ definicji wymaga tu komentarza. Jednak wprost z konstrukeji
widimy, iz funkeja M > t o> {2, Yo (1) = S 67 (2(), 67 (w(0)))
jest ciagla, a wiec nalezy do C'(M). Nietrudno réwniez wykazaé, ze przestrzen
['(7) w normie zadanej przez C'(M)-iloczyn wewnetrzny jest zupelna. Zatem

kazdej lokalnie trywialnej wigzce wektorowej nad M odpowiada
C(M)-modut Hilberta.
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W podrozdziale 2.5 wykazemy ogo6lne twierdzenie charakteryzujace dowolne
moduty Hilberta nad przemiennymi C*-algebrami za pomoca (niekoniecznie
trywialnych) ciagtych wiazek przestrzeni Hilberta.

Przyktad 2.27 (Odwzorowania dyskretne). Niech s: E' - V bedzie odwzoro-
waniem ze zbioru F w zbiér V. Mozemy traktowa¢ E oraz V' jako przestrzenie
topologiczne z topologia dyskretna. Wtedy Cy(V') jest algebra funkcji znika-
jacych w nieskoniczonosci, a C(E) jest po prostu algebra funcji z £ w C. Z
odwzorowaniem s : F — V wiazemy Cy(V)-modul Hilberta X, gdzie

Xy={zeC(E):Vovr— Y l|z(e)f €C jest klasy Co(V)},

ees~1(v)

jest wyposazony w strukture liniowa z C'(F), a struktura modutu Hilberta
zadana jest wzorami

(z-a)(e) =a(e)a(s(e)),  (z.yha(v)= 3 z(e)y(e),

ees™1(v)

gdzie a € Co(V), w,y € X, e € E, v € V. Poprawno$¢ powyzszej definicji i
zupetnosé przestrzeni X, pozostawiamy czytelnikowi (patrz [16, Proposition
1.10], gdzie rozwaza si¢ ogélniejsza sytuacje, gdzie s : E - V jest lokalnym ho-
meomorfizmem pomiedzy dwoma przestrzeniami lokalnie zwartymi). W pod-
rozdziale 2.5, patrz Wniosek 2.54, pokazemy, ze kazdy modul Hilberta nad
Co(V), gdzie V jest przestrzenig dyskretna, jest zwiazany jak wyzej z pew-
nym odwzorowaniem dyskretnym.

2.4 (Odwzorowania miedzy C*-modutami Hil-
berta

W calym niniejszym podrodziale X oraz Y sg A-modutami Hilberta.

Definicja 2.28. Odwzorowanie T : X — Y nazywamy operatorem sprzegal-
nym jezeli istnieje odwzorowanie T* : Y — X takie, ze

(Tz,yya ={(x,T*y)a, dla wszystkich xe X, yeY. (2.4.1)

Zbior operatoréw sprzegalnych dziatajacych z X wY oznaczamy przez L(X,Y").
Przyjmujemy tez oznaczenie £(X) := L(X, X).

Uwaga 2.29. Zauwazmy, ze kazdy element x € X jest jednoznacznie wyzna-
czony przez wartosci {(x, z) a }.cx. Rzeczywiscie, jeshi (z, 2)4 = (y, 2) 4 dla kaz-
dego z € X, to ktadac z = z -y otrzymujemy 0 = (z,2) 4 —(y,2)a = (x -y, 2)a =
(x—y,x-y)a, czyli x = y. W szczegblnosci z uwagi tej wynika, ze jezeli T 1 T
spetiaja (2.4.1), to T wyznacza T* jednoznacznie, i vice versa.
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Lemat 2.30. Niech T i T* spelniajq (2.4.1). Wtedy oba odwzorowania T oraz
T* sq automatycznie ograniczonymi operatorami lintowymi komutujgcymi z
prawym A-dziataniem. Ponadto w normie operatorowej zachodzi C*-réownosé:
|T*T| = |T|% W szczegdlnosci |T*|| = |T|.

DowOD. Dla dowolnych x1, 25 € X, y € Y oraz a € A mamy

(T(z10+22)|y)a = (w10 + 22T y) a4 = a* (1| T Y) 4 + (@2 T*Y) 4
= a*(Ta1|y) + (Txoly)a = (Tx1)a+Txaly) a.

W Swietle Uwagi 2.29, dowodzi to, ze T'(x1a + x2) = (T'x1)a + Txs. Czyli T
jest A-liniowy. W konsekwencji T' jest réwniez C-liniowy, patrz (2.1.6). By
wykazac, ze T jest ograniczony wystarczy pokazac, ze wykres T' jest domkniety
i przywotaé¢ Twierdzenie o Wykresie Domknietym. Zatézmy wiec, ze z,, - xg
w X oraz Tz, - yo w Y, wtedy dla dowolnego y € Y, otrzymujemy

(Yoly)a = Im (Tzply)a = lim (2| T*y) 4 = (2o|T"y)a = (Txoly) a,

co implikuje Txg = yo, patrz Uwaga 2.29. Zatem T ograniczony. Analogicznie
mozna wykazaé¢ ograniczonos$é¢ T*.
Korzystajac z nieréwnoséi Schwartz’a otrzymujemy
|T|* = sup (Tz|Tx)al = sup [{z[T*T'x) 4
< sup |zl T*T =] = [T*T] < [T*[[T].
Skad |T'|| < |T*|. Skoro (T*)* =T, to przez symetrie réwniez |T*| < |T'||, czyli
|70 = 1T+ Stad dostajemy, ze |T|* < [T*T| <|T*||T] = |T]?, co implikuje,
ze [T = |T]>. O

Stwierdzenie 2.31. L(X,Y) jest podprzestrzenig Banacha przestrzeni B(X,Y"),
a L(X) jest podalgebrg Banacha algebry B(X). De facto L(X) wraz z inwo-
lucjg * zadang przez (2.4.1) jest C*-algebrq z jedynkq.

DowoOD. Korzystajac z wlasnosei iloczyndéw wewnetrznych tatwo zobaczyd,
dla Th, Ty € L(X,Y) oraz A € C, ze odwzorowanie AT + T5 jest sprzegalne oraz
(AT, +Tp)* = AT + Ty W szcezegdlnosci, L£(X,Y) jest podprzestrzenig linio-
wa B(X,Y). Aby wykazaé, ze jest ona domknieta zauwazmy, ze odwzorowa-
nie * : L(X,Y) - L(Y, X) jest izometrycznym anty-liniowym izomorfizmem,
por. Lemat 2.30. Zatem jesli {T,,}>2, € L(X,Y) jest zbiezny w B(X,Y’), to

{Tryee, € L(Y,X) jest zbiezny w B(Y, X). Oznaczajac odpowiednie granice

n=1 =
T oraz T* mamy

(Taly)a = im (T,aly)a = im (2T 7y)a = (2T7y) 4.

Zatem T € L(X,Y'). To konczy dowdd pierwszej czesci tezy. By wykazaé po-
zostalta cze$¢, wystarczy zauwazyé, ze (T'S)* = S*T* € L(X) dla dowolnych
T,S € L(X), gdyz antyliniow$¢ * pokazaliSmy powyzej, a C*-réwnos¢ zachodzi
na mocy Lematu 2.30. [
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Przyktad 2.32 (Nie kazdy ograniczony operator A-liniowy jest sprzegalny).
Niech A = C(M) gdzie M jest dowolna nieskonczong zwarta przestrzenia
Hausdorffa. Wtedy istnieje tg € M ktoéry nie jest punktem izolowanym. Niech
J ={aeA:a(ty) = 0} bedzie ideatem maksymalnym w A odpowiadajacym
punktowi to. Rozwazmy podmodut J = J4 modutu trywialnego A = A4, patrz
Przyktad 2.22. Wtozenie T': J - A (tzn. T(a) = a dla a € J € A) jest w
oczywisty sposob A-liniowg izometria. Jednak nie jest to operator sprzegalny.
Rzeczywiscie, zalézmy ad absurdum, ze istnieje operator sprzezony T* : A — J.
Wtedy T*(1) € J, czyli T*(1) jest funkcja ciagta na M taka, ze T*(1)(ty) = 0.
7 drugiej strony, dla dowolnego a € J zachodzi

a*=a*1=(Ta)*1=(Tall)s = (a|T*(1))a =a*T*(1).

Skad wnioskujemy, ze T*(1)(t) = 1 dla ¢t réznych od t,. Zatem T*(1) jest
funkcja charakterystyczna zbioru M \ty. Jednakze, taka funkcja nie jest ciagta,
gdy tp nie jest punktem izolowanym.

Stwierdzenie 2.33 (Izomorfizmy modutéw Hilberta). NiechT : X - Y bedzie
odwzorowaniem. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

1) T jest surjekcjq zachowujgcq A-iloczyny wewnetrznw, tzn. (Tx|Ty)a =
(x|y)a dla x,ye X.

2) T e B(X,Y) jest odwracalng A-liniowq izometrig zachowujgcg A-iloczyny
wewnetrzne.

3) TeLl(X,Y) orazT*T=1e L(X) iTT* =1 L(Y).

DowOb. Zatézmy 1). Wtedy |Tx|? = [(Tx|Tx)a| = |(z]|x)al = |=]?, czyli T
jest izometria. W szczegolnosci T : X — Y jest bijekcja. Dla odwzorowania
odwrotnego T-1:Y — X oraz dowolnych z € X, y € Y mamy

(Tx7y>A = (T'Ta TT?l?J)A = <$7T71y>A-

Zatem T jest sprzegalny i T* = T-1. Stad otrzymujemy 3), ale tez i 2) na mocy
Lematu 2.30.

Implikacja z 2) do 1) jest trywialna. Potrzeba wiec tylko pokazaé, ze 3)
pociaga 1). Zatézmy 3). Wtedy T jest operatorem odwracalnym, a wiec i
surjekcja. Ponadto, dla x,y € X mamy

<T'T7 T?J)A = <x7T*Ty>A = (l’,y>A,
czyli T zachowuje iloczyny wewnetrzne. 0

Definicja 2.34. A-moduly Hilberta X @Y sq izomorficzne, gdy istnieje od-
wzorowanie T': X — Y spelniajace rownowazne warunki w Stwierdzeniu 2.33.
Wtedy T' nazywamy izomorfizmem albo operatorem unitarnym z X na Y.
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Whniosek 2.35. Operator T € L(X) jest operatorem unitarnym na X wtedy i
tylko wtedy, gdy T jest unitarnym elementem C*-algebry L(X).

Stosujac nierownosé¢ Schwartza mozemy dla operatorow sprzegalnych ulep-
szy¢ nierOwnos¢ ograniczonosci w nastepujacy sposob.

Stwierdzenie 2.36. Jesli T € L(X,Y) to dla kaZdego x € X zachodzi
(Tz, Tx)a <|T|*(x,x) 4.

DowOD. Niech p bedzie stanem na A. Zauwazmy, ze o({x|y)a) jest nieujem-
nie okreslona forma poéttoraliniowa na X. Stosujac indukcyjnie nieréwnosé
Schwartza dla tej formy otrzymujemy

o({Tx|Tw)a) = o({T" Tx|z)a) < o({(T Tx|T* T} 4) 0({lar) 1)

= o({(T*T)*x|z) a) o]} 4)
oI T al(T T aha) P (ol ) P2

< o(((T*T)?" x|z ) V2" o((]) 4 ) /2145 1/2"
<7 | o) a)

Przechodzac z n do nieskoniczonosci otrzymujemy o((Tz|Tx) 4) < |T|?0({x|x) 4).
Z dowolnosci g otrzymujemy (Tx, Tx)a < |T|*(x, ) 4. O

Niech z € X, y €Y, rozwazmy operator ©,,:Y — X dany wzorem
O.4(2) = 2(y|2)a. (2.4.2)
Zauwazmy, ze dla z € Y, w € X mamy
(O (2)|w)a = (2(ylz)alw)a = (2ly) af{wlw)a = (2ly(z|w)a)a = (2O, zw) 4.
Zatem O, € L(Y, X) jest operatorem sprzegalnym i ©% =0, .

Definicja 2.37. Elementy domknietej podprzestrzeni £(X,Y) € B(Y, X) ge-
nerowanej przez operatory postaci (2.4.2):

K(Y,X):=span{O,,:v€ X,yeY}
nazywamy operatorymi zwartymi z X w Y. Ktadziemy tez (X)) = (X, X).

Uwaga 2.38. Elementy (Y, X), tj. operatory zwarte w powyzszym sensie,
na og6l nie sa zwarte jako operatory liniowe miedzy przestrzeniami Banacha
Y i X. Dlatego tez czasem nazywa sie je uogélnionymi operatorami zwartymi.

Lemat 2.39. Jesli X,Y,Z sqg A-modulami Hilberta, to
K(Y,X)L(Z,Y)cK(Z,X), LY, X)K(Z,Y)cK(Z,X).
W szezegolnosei, K(X) jest ideatem w C*-algebrze L(X).
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Dowop. Dlaz e X, yeY, ze Zoraz T € L(Z,Y) 1 S5 € L(Y,X) mamy
O, 1 = Oy vy oraz SO, . = Og, ., co dowodzi pierwszej czesci tezy. Wprost z
definicji wynika, ze (X)) jest domknieta podprzestrzenia £(X). Zatem IC(X)
jest ideatem (dwustronnym) w C*-algebrze K(X). O

Lemat 2.40. Jedynka aproksymatywna w KC(X) zbiega punktowo do jedynki
w L(X). W szezegdlnosci, K(X) dziala na X w sposdb niezdegenerowany, tzn.
K(X)X =X.

DowOD. Na mocy Wniosku 2.12, patrz tez Lemat 2.18, wektory postaci
x = u{v,w)p rozpinaja gesta podprzestrzen w X. Jesli {y,} jest jedynka aprok-
symatywng w K(X) to

HAT = ,LLAU(U, w)B = /fbk@u,vw - ®u,vw =ZT.

Stad wynika pierwsza czes$é tezy. W szczegdlnosci, {Tz:T e K(X),x e X} =
X. Zatem {Tz:T € K(X),z € X} = X namocy Twierdzenia Hewitta-Cohena.
O

Lemat 2.41. Dla dowolnego x € X mamy O,/ = [{(x,x)a].
DowOD. Zauwazmy najpierw, ze |z]? = sup{|{z,y)a| : v € X, |y| < 1}. Stad

|90, [* = sup{[|z(z, y)al* s y € X, Jy[ < 1}

= sup{|{y, x) alz, 2)alw, y)al 1y € X, Jy| < 1}
= sup{|{y, z{z, 2) {*) ala{z, 2) " y)al sy € X, ] < 1}
= sup{[{z{z, 2){*, y)al? 1y € X, Jy| <1}
= |a{z, 2) ) = Wz, 2) (@, ) alz, )] = [, 203 = =]
O

Nastepujace twierdzenie zostato wykazane przez Kasparova. Szczegdtowy do-
wo6d mozna znalezé np. w [18].

Twierdzenie 2.42 (Kasparov). L(X) jest maksymalnym, istotnym ujedyn-
kowieniem C*-algebry K(X), tzn.

L(X) = M(K(X)),
C*-algebra L(X) jest izomorficzna z algebrg mnoznikéw C*-algebry K(X).

Przyktad 2.43 (Przestrzenie Hilberta). Jesli A = C, to X = H jest przestrze-
nig Hilberta i wtedy

K(X)=K(H), L(X)=B(H).

To znaczy K(X) jest algebra operatoréw zwartych w zwyklym sensie. Nato-
miast L(X) jest C*-algebra wszystkich operatoréw ograniczonych na H.
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Przyktad 2.44 (C*-algebry). Niech A bedzie dowolna C*-algebra. Mozemy
ja traktowac jako A = A4 trywialny A-modut Hilberta. Wtedy

K(A)=A,  L(A)=M(A).

Pierwszy izomorfizm jest zdeterminowany przez przyporzadkowanie IC(A) 3
Oyy = zy* € A. W Swietle Twierdzenia 2.42, drugi izomorfizm wynika z
pierwszego. Warto tu jednak podkresli¢, ze przy standardowej konstrukcji
algebry M(A) za pomoca podwdjnych centralizatoréw, patrz np. [19], ten
drugi izomorfizm jest niemal réwnowazny defincji M(A). Mianowicie, nie-
trudno spostrzec, iz para (L, R) jest podwojnym centralizatorem algebry A
wtedy i tylko wtedy, gdy 7' = L € L(A) jest operatorem sprzegalnym i wtedy
R(a) = (T*(a))* dla a € A, oraz norma centralizatora pokrywa sie z norma T'

w L(A).

Przyktad 2.45 (Standardowy A-modul Hilberta). Rozwazmy standardowy
A-modut Hilberta H4 := @52, Aa, patrz Przyktad 2.23. Wtedy, patrz np. [11,
Lemat 1.2.7] zachodza izomorfizmy

K(Hy) 2z A9K, L(H4) 2 M(A®K),

gdzie K jest algebra operatorow zwartych dzialajacych na nieskonczenie wy-
miarowe]j oSrodkowej przestrzeni Hilberta (taka algebra z doktadnoscia do izo-
morfizmu jest dokladnie jedna - mozna wzia¢ np. K = K (£2)). Przypomnijmy,
iz, algebra K jest nuklearna, patrz np. [19, Przyktad 6.3.2], zatem iloczyn
tensorowy A ® K jest jednoznacznie zdefiniowany. Algebre A ® K nazywa sie
stabilizacjg C*-algebry A.

Przyktad 2.46 (Konkretne moduty Hilberta). Niech X ¢ B(H) bedzie kon-
kretnym modutem Hilberta nad A ¢ B(H ), patrz Przyktad 2.24. Wtedy przy-
porzadkowanie O, , = xy* € B(H) przedtuza si¢ do izomorfizmu

K(X)z XX*=span{zy*:xe X,yeY}c B(H),
patrz np. [23, Lemma 3.2]. Powyzszy izomorfizm przedtuza sie do izomorfizmu
LX)z2{TeB(H):T|xpy=0oraz TXcX, T"X cX}.

por. [10, Proposition 1.6] lub [6, Proposition 2.1]. W szczegdlnosci, jesli wziaé
X = A i zalozyé, ze AH = H, to powyzszy izomorfizm daje M(A) = {T €
B(H):TAc A, AT c A}, co jest kolejnym opisem algebry mnoznikdw.

2.5 Moduly Hilberta nad algebrami przemien-
nymi

Rozpatrzymy teraz przypadek A-modutu Hilberta w sytuacji, gdy C*-algebra
A jest przemienna. Wiadomo, ze w takim przypadku mozemy utozsamic¢ A z
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algebra funkcji znikajacych w nieskoniczonosci Co(M) gdzie M jest lokalnie
zwarta przestrzenia Hausdorffa. W niniejszym podrozdziale sformutujemy i
udowodnimy twierdzenie w pelni charakteryzujace C*-moduty Hilberta nad
algebrami przemiennymi, ktore mozna traktowaé jako rozszerzenie wspomnia-
nej charakteryzacji przemiennych C*-algebr. Nalezy tu podkresli¢, ze twierdze-
nie to (w réznych formach, patrz np. [29]) jest znane ekspertom, lecz w pelnej
ogblnosci i w formie przedstawionej ponizej nie zostato nigdzie opublikowane.
Dlatego tez dotozymy staran, aby przedstawi¢ szczegdétowy dowdd.

Zaczniemy od omoéwienia podstawowych faktoéw dotyczacych wigzek prze-
strzeni Hilberta (Banacha) w sensie Fella.

Definicja 2.47 ([8] Definicje 13.4, 13.5). Wigzkq przestrzeni Banacha nad
M nazywamy przestrzen Hausdorffa F wraz z ciagla i otwartg surjekcjg m :
E — M taka, ze widkno E, := 771(t) posiada strukture przestrzeni Banacha
dla kazdego t € M. Ponadto maja by¢ spetnione nastepujace warunki:

1) Przeksztalcenie F 3 e |e| € R jest ciagte,

2) Przeksztalcenie E?) := {(e1,e5) € Ex E : w(ey) = m(ea)} 3 (e1,e2) =
e1 + e € B jest ciggte,

3) Dla dowolnego A € C przeksztalcenie E 3 e~ e € E jest ciagle,

4) Dla kazdej sieci {e;}ier ¢ E takiej, ze lim; o |e;| =0 oraz lim; o m(e;) =
t, mamy lim; .. e; = 0; € E;.

Jesli dodatkowo kazde wtdékno Ey, t € M, jest przestrzenig Hilberta to (E, 7w, M)
nazywamy wiqgzkq przestrzeni Hilberta.

Uwaga 2.48. Warunek czwarty w istocie oznacza, ze topologie we wtoknach
zadawane przez strukture przestrzeni Banacha oraz przez topologie z E sa
ze soba zgodne, patrz [8, Proposition 13.11]. Warunek ten, wraz z 2) i 3)
implikuje, ze odwzorowanie dwdch zmiennych C x E 3 (A,e) - Xe € E jest
ciagte, co jest wzmocnieniem 3), patrz [8, Proposition 13.10]. W szczegdlnoscei,
w wigzce Hilberta cigglosci odwzorowania E() 5 (z,y) = (x|y) nie trzeba
zakladaé, gdyz wynika z formuly polaryzacyjnej (zly) = 3 ¥5_i*|x + ity |2

Przyktad 2.49. Niech (E,m, M) bedzie lokalnie trywialna wiazka wektorowa
nad M, takg jak w Przyktadzie 2.26. Z lokalnej trywialno$ci wynika od razu,
ze E jest przestrzenia Hausdorffa, odwzorowanie 7 : F — M jest otwarte oraz
spelnione sg warunki 2), 3), 4) w Definicji 2.47. Jak pokazaliémy w Przyktadzie
2.26 mozna na wtoknach tej wiazki zada¢ strukture przestrzeni Hilberta tak,
aby byl réwniez spetniony warunek 1). Zatem kazda lokalnie trywialna wigzke
mozna traktowac¢ jako wigzke Banacha, a nawet jako wigzke Hilberta.
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Na ogét wiazke (E, 7, M) bedziemy oznaczaé przez samo E lub 7. Tloczyn
skalarny w zdzble E;, = n=1(t) oznaczamy przez (:|-);, a odpowiadajaca mu
norme przez | -||;. Na mocy [8, Proposition 13.14] zbiér ciaglych cie¢ wiazki

[(m)={x:M - E: x jest ciagly oraz mox =idy}

jest przestrzenia liniowa, a nawet C(M )-modutem, to znaczy dla kazdego
a€C(M) oraz z € I'(r) ciecie M 3t — (xza)(t) - a(t)z(t) jest ciagle. Przy-
pomnijmy tez, ze na mocy Twierdzenia Douady, dal Soglio-Herault, patrz |8,
Appendix C], wiazka E' ma dostatecznie duzo cigglych cieé, tzn. dla kazdego
e € Fy, t € M, istnieje z € T'(m) takie, ze x(t) = e. Kluczowym dla naszych
rozwazan jest nastepujace Twierdzenie Fella o Rekonstrukcyi:

Twierdzenie 2.50 (Fell). Niech {E;}wen bedzie rodzing przestrzeni Banacha
1 niech I bedzie podprzestrzenig liniowq przestrzeni wszystkich cieé [1iens Fr =
{r:M—>FE:x(t)e E; dlate M} takq, Ze

1) dla kazdego x € T funkcja t — |x(t)| jest ciggla;
2) dla kazdego t € M, zbidor x(t), dla x €T jest gesty w Ey.

Wtedy na E = | By istnieje doktadnie jedna topologia, przy ktorej E wraz
z naturalng surjekcjg m: E — M staje sie wigzkq Banacha takg, ze I' € T'(7r).
Ponadto,

i) Baza topologii na E jest dana przez zbiory
Usew = {ee Bin(e) eV, le-a(n(e))] <)
gdziex €', €>0 oraz V € M jest otwarty,

it) U(m) = {x € [Tyens Bt : dla kazdego ty € M oraz € > 0, istnieje x' € I" taki,
ze |x(t) — 2/ (t)| < e na pewnym otwartym otoczeniu ty}.

DowOD. Pierwsza cze$¢ tezy wynika wprost z [8, Theorem 13.18], gdzie m.in.
opisana jest topologia na F w jezyku sieci jak nastepuje:

{e;} zbiega do e w E wtedy i tylko wtedy, gdy 7(e;) - 7(e)

oraz dla kazego x € T mamy |z(7(e;)) —e;| = |z(7(e)) —e]. (2.5.1)

Baza w i) jest opisana w [8, Proposition 13.12], jej postaé¢ tez mozna wy-
wnioskowaé z (2.5.1). Zatem potrzebujemy jedynie wykazaé ii). W tym celu
oznaczmy przez L' zbiér opisany w ii).

Niech x € [l,cp Er- Zalézmy najpierw, ze x € I'(m), tj. = jest ciaglym
cieciem. Niech tg € M. Na mocy zalozenia 2), dla kazdego £ > 0 istnieje 2’ € I’
taki, ze ||x(tg) — 2'(to)| < €. Skoro x — 2’ oraz | - | sa ciagle, to zbiér V := {t €
M : |x(t) - 2'(t)| < €} jest otwartym otoczeniem ty. Zatem z € I'. Na odwrét,
zalézmy ze x € I'. Niech ty € M dowolny i niech {t;} € M bedzie siecig zbiezna
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do ty. Wezmy dowolne y € I" oraz € > 0. Skoro x € I', to mozemy znalezé 2’ € I’
takie, ze |z(t) — 2'(t)| < € na pewnym otoczeniu ty. Zatem |z (t;) - 2'(¢;)| <€
dla dostateczenie duzych i. Jako ze y—x’ € T oraz |- | sa ciagle, to korzystajac
z (2.5.1) otrzymujemy, ze ‘Hy(t,) -2/ ()| -y (to) —2'(to) H‘ < ¢ dla dostatecznie
duzych i. Zatem dla dostatecznie duzych ¢ dostajemy

[ly(t) = ()] = Jy(to) = 2 (to)l| < 2 +[ly(t:) - 2" (t) ] = ly(to) - 2" (to) ] < 3e.
W sSwietle (2.5.1) oznacza to, ze x(t;) - x(to), czyli = jest ciagly w t,. O

Dla naszych celow lepiej jest pracowaé z przestrzenig cie¢ cigglych znika-
jacych w nieskonczonosci:

M(r)={xel(m): {te M:|o(t)]| >¢c} jest zwarty dla kazdego ¢ > 0}.

Lemat 2.51. T'g(7) z dzialaniami punktowymi i normq |z| = sup,,y, |z(t)]
jest przestrzeniq Banacha.

DowOD. Dowdd przebiega przez standardowe sprawdzenie. O

Stwierdzenie 2.52. Niech m : E — M bedzie wigzkq przestrzeni Hilberta.
Wtedy To(m) stanowi Co(M)-modul Hilberta z dzialaniami danymi przez

(za)(t) = a(®)z(t),  (z,y)coon(t) = (x(t), (1)),
z,y€Lo(m), aeCo(M), te M.

DowOD. Oczywiscie struktura C(M)-modutu na I'(7) daje sie obciaé do

struktury Co(M )-modutu na I'y(7). Dla dowolnych z,y € T'g(7) funkcja M >
t = (2,9)com)(t) € C jest ciagla jako ztozenie funkcji ciagtych: M @)
e C.Stad (@, y)c,(ar) € Co(M). Sprawdzenie, ze (-, )¢, (ar) spetnia aksjo-
maty iloczynu wewnetrznego przebiega przez standardowe rozumowanie. Teza
wynika z Lematu 2.51. L

Teraz jesteSmy gotowi do przeprowadzenia dowodu, ze kazdy Cy(M )-modut
Hilberta X jest izomorficzny z Cy(M )-modutem Hilberta I'y(7) zwiazanym z
wigzka przestrzeni Hilberta m: EF - M, opisana w Stwierdzeniu 2.52.

Twierdzenie 2.53. Jezeli X jest Co(M)-modulem Hilberta to istnieje wigzka
przestrzeni Hilberta w: E — M oraz bijektywne odwzorowanie Co(M )-liniowe
X sz Telo(m) ktdre zachowuje iloczyn wewnetrzny.

DowOD. Dla kazdego ¢ € M, przyjmiemy oznaczenie I; = {f € Co(M) :
f(t) = 0}. Z Wniosku 2.16, mamy, ze H; := X /X, jest modutem Hilberta
nad Co(M)/I, =2 C. Stad H; mozemy traktowaé jako przestrzen Hilberta. Roz-
wazmy nhastepujaca sume roztaczna

E::UHt

teM
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oraz naturalng surjekcje 7 : E > M dang przez m(x+X1;) =t. Z kazdym z € X
mozemy utozsamic ciecie T € [],ep Et, gdzie

T(t) =+ X1 te M.
Dla dowolnego x € X mamy
[Z()1* = {2le) + L] = {zlz)(@)], (2.5.2)

a poniewaz (x|x) € Co(M), widzimy, ze funkcja M — |Z(¢t)| jest ciagta oraz
znikajaca w nieskoniczonosci. Zauwazmy tez, ze z definicji Hy = X /X I, = {T(t) :
x € X}. Z Twierdzenia 2.50 wynika, ze istnieje jedyna topologia na E taka, ze
7: E - M jest modutem Hilberta oraz {T:x € X} ¢ To(m).

Z konstrukcji wynika, ze odwzorowanie X 5> x — T € [g(7m) jest Co(M)-
liniowe. Z (2.5.2) wynika, ze jest to réwniez izometria. Poniewaz X jest prze-
strzenig Banacha, wiec jej obraz jest domkniety. Stad wystarczy pokazaé, ze
{T: 2 e X} jest gesty w ['g(7). Wezmy wiec dowolne o € I'y(7) oraz ¢ > 0.
Rozwazmy zbiér zwarty

K= {te M:|(o()lo())] > &}.

Dla dowolnego ¢ € M, niech x; € X bedzie takie, ze T;(t) = o(t). Wtedy rodzina
zbioréw
Vii={seM:|o(s)-7(s)| <e}, te K,

stanowi otwarte pokrycie K. Poniewaz K jest zwarty wiec mozemy znalezé
t1,t9,....t, € K takie, ze K ¢V, uV,, u..V,, . Niech {f;}", bedzie rozktadem
jedynk1 odpow1ada3@cym {Vi,}™, (jego istnienie zapewnia [27 Theorem 2.13]).
Oznacza to, ze istnieja funkcje fi, ..., f, € Co(M) takie, ze 0 < f; <1, suppf; c
Vi,, dlai=1,...n, oraz >, fi = 1. Potézmy x := }}", x, f;. Dla kazdego t € M
mamy

lo(t) ~2(0)] < o (1) - ifi(t>a(t>|| v i £ () ~7(0)]

3

<e+]| Z; fi(t)o(t) - th,(t fi@®)]

3

=+ fit)(o(t) - :f?(t))||<€+82fz(t

i=1
]

Jako zastosowanie powyzszej charakteryzacji pokazemy, ze kazdy modut
Hilberta nad przemienng algebra z widmem dyskretnym jest izomorficzny
z modutem Hilberta X zwiazanym z pewnym odwzorowaniem dyskretnym
s: E -V patrz Przyktad 2.27. W ten sposob otrzymamy jeszcze jedna cha-
rakteryzacje modutu Hilberta, w przypadku gdy C*-algebra modelujaca jest
algebra funkcji na przestrzeni dyskretne;j.
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Whniosek 2.54. Jesli X jest Co(V')-modutem Hilberta, gdzie V' jest przestrze-
nig dyskretng, to istnieje odwzorowanie s : -V oraz izomorfizm ® : X - X,
modutow Hilberta.

DowODp. Na mocy Twierdzenia 2.53 mozemy utozsamié¢ X z Co(V')-modutem
To(Lyey Hy) ciaghych cieé wiazki Hilberta | e H,. Jako ze V' jest przestrzenia
dyskretng, mamy

Do(| | Hy)={ze[[H,:V3vr |2(v)] €C jest elementem Co(V)}.

veV veV

Szukany izomorfizm skonstruujemy przyporzadkowujac cieciu z € To(yey Hy)
funkcje zadang przez wspotezynnyki Fouriera x(v) we wszystkich zdzbtach H,,
v € V. Mianowicie, dla kazdego v € V' ustalmy baze ortogonalng {e;(v) }ier(v)
w H,. Wtedy dla kazdego z € I'g(|lyey H,) mamy

z(v) = ) z;i(v)e;(v)

1€l (v)

gdzie x;(v) € C, 1€ I(v), v e V, sg wspOlczynnikami jednoznacznie wyznaczo-
nymi przez x. Potézmy E := [,y {€;(v)}ier(v) 1 zdefiniujmy s: E -V wzorem
s(ei(v)) = v, tak aby s7'(v) = {€;(v)}ierw). Niech X; = {f e C(E) : v »
Yier(wy [f(€i(v))[? € Co(V)} bedzie Co(V')-modutem odpowiadajacym odwzo-
rowaniu s: £ - V. Dla z € I'y(yey H,) definiujemy ®(z) : £ - C wzorem

O(z)(ei(v)) = 2:(v).

Skoro funkcja V'3 v = [2(v)[? = Eierv) |7i(v)]? € C znika w nieskonczonodci,
widzimy, ze ®(z) € X,. Liniowos¢ i injektywnos$¢ odwzorowania ® : X — X sa
jasne. Jest ono surjektywne, gdyz dla kazdego f € X, funkcja z: V — ||, H,
dana wzorem x(v) = Y1) f(€i(v))ei(v) nalezy do I'o(Ley Hy) oraz f = 7.
Co wiecej, dla kazdego x,y € X, mamy

(@(), 2(1))co) (v) = Y wi(0)yi(v) = (2(0).y(0)) = {x,y)eyv) (V).

i€l (v)

Czyli @ zachowuje iloczyny wewnetrzne. Zatem jest to izomorfizm modutow
Hilberta. O



Rozdziat 3

(C*-korespondencje

3.1 (*-korespondencje

Definicja 3.1. Niech A, B bedg C*-algebrami. C*-korespondencjq z A do B
nazywamy prawy B-modut Hilberta X wyposazony dodatkowo w homomor-
fizm ¢x : A - L(X). Piszemy wtedy a-x := ¢x(a)z.

Uwaga 3.2. Przypomnijmy, iz operatory z L£(X) sa B-liniowe, patrz Lemat
2.30. Zatem jesli X jest C'*-korespondencja z A do B to X jest lewym A-
modutem oraz

(ax)b = a(xd) dla wszystkich a € A,be B,x € X.

Czyli X jest A-B-bimodulem w sensie algebraicznym.

O C*-korespondencjach mozna my$le¢ jako o uogélnionych reprezentacjach
(gdzie A jest reprezentowana na module zamiast na przestrzeni Hilberta), lub
jako o uogélnionych morfizmach miedzy C*-algebrami A i B. Majac na uwadze
ten drugi punkt widzenia, bedziemy pisac

A5 B
chcac powiedzie¢, ze X jest C*-korespondencja z A do B.

Definicja 3.3. Powiemy, ze C'*-korespondencja A B jest

e niezdegenerowana, jezeli homomorfizm ¢x : A - L(X) jest niezdegene-
rowany, tzn. ¢x(A)X = X.

e injektywna, jezeli homomorfizm ¢x : A - L(X) jest injektywny;

e wlasciwa, jezeli ¢px(A) ¢ K(X), tzn. A dziala na X przez operatory
zwarte.

32
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Uwaga 3.4. Warunek niezdegenerowanosci jest wazny i niektorzy autorzy
wlaczaja go do definicji C*-korespondencji. Zauwazmy, ze kazda C*-kores-
pondencje mozna w naturalny sposéb sprowadzi¢ do C*-korespondencji nie-

zdegenerowanej. Mianowicie, dla kazdej C*-korespondencji A B ,

A)X
C”-korespondencja A ) B jest niezdegenerowana.

Doktadniej, zbiér ¢x(A)X jest domknieta przestrzenia liniowa X na mocy
Twierdzenia Hewitta-Cohena. Jasne jest, ze przestrzen ¢(A)X jest niezmien-
nicza ze wzgledu na mnozenie przez elementy z A i B. Zatem ¢(A)X jest
B-podmodutem Hilberta modutu X oraz ¢x : A - L(X) mozemy traktowaé
jako homomorfizm ¢gayx : A = L(P(A)X).

Uwaga 3.5. Obcinajac dziedzine C*-korespondencji A B mozemy otrzy-
ma¢ odpowiednio injektywna oraz wtasciwg C*-korespondencje. Przez obciecie
dziedziny C*-korespondencji rozumiemy tu obciecie homomorfizmu ¢x : A —»
L(X) zadajacego lewe dzialanie. W szczegdlnosci,

J(X) = ox (K(X))

jest najwiekszym ideatem w A takim, ze C*-korespondencja J(X) B jest
wlasciwa. Analogicznie,

(kerpx )t ={ae A:akerpy ={0}}

jest najwiekszym idealem w A takim, ze C*-korespondencja (ker ¢x)* B
jest injektywna. Ideat

Tx = ¢x (K(X)) n (ker ¢x)*

jest nazywany ideatem Katsury. Jest to najwiekszy ideal w A, dla ktorego

Jx B jest wlasciwa i injektywna. Zauwazmy, ze Lematy 2.19, 2.18 pozwala-
ja na odpowiednie obciecie lub rozszerzenie przeciwdziedziny C*-korespondencji

A5 B

Przyktad 3.6 (Reprezentacje). C*-korespondencje z A do C sa niczym in-
nym jak reprezentacjami C'*-algebry A. Rzeczywiscie, jesli A X, C, to X =
H jest przestrzenig Hilberta oraz £(X) = B(H). Zatem C*-korespondencja
X jest wyznaczona przez lewe dziatanie, ktore jest po prostu reprezentacja
7w : A - B(H). Niezdegenerowane C*-korespondencje odpowiadaja reprezen-
tacjom niezdegenerowanym, a injektywne reprezentacjom wiernym.

Przyktad 3.7 (Homomorfizmy C*-algebr). Niech X = Bp bedzie trywial-
nym B-modulem Hilberta. Wtedy mozemy przyjaé¢ utozsamienia: £(X) = A

i L(X)=M(A), patrz Przyktad 2.44. Zatem C*-korespondencje A 25 B sa
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niczym innym, niz homomorfizmami « : A - M(B), natomiast wlasciwe C*-
. B .
korespondencje A —> B sa po prostu homomorfizmami oo: A - B z A do B.

Nalezy tu podkresli¢, ze korespondencja A P B jest niezdegenerowana wtedy
i tylko wtedy, gdy odpowiadajacy jej homomorfizm o : A — M(B) jest niezde-
generowany, tzn. «(A)B = B (takie homomorfizmy nazywa sie czasem morfi-
zmami z A do B). Niemniej jednak, zgodnie z Uwaga 3.4, z kazdym homomor-
fizmem o : A - M(B) mozemy zwiaza¢ niezdegenerowana C*-korespondencje
X, gdzie X, := a(A)B jako przestrzen liniowa oraz

(r,y)p =2y, a-xz:=a(a)r, x-b=uxd, x,ye€ X, a€A, beB.

Przyktad 3.8 (Homomorfizmy w stabilizacje C*-algebr). Niech X = Hp be-
dzie standardowym B-modutem Hilberta. Wtedy K(X) mozemy utozsamié¢ ze
stabilizacja B®K algebry B, a L(X) z M(B®K), patrz Przyktad 2.45. Zatem
homomorfizmy a : A > M(B®K) mozemy utozsami¢ z C*-korespondencjami

Als B,aa:A—- BeK z wlasciwymi C*-korespondencjami A 25 B,

Przyktad 3.9 (Grafy skierowane). G = (E,s,r) bedzie grafem skierowanym
2V do W. To znaczy W,V sa zbiorami wierchotkéw, E jest zbiorem krawedzi,
as:E—->Vir:E - W sgodwzorowaniami wyznaczajacymi odpowiednio
poczatek (source) i koniec (range) krawedzi. Z grafem G zwiazemy tzw. C*-

korespondencje grafowg Co(W') X Co(V'), gdzie zbiory V i W traktujemy tu
jako przestrzenie dyskretne. Jako Cy(V')-modut Hilberta X mozna utozsamié
z modulem zwiazanym z odwzorowaniem s : E/ - V| patrz Przyktad 2.27. To
znaczy, ktadziemy

Xg={xeC(E): V30— Z lz(e)? € Co(V)}

ees1(v)

(z-0)(e) = (e)b(s(e)),  (z.y)apn(v)= 3 w(e)yle),

ees™1(v)

gdzie x,y € X¢g oraz b e Cy(V'). Odwzorowanie r : E - W pozwala nam zdefi-
niowa¢ homomorfizm ¢x, : Co(W) - L(Xg), czyli lewe mnozenie, wzorem

(a-x)(e) :=a(r(e))z(e), reXg,aeCy(W).

Otrzymana w ten sposéb C*-korespondencja Co(W) =g, Co(V') jest niezde-
generowana (co wiaze sie z faktem, iz odwzorowanie r : £ - V jest wsze-
dzie okreslone). Idealy z poprzedniej uwagi maja tu naturalne interpretacje
kombinatoryczne. Mianowice, zauwazmy, ze C*-algebra Cy(W) jest domknie-
ta otoczka liniowa funkcji 0, w € W, gdzie 0,,(v) = dy, delta Kroneckera.
Nietrudno wykazac, ze

J(X¢) = span{d, : 7~ (w) zbiér skoticzony},
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(ker ¢x.)* =span{d, : v (w) + @}.

W szczegblnosci, C*-korespondencja Co(W) s Co(V') jest whasciwa wtedy
i tylko wtedy, gdy do kazdego wierzchotka prowadzi conajwyzej skonczona
ilos¢ krawedzi. Natomiast jest ona injektywna wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy
wierzchotek jest konicem jakiej$ krawedzi.

We Wniosku 2.54 wykazaliémy, ze kazdy Co(V)-modul Hilberta, gdzie
V' jest przestrzeniag dyskretna, jest izomorficzny z modulem z powyzszego
przyktadu. Modyfikujac jego dowdd, pokazemy, ze dla W i V' dyskretnych
kazda niezdegenerowana C*-korespondencja z Co(W) do Cy(V') jest C*-ko-
respondencja grafowa. Twierdzenie to wykazano w [12], bez wykorzystania
Twierdzenia 2.53.

Twierdzenie 3.10. KaZda niezdegenerowana C*-korespondencja z Co(W') do
Co(V), gdzie W,V sq przestrzeniami dyskretnymi, jest izomorficzna z C*-
korespondencjq grafowq X dla pewnego grafu G z'V do W.

DowoObp. W dowodzie Wniosku 2.54 zauwazyliSmy, ze Cy(V')-modut Hilberta
X mozna utozsamic¢ z przestrzeniag funkcji
X={ze[[H,:V3vr |z(v)| €C jest elementem Co(V)}
veV
o wartosciach w przestrzeniach Hilberta { H, },cy. Izomorfizm z X na X skon-
struowalismy tam wybierajac bazy w przestrzeniach H, w arbitralny spo-
sob. Aby skonstruowaé¢ odpowiedni graf skierowany, przy wyborze tej bazy
uwzglednimy réwniez lewe dzialanie. Przypomnijmy, iz Co(W) = Span{d,, :
w e W}, gdzie §,, jest funkcja charakterystyczna {w}. Zatem {0y }wew dzia-
taja na kazdej przestrzeni H, jako wzajemnie prostopadte rzuty ortogonalne.
Potozmy
wHy = 0x(0y)H, dla kazdego we W oraz veV.
Skoro rozwazana C*-korespondencja jest niezdegenerowana, to H, = ® e H,
dla kazdego v € V. Dla kazdej pary (w,v) € W x V ustalmy baze ortogonalna
{ei(w,v) }ier(ww) W wHy. Zdefiniujmy graf G = (V,W, E, s,r), gdzie
E:= || Ae(w,0)}licrwey, sle(w,v))=v, r(e(w,v)):=w.
(w,w)eWxV
Niech X4 bedzie C*-korespondencja grafu G. W dowodzie Wniosku 2.54 po-
kazlismy, ze
Xgexrd(x)e X, d(z)(v):= ), z(e)e
ees™1(v)
jest izomorfizmem modutéw Hilberta. Dla kazdego a € Co(V) oraz e = ¢;(w,v) €
wH, mamy

¢x(a)e = ox(a)ox (duw)e = ¢x(a(w)dw)e = a(w)e = a(r(e))e.
Skad Px,(a)®(z) = P(Px(a)z) dla z € Xg. Czyli ® jest izomorfizmem C'*-
korespondencji. O]
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3.2 Iloczyn tensorowy (C*-korespondencji

W poprzednim podrozdziale widzieliSmy na wielu przyktadach, ze C*-ko-
respondencje modeluja rézne bardzo ogélnie rozumiane “morfizmy” miedzy
C*-algebrami. Czesto niejasne jest jak takie “morfizmy” sktada¢. W tym pod-
rozdziale pokazemy, ze sktadanie “morfizméw” jest w efektywny i naturalny
sposob opisane przez iloczyn tensorowy C*-korespondencji.

Sama definicja iloczynu tensorowego jest dos¢ naturalna, jednakze spraw-
dzenie, ze jest ona poprawna wymaga nieco pracy, ktérag wykonamy ponizej.
Definicja 3.11. lloczynem tensorowym lub tez zlozeniem C*-korespondencyi
A5 BiB L nazywamy C'*-korespondencje A osr o zdefiniowang w

nastepujacy sposob. Niech X ®“Bf9 Y bedzie algebraicznym iloczynem tenso-

rowym bimodutéw zbalansowanym wzgledem algebry B. To znaczy X ®%lg Y
sktada si¢ z sum formalnych elementéow x @ y © € X, y € Y, gdzie oprocz
standardowych relacji roztacznosci mnozenia wzgledem dodawania:

z®(y1+y2) = (#@y) + (@), (11+22)®y=(218y)+(220y), (3.2.1)
przyjmujemy rowniez relacje zbalansowania wzgledem B:
hbey=xby (3.2.2)

gdzie x,x1,x9 € X, y,y1,y2 € Y oraz b € B. Elementy x®y nazywamy tensorami
prostymi. Przestrzen X ®ng Y jest w naturalny sposob A-C-bimodutem, z
lewym A-mnozeniem i prawym C-mnozeniem danymi wzorami

a(r®y) =ar®y, (r®y)c=x0yC

dlaze X,yeY, ae AorazceC. Na X ®73ng okreslamy C-iloczyn wewnetrz-
ny, ktéry na tensorach prostych jest dany wzorem

(r1 @ y1lze ® Y2)o = (yil{z1|T2) Y2) o T1,29 € X, y1,y2 €Y, (3.2.3)

patrz Wniosek 3.16. Uzupetniajac X ®aBlg Y w metryce pochodzacej od powyzej
zdefiniowanego C-iloczynu wewnetrznego, por. Stwierdzenie 2.13, otrzymuje-
my prawy C*-modut Hilberta:

XepY =XoWy.

Lewe A-dziatanie na X ®“Bfg Y przedtuza sie do lewego A-dziatania przez ope-

ratory sprzegalne na X ®p Y, patrz Wniosek 3.18. Zatem X ®p Y jest C*-
korespondencja z A do C.

Uwaga 3.12. Przy sktadaniu C'*-korespondencji A X BiB L mozemy

zawsze zalozy¢, ze C*-korespondencja B X c jest niezdegenerowana. Rze-
czywiscie, modut Hilberta X jest zawsze niezdegenerowany z prawej strony,
patrz Wniosek 2.12. Zatem relacja zbalansowania (3.2.2) implikuje, ze

X®pY =XBopY =X ey BY, (3.2.4)
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gdzie B LANYS! jest C*-korespondencja niezdegenerowana.

Uwaga 3.13. Przypomnijmy, iz X ®gY jest przestrzenia liniowa z mnozeniem
przez skalar spetniajacym (2.1.5). Z tych relacji oraz z (3.2.4) wynika, ze dla
reX,yeY oraz A € C mamy

Mzroy)=(A\z)®y=x® (\y). (3.2.5)

Zatem, struktura X Y jest zgodna ze strukturg iloczynu tensorowego prze-
strzeni liniowych. W rzeczywistosci, X ® g Y mozna skonstruowaé¢ zaczynajac
od iloczynu tensorowego przestrzeni liniowych X i Y. Iloczyn taki, oznaczmy
go przez X ®Y, jest przestrzenig liniowa sktadajaca si¢ z sum formalnych
elementéw = @ y, x € X, y € Y spehiajacych relacje typu (3.2.1), (3.2.5).
Przestrzen X @Y jest w naturalny sposéb A-C-bimodutem i na X ® Y mamy
C-forme hermitowska zadana wzorem

<$1®y1|$2®y2>0 = <y1|<x1|$2>3y2>c7 $1ax26X7yl>y2€K (326>

Zatem eliminujac w X @Y wektory izotropowe, tzn. przechodzac do przestrzeni
ilorazowej (X @ Y)/N gdzie N = {z e X @Y : (2,2)c = 0}, C-forma (-|-),
faktoryzuje sie do C-iloczynu wewnetrznego, por. Wniosek 2.15. Jednakze, na
mocy Twierdzenia 3.15

N =span{zboy-xoby:ze X, yeY,be B}.
Zatem mamy naturalny izomorfizm zachowujacy C-iloczyny wewnetrzne
(XoY)/N2Xe¥WYy  gdiezoy+Nr—z0p5y.
W konsekwencji izomorfizm ten przedtuza sie do izomorfizmu C*-korespondencji
XepYz(XoY)/N,
gdzie (X @ Y)/N jest uzupetieniem (X © Y')/N do C-modutu Hilberta.

Uwaga 3.14. Oczywiscie, aby zdefiniowa¢ C-modut Hilberta X ®p Y wy-
starczy, aby X byl B-modutem Hilberta. Jednakze, modut Hilberta X mo-

zemy traktowaé¢ jako (C*-korespondencje C - B Wtedy ztozenie z C*-

korespondencja B RN daje nam modul C-Hilberta C e o

Ustalmy C*-korespondencje A X BiB L.

Twierdzenie 3.15. Wzdr (3.2.6) zadaje na iloczynie tensorowym przestrzeni
lintowych X ©Y nieujemng C-forme hermitowskq. Przestrzen wektorow izo-

tropowych tej formy jest rozpieta przez elementy postaci xb®y—x ® by, gdzie
reX,yeY, beB.
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DowoOD. Jasne jest, ze odwzorowanie dane na tensorach prostych wzorem
(3.2.6) przedtuza sie do antysymetrycznej formy poltoraliniowej na X 0 Y.
Aby wykazaé, dodatnio$¢ formy ustalmy z = ¥, 2, ©y; € X ® Y. Niech
vy = (y1,...,Yn) bedzie elementem modutu Hilberta Y™ bedacego suma pro-
sta n-kopii modutu Y. Zauwazmy, ze lewe mnozenie ¢y : B — L(Y) na
Y indukuje homomorfizm ¢y : M,(B) - L(Y™), gdzie ¢} ({bi;}};-1)y =
(X751 b1jy; s os g1 bnjy; ). W szezegolnosei ktadac M = {{z;,z;)p}};_, otrzy-

mujemy

(zl2)c = 3 (willi, z5)pys)e = (yley (M)y)c-

ij=1
Jednakze macierz M = {(z;,z;)p}},_, jest elementem dodatnim w M,(B),
gdyz dla dowolnych by, ..,b, w B mamy
Z b;(.’ll'i,.’]fj>Bbj = (Z .fljibi, Z[L’jbj)B > O,
i=1 j=1

i.j=1

patrz [30, Lemma 3.2]. Stad

(2]2)c = (o (M)y)e = {$5- (M3 )y|gi(M2)y)e > 0. (3.2.7)

Rozwazmy teraz przestrzen N = {z € XOY : (2, 2)c = 0}. Jedli z = xboy—-zoby,
gdziex e X, yeY, to

(zl2)c = (yl(xb, 2b) py) o = (y[(xb, ) sby) o = (byl(z, xb) By ) o + (by(z, ) bY ) = 0.
Na odwrét, niech z = Y1 x;©y; € X ©Y bedzie dowolnym elementem N. Przy

powyzszych oznaczeniach, na mocy (3.2.7), mamy ¢} (M 3 )y = 0. Implikuje to
réwniez, ze (bg‘,(]\/[i)y =0, gdyz

(on (M3 )y, % (M5)y)e = (y, o (M2)y)e = 0.

Traktujac X™ jako M, (B)-modul Hilberta dla elementu x := (z1, ..., z,,) mamy
(@|r)ar, By = M. Na mocy [18, Lemma 4.4], dla kazdego 0 < o < 1/2 istnieje
w e X™ takie, ze x = wM®. Niech w = (wy, ...,w,) bedzie takim elementem dla
a=1/4. Wtedy jesli {c;;}},_, sa wspolezynnikami macierzy M4 to

n n
Tj = Zwici,j oraz Z CijYj = 0.
i=1 j=1
Stad otrzymujemy, ze
n n
z = Z% Oy = Z (wicij © Yi — T3 © ¢ 5Y5) -
i=1 ij=1

czyli z jest elementem przestrzeni span{zboy-x0by:x e X,yeY be B}. [
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Whiosek 3.16. Wzor (3.2.3) zadaje na prawym C-module X®ang C-iloczyn
wewnetrzny.

DowOD. Jedynym nietrywialnym elementem dowodu jest, ze rozwazana C-
forma jest nieujemnie okreslona. To zas wynika z Twierdzenia 3.15. O]

Stwierdzenie 3.17. Niech A 5 B i A 2% B bedg C*-korespondencjami
i Niech X1 ®Y = X;® alg Y oraz Xo @Y = X, ®alg Y odpowiednimi C'-
modutami Hilberta, patrz Wmosek 3.16. Mamy szowq kontrakcje

L(X1,X2)3 TS5 Telel(X,05Y,X,05Y)
zdeterminowang wzorem (T ®@ 1)(x@y) =Tx®y. Jesli X = X1 = X5 to
LX)sT S Telel(XopY)

jest zachowujgcym jedynke homomorfizmem C*-algebr.

DowOD. Odwzorowanie x ® y = Tx ® y przez liniowosé przedtuza sie do od-
wzorowania T ®1: X, ®Bg Y - X, ®Bg Y. Aby wykazaé, ze operator T ®1 jest

ograniczony ustalmy element 1" z; ® y; € X1 ® Bg Y Potézmy,
M = {(wi,xj)B}ijl oraz W = {(Txi,ij)B}ijl.

Korzystajac ze Stwierdzenia 2.36, dla dowolnych by, ..,b, w B mamy

n

Z b:<TZEZ,TZEJ)BbJ = <zn:TIZbZ, zn:TIZbZ)B
i=1 i=1

4,j=1

TIPS @ibi, Y wibi)p = [T Y. bf (@i, ;) Bb;.
=1 =1

ij=1

Zatem W < |T'||?M na mocy [30, Lemma 3.2]. Niech ¢} : M, (B) - L(Y™") i
y=(y1,...,yn) beda jak w dowodzie Twierdzenia 3.15. Wtedy

0 < (o5 ((IT12M = W)Y )ylot ((IT2M = W) ) y)e
= (Yl (IT1*M -~ W)y)e = (yloy-(IT*M)y)o ~ {yloy (W)y)e-

Korzystajac z powyzszej nieréwnosci dostajemy

2 n

> Ayl Tzl Tx;) pyj) o

ij=1

<| TP Kyloy-(M)y)el = [T

> Twi oy = Iyl (W)l

i=1

Z yillzilz;) pyj)e

®yz
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Zatem T'® 1 przedtuza sie jednoznacznie do operatora ograniczonego 7'® 1 €
B(Xy9pY, X19pY) 1 |T®1| <|T|. Prosty rachunek pokazuje, ze T'® 1
jest sprzegalny, gdzie T* ® 1 jest operatorem do niego sprzezonym. Konczy to
dowdd pierwszej czesci tezy. Pozostata czesé tezy jest teraz oczywista. O

Whniosek 3.18. C-modut Hilberta X ®gY = X ®aBlg Y jest w naturalny sposob
C*-korespondencjq z A do C. To znaczy, okreslony jest homomorfizm pxg,y
A->L(X®pY), gdze

dxezy(a)(z®y) = (ax) @y, reX,yeY,acA.
DowOD. Odwzorowanie ¢xg,y jest zlozeniem homomorfizméw ¢y : A —

L(X) oraz ®1: L(X) > L(X ®pY). O

Rozwazmy teraz wtasciwosci ztozenia korespondencji. W tym celu, przy-
datne bedzie nastepujace stwierdzenie.

Lemat 3.19. Dia kazdego x € X mamy operator O, € L(Y, X ®pY), gdzie
Oy=rey,  O'ey=(z,2)py

Odwzorowanie X > x — O, € L(Y, X®gY") jest liniowq kontrakcjq, a dokladniej
19212 = ¢y ((z]z)5) | < |-

DowOD. Latwy dowdd zostawiamy czytelnikowi. W szezegdlnoscei zauwazmy,
ze 010, = ¢y ((x|z)p). O
Stwierdzenie 3.20. Rozwazmy homomorfizm ®1: L(X) > L(X ®pY).

1) jesli B RN jest injektywna, to homomorfizm ®1: L(X) - L(X ®pY)

jest injektywny oraz @171 (K(X®pY)) € K(X), tzn. jesli Tel e K(X ®p
Y) to T e K(X);

2) jesli B Lo jest wtasciwa, to K(X)®1<K(X ®pY);
3) jesli K(Y) c oy (B), to K(X ®pY ) cK(X)®1.

DowoOp. 1) Zatézmy, ze odwzorowanie ¢y : B - L(Y') jest injektywne. Jesli
T®1=0,todladowolnych x € X iy1,y2 € Y mamy (v1|¢y ({(Tx|Tx),)ya). = 0.
Stad i z injektywnosci ¢y, (Tz|Tz), = 0 dla kazdego z € X. Czyli T = 0.
Zatem ®1 : L(X) - L(X ®p Y) jest izometria. Niech {u,} bedzie jedynka
aproksymatywng w K(X). Niech 1,25 € X iy1,92 € Y. Na mocy Lematu 2.40
istnieje K € K(X) i z € X takie, ze x; = Kz. Stad

(r® 1)@x1®y1,x2®y2 = UK Ouey) oy > KOuey) mey = Oy m0ys-

Stad wynika, ze )y ®15 — S dla kazdego S € K(X ®pY'). Zatem jesli T' e L(X)
jest taki, ze T® 1e K(X ®pY), to

O=lm|[T®l-(me)(Te)|=lm|T-umT].
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Czyli T e K(X).
2) Zatézmy, ze ¢y (B) € K(Y). Zeby wykazaé, ze K(X)® 1< K(X ®5Y)
wystarczy pokazaé, ze ©,, ,,®1 € K(X®pY') dla kazdych z1, x5 € X. Na mocy
Wnhiosku x; = xb dla pewnego = € X i b. Zauwazmy, ze przywoltujac oznaczenia

Lematu 3.19 mamy
Ouy 2y ®1=0,0y(b)O]

€2

gdyz, dla 2" € X i y € Y zachodzi
(@mqﬁy(b)@;z) 'y =18 dy(b{za|z")p)y = xb{z2|2" )5 ®Y = (Oupry, ® 1) 2" @Y.

Stad O4, 4, ® 1 e (X ®pY), bo ¢y (b) € L(Y'), patrz Lemat 2.39.
3) Niech z,z" € X i y,y" € Y. Skoro ¢y (B) 2 K(Y'), to istnieje b € B takie,
ze ¢y(b) = ®y,y’- Wtedy

@x®y,x’®y’ = @acb,a:’ ® 1.
Rzeczywiscie dla dowolnych 2”7 € X i ¢ € Y, mamy

@x@)y,x’@y’x" ® y// —r® y<y/7 (l’,, $,’>By,,>0 —r® @%y,<xl7 x”)By"
=x@b(x’, 2")py" =ab(a’, 2" ) g ®Yy" = (Op o ®1) 2" @y".
Zatem O, 11ey € K(X)®1, co implikuje teze, gdyz przestrzen K(X®pY) jest

rozpigta przez operatory ©,gy ey, & K(X)®1 jest domknieta podprzestrzenig
L(X®pY). [

Whniosek 3.21. Ziozenie C*-korespondencyji injektywnych jest C*-korespon-
dencjq injektywng. Zlozenie C*-korespondencyi wlasciwych jest C*-korespon-
dencjqg wlasciwg.

Przyktad 3.22. (Ztozenie homomorfizméw) Niecha: A - Bif: B - C beda
homomorfizmami C*-algebr. Ztozenie foa : A - C oczywiscie jest réwniez
homomorfizmem. Rozwazmy niezdegenerowane C'*-korespondencje A EiLY B,

X Xpoa
B-5Coraz A C odpowiadajace tym homomorfizmom, patrz Przyktad
3.7. Wtedy mamy naturalny izomorfizm C*-korespondencji

X, ®p Xﬁ = Xﬁoa-

Rzeczywiscie, rozwazmy addytywne odwzorowanie 7' : X, a®;}gX 3 = Xgoq gdzie

T(z®y):=[(x)y, reX,=a(A)B, ye Xg=06(B)C.

Zauwazmy, ze T jest poprawnie okreslone i surjektywne, gdyz dla dowolnego c €
Xpoa = B(a(A))C istnieja a € A, ¢’ € C takie, ze ¢ = f(a(a))c =T (a(a) ® ).
Ponadto, T' zachowuje C-iloczyny wewnetrzne, gdyz dla dowolnych zq, 9 €
Xo=a(A)B1iy,ys € Xg=p£(B)C mamy

(T(z1®@y1)|T (22 @ y2))o = (B(21)y1)" B(w2)y2 = y7 B(x]72) Yo
= (nlB71]r2) 5)y2) o = (21 © Yi]72 ® Y2).
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Zatem T : X, ®ng Xp = Xpoo jest odwracalng izometria. Stad X, ®ng Xg =
Xo ®p Xp jest przestrzenia zupelng i w szczegélnosci T : X, ®p Xg = Xgoa
jest izomorfizmem C-modutéw Hilberta. Prosty rachunek, dla a € A, x € X, i
ye Xﬁv

T(a(z®y)) = T(a(a)z®y) = f(ala)z)y = B(a(a))B(z)y = (Boa)(a)T (z®Y),
pokazuje, ze T jest tez A-liniowy. Czyli T" izomorfizmem C*-korespondencji.

Przyktad 3.23. (Zlozenie graféw) Niech G = (E,s,r) bedzie grafem z V' do
W iniech H = (F,s,r) bedzie grafem z U do V, patrz Przyktad 3.9. Zlozenie
grafow G 1 H definiujemy jako graf Go H := (Eo F,s,r) z U do W, gdzie:

EoF:={(e,f)e ExF:s(e)=r(f)}, s(e f)=s(f), r(e f)=r(e).

Niech Co(W) =% Co(V), Co(V') =% Co(U) i Co(W) =" Co(U) beda -
korespondencjami odpowiadajacymi odpowiednim grafom, jak w Przyktadzie
3.9. Wtedy mamy naturalny izomorfizm

Xa®cy(v) Xu 2 Xgon-

Aby to wykazaé, zauwazmy, ze przestrzen Banacha X jest domknietg otoczka
liniows funkcji 6., e € E, gdzie d.(e') = 0. Niech ee Ei fe F. Jedli (e, f) ¢
Eo F, to 0, ® (Sf =0w Xg ®Cy(V) XH, gdyZ 55(@)5r(f) =01 St@d

0c ® (Sf = 6658(8) ® 5r(f)5f =0, ® 55(6)(5T(e)5f =0.20=0.

Zatem wzor

T(0c®6f) = Oge,p) dla (e,f)e Eo F,

przedtuza sie przez liniowo$¢ do odwzorowania zdefiniowanego na gestym pod-
biorze iloczynu tensorowego X ®c, vy X, ktorego obraz jest gesty w Xgop.
Dla dowolnych (e;, f;) € Eo F, i=1,2, mamy

<5€1 ® 5f1|562 ® §f2 Co(U) = (5 561|5€2 CO(V)5f2>CO(U)

—

e1 ¥ €9

0 l0s(e)0p)cowy €x=ez2 _ [ds(r) e1=e2,f1=fo
0 W p.W.

> O

seas)  (€1,f1) = (e, fo) _
{O (€1, f1) # (e2,f2)‘<5(e1,f1)|5(e2,f2))co(U)

= <T(661 ® 5f1)|T(562 ® 6f2)>Co(U)'

Stad wynika, ze T zachowuje Cy(U)-iloczyn wewnetrzny. Zatem przedtuza sie
do operatora unitarnego 1" : Xg ®cy vy Xu & Xaon. Aby wykazaé, ze jest to
izomorfizm C*-korespondencji wystaczy zauwazy¢, ze T komutuje z lewym
mnozeniem przez elementy z Co(W). Ale dla a € Co(W) i (e, f) € Eo F mamy
ade = a(r(e))de oraz ad(e 5y = a(r(e))d sy istad aT(6.®65) = Ta(d.®dy). Jako
ze elementy 6. ® 6 generuja X¢ ®cy vy Xg widzimy, ze T' jest Co(W)-liniowy.
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Przyktad 3.24 (Iloczyny tensorowe konkretnych C*-korespondencji). Niech
A,B,C < B(H) beda C*-algberami i niech X,Y ¢ B(H) beda konkretnymi

C*-korepospondencjami A X Boraz B¢ , tzn.
XBcX, X*XcB, AXcX and YCcY, Y*Yc(C, BYcY.

Wtedy XY =span{xy:z € X,y €Y} c B(H) jest konkretna C*-korespondencjg

AX ¢ Rzeczywiscie, korzystajac z powyzszych relacji otrzymujemy

XYCcXY, (XY)'XYcC, AXYcXY.
Co wiecej odwzorowanie x ® y — xy przedtuza si¢ do izomorfizmu
XepY = XY.

W szczegblnosel, (x1 ® y1|za ® ya2)o = yi (x22)y2 = (2191)* (22y2).

3.3 (C*-korespondencje jako morfizmy kategorii
C*-algebr

C*-algebry wraz z homomorfizmami tworza w naturalny sposob kategorie.
Czasem rozwaza si¢ kategorie C'*-algebr gdzie morfizmem miedzy A i B jest
niezdegenerowany homomorfizm A - M(B). Z tak zdefiniowanymi morfizma-
mi, podkategoria algebr przemiennych jest kategorig dualng do standardowej
kategorii przestrzeni topologicznych z odwzorowaniami ciggltymi jako morfi-
zmami. W teorii C'*-algebr pojawia sie jednak czesto potrzeba rozpatrywania
jeszcze bardziej ogbdlnych “morfizméw” miedzy C*-algebrami. W wielu przy-
padkach, nie jest nawet do konca jasne jak zdefiniowaé¢ sktadanie - dziatanie
takich “morfizméw” na C'*-algebrach. Jak pokazaliSmy w poprzednich podro-
dziatach, C'*-korespondencje stanowiag naturalne uogélenie wielu bardzo ogél-
nych relacji miedzy C*-algebrami. Co wiecej iloczyn tensorowy jest naturalng
konstrukecjg uogdlniajacyg sktadanie homomorfizmow.

Celem tego podrozdziatu jest opis “kategorii” C'*-algebr, w ktorej morfi-
zmami sa niezdegenerowane C*-korespondencje. Piszemy tu kategoria w cu-
dzystowie, gdyz formalnie struktura taka nie tworzy kategorii, lecz bikate-
gorie. Moéwiac obrazowo bikategoria rozni si¢ od kategorii tym, ze wlasnosci
algebraicznie sktadania morfizméw takie jak tgczno$é¢ zachodzg z doktadno-
Scia do naturalnego izomorfizmu. W szczegdlnosci, utozsamiajac “izomorficz-
ne” morfizmy mozna z bikategorii zawsze zrobi¢ kategorie. Takie podejscie
do C*-korespondencji proponowal juz Schweizer [28]. Podejscie bikategoryjne
bylo eksplorowane w [4]. Jako ze formalna definicja bikategorii jset skompli-
kowana przedstawimy tu konstrukcje kategorii utozsamiajac C*-korespendcje
z doktadnoscig do izomorfizmu.
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Trywialne C*-korespondencje sa naturalnymi kandydatami na “morfizmy
identycznosciowe”. Przy czym, istotne tu okazuje sie zalozenie o niezdegene-
rowaniu.

Stwierdzenie 3.25. Niech A —> B bedzie niezdegenerowang C*-korespon-
dencjg z A do B. Traktujgc A i B jako trywialne C*-korespondencje mamy
naturalne izomorfizmy zadane przez odpowiednio prawe i lewe mnozenie:

XepB=zX, Ay X = X.

Jesli A > A jest C*-korespondencjq takq, ze dla kazdej niezdegenerowanej
C*-korespondencji A 2, B rachodzi Y QuZ 27, toY 2 A.

DowoOD. Jasne jest, ze przyporzadkowanie X ®a5f9 B>x®bw— xbe X przedtu-

za sie do odwzorowanie A-B-liniowego. Jako ze kazady modul Hilberta jest
niezdegenerowany jako prawy modul, patrz Wniosek 2.12, to odwzorowanie
to jest surjekcja. Prosty rachunek

(1’1 ® b1|l'2 ® bg)B = bf(x1|x2)Bbg = <£L‘1b1|l’2b2)3,

pokazuje, ze odwzorowanie to jest izometria zachowujaca iloczyny wewnetrzne.
Stad X ®3 B= X @19 B= X.

Analogicznie, mamy A-B-liniowe odwzorowanie z A ®f4lg X w X, gdzie
a ® x — ax. Odwzorowanie to jest surjektywne, gdyz zatozylismy, ze X jest
C*-korespondencjg niezdegenerowang. Odwzorowanie to zachowuje iloczyny
wewnetrzne

(a1 ® xl\ag ® 172)3 = <$1’GTCL2$2)B = (alﬂfl‘agl‘g)B.

Zatem A®4 X = A% X = X,

Niech teraz A - A bedzie jak w ostatniej czesci tezy. Wtedy biorac za
Z = A dostajemy Y ® A 2 A. 7 drugiej strony, na mocy pierwszej czesci tezy
Y4 A2Y. Stad Y ¢ A. O

Uwaga 3.26. Jak wida¢ z powyzszego dowodu dla dowolnej (niekoniecznie

niezdegenerowanej) C*-korespondencji A X, B zachodzi X ® p B = X. Nato-
miast drugi izomorfizm na ogoét przyjmuje posta¢ A®@, X ¥ AX, gdzie AX =X
tylko wtedy, gdy X jest C*-korespondencja niezdegenerowana.

bLacznosé nie nastrecza trudnosci.

Stwierdzenie 3.27. Niech A — B, B YcocictDp bedg C*-korespon-
dencjami. Przyporzgdkowanie (x®y)®z — x®(y®2) determinuge izomorfizm

(XopY)ocZ2X®p (Y ®cZ).
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DowoOD. Teza wynika z nastepujacego rachunku

z1[(x1 ® y1lz2 ® yo)oza)p
z1[(yil{z1|r2) pya)cze)p

y1 ® z1[{z1|22) BY2 ® 22) D

21 ® (Y1 ® 21)|72 ® (Y2 ® 22) ) -

((r1®1y1) ® 21|(12® Y2)22) D

={
=
={
=

]

Powyzsze stwierdzenie uzasadnia standardowy zwyczaj w literaturze, ze przy
pisaniu iloczynéw tensorowych wiecej, niz dwoch czynnikow pomija sie na-
wiasy. Zauwazmy, ze ogélnie iloczyn tensorowy faktoryzuje sie do operacji na
klasach abstrakeji C'*-korespondencji izomorficznych.

Rzeczywiscie, jesli A M BiaXp sg izomorficznymi C*-korespon-
dencjami z izomorfizmem T : X; — X,, to dla dowolnej C*-korespondencji
B ~, C odwzorowanie T ® 1: X; ®3 Y - X, ®p Y, patrz Stwierdzenie 3.17,
jest izomorfizmem C*-korespondencji: X; ® g Y 2 X5, ® g Y. Analogicznie, nie-
zaleznosé iloczynu tensorowego od wyboru reprezentanta na drugim czynniku

iloczynu tensorowego otrzymamy stosujac nastepujacy odpowiednik Stwier-
dzenia 3.17:

Stwierdzenie 3.28. Niech A = B oraz B - C i B 2% C bedg C*-
korespondencjami. Mamy lintowg kontrakcje

LOY1,Y) 5T "2 10T e L(X ®5Y:, X 05 Y)
zdeterminowang wzorem (1@ T)(z®y) :=x®@Ty. Jesli Y =Y, =Y, to
LY)3TF310Tel(X oY)

jest zachowujgcym jedynke homomorfizmem C*-algebr.

DowOD. Tak jak w dowodzie Stwierdzenia 3.17 jedynym nietrywialnym kro-
kiem jest dowod faktu, ze wzér (1@ T)(z ® y) := x ® Ty determinuje od-
wzorowanie o normie nie wiekszej niz |T|. W tym celu ustalmy element
Y xi®y; € X ®‘gg Y). Jak zauwazyliSmy w dowodzie T'wierdzenia 3.15 macierz
M = {(x;,2) B} ., jest elementem dodatnim w M, (B). Niech ¢y : M,,(B) —
LY™1iy=(y1,...,yn) € Y™) beda jak w dowodach Twierdzenia 3.15 i Stwier-
dzenia 3.17. Zdefiniujmy T € £(Y™) wzorem Tz = (T2, ...,T2,) dla kazdego
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z=(z1,..., 2n) € Y™ Korzystajac z ograniczonosci dla operatora T dostajemy

2 n
@ Tyi| = | X (Tyillwila;) sTy;)e|| = [(TylT ey (M)y)e|
ij=1
= [(To5 (M 2y T3 (M2)y) o |
< TN (@5 (MMY2)ylg (M P)y)e | = | T2 Z yil{zilz;)sy;)c
i ® Yi
Zatem |1 T| <||T. O

Whiosek 3.29. Niech A 25 B i A 25 B oraz B 25 C i B 2% C bedg
C*-korespondencjami. Dla dowolnych S € L(X1,X3) i T € L(Y1,Y3) wzor

(SeT)xey=SreTy

determinuge operator S® T € L(X; ®p Y1, Xo®pYs) oraz [ST| < |S|-|T|.
Ponadto, jesli S i T sq izomorfizmami C*-korespondencyi to S ® T' rowniez

DowOD. W $wietle Stwierdzen 3.17 i 3.28 wystarczy zauwazy¢, ze S ® T =
(S®1)(1e®T) oraz jesli S'i T sa izomorfizmami C*-korespondencji, to S ® 1
oraz 1 ® T' rowniez. O

Niech [ X'] oznacza klase réwnowaznosci wszystkich C*-korespondencji izomor-

ficznych z C*-korespondencja A -~ B

Twierdzenie 3.30. C*-algebry mozna rozpatrywac jako obiekty kategorii Core
gdzie morfizmy z C*-algebry A do C*-algebry B definiujemy jako

Mor(A,B):={[X]: A B niezdegenerowana C*-korespondencja},

natomiast sktadanie morfizmow [X]e Mor(A,B) i [Y] e Mor(B,C) okresla-
my wzorem
[X]e[YV]=[XepY]

DowOD. Zlozenie o jest poprawnie okreslone na mocy Wniosku 3.29. Lacz-
noé¢ sktadania morfizméw i istnienie morfizméw identyczno$ciowych wynika
ze Stwierdzen 3.27 oraz 3.25 odpowiednio. [

Waznym zagadnieniem jest opis morfizméw [X] odwracalnych w kategorii
Cotr. Jak wykazemy w kolejnym podrozdziale, C'*-korespondencja jest od-
wracalana wtedy i tylko wtedy gdy jest bimodulem réwnowaznosci w sensie
Rieffela.
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3.4 Bimoduly Hilberta

Niech A, B beda C*-algebrami. W tym podrodziale pokazemy, ze bimodu-
ty Hilberta sa szczegélnymi przypadkami C*-korespondencji prezentujacymi
pewien rodzaj odwracalnosci.

Definicja 3.31. Przez A-B-bimodut Hilberta rozumiemy zbiér X, ktory jest
wyposazony zarowno w strukture prawego B-modutu Hilberta jak i lewego A-
modutu Hilberta, gdzie odpowiednie iloczyny wewnetrzne spetniajg warunek

z(ylz)p = alz|y)z dla z,y,z € X. (3.4.1)

Doktadniej X jest prawym B-modutem Hilberta X, w ktérym dodatkowo
okreslone jest lewe mnozenie przez elementy A oraz lewy A-iloczyn wewnetrzny
tzn. funkcja 4(:|-) : X x X - A speliajaca warunki:

1) VaeaVaoyex  afazly) = aa(zly),
2) vx,yEX A<y|x> = A<$|y>*,
3) Vayex alzly)=0 <= z=0.

Ponadto zaktadamy warunek (3.4.1). Jezeli dodatkowo A-B-bimodul X jest
petny jako lewy i prawy modut Hilberta, tzn.

(X|X)p =span{(zly)p: v,y e X} = B,
A(X|X) =span{a(z|y) : v,y e X} = A,

to X nazywamy bimodulem réwnowaznosci i méwimy, ze C*-algebry A i B sa
rownowazne w sensie Mority-Rieffela.

Uwaga 3.32. Jak wykazemy ponizej, patrz Wniosek 3.35, jezeli X jest A-
B-bimodutem Hilberta, to A dziala na X przez operatory sprzegalne w B-
iloczynie wewnetrznym. Jako ze operatory takie sa B-liniowe, patrz Lemat
2.30, to

vaeA,berxeX (CLZL’)b = a(:pb),

tzn. A-B-bimodut Hilberta jest A-B-bimodulem w sensie algebraicznym.

Uwaga 3.33. Jak wykazemy ponizej, patrz Wniosek 3.36, jezeli X jest A-B-
bimodutem Hilberta, to normy pochodzace od 4(-|-) oraz od (:|-}p pokrywaja
sie. Czyli zupelos¢ prawego B-modutu Hilberta pociaga za sobg zupetosé
lewego A-modutu.

Lemat 3.34. Jesli X jest A-B-bimodutem Hilberta, to lewe mnozenie zadaje
izomorfizm C*-algebr
A(X[X) =2 K(X),

gdzie K(X) to operatory zwarte na prawym B-module Hilberta X .
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DowOD. Wprowadzmy, oznaczenie A(a)(z) = ax, dla a € A, x € X. Potrze-
bujemy pokazaé, ze A\ : 4(X|X) - K(X) jest izomorfizmem. Zauwazmy, ze
dla z,y,2z € X mamy 0, ,z = z(y|z)p = a(zly)z (na mocy (3.4.1)). Zatem
Aa(zly)) = ©,,. Stad

HA(Z; Alzilyi))ll = | Z@mi,yi
Z (zilys)].-
=1

Czyli A : 4(X|X) —» K(X) jest operatorem ograniczonym o gestym obrazie.
Co wiecej nietrudno zauwazy¢, ze A jest homomorfizmem C*-algebr. Zatem A
jest epimorfizmem i wystarczy pokazac, ze jadro A jest trywialne.

Zalozmy, ze a € A(X|X) jest takie, ze A(a) = 0. Wtedy dla dowolnych
x,y € X mamy

sup HZ@ yilz)sl = sup HZ (zilyi)=|

lzl=1 = Iz[=1

aa(z,y) = alax,y) = a(Ma)z,y) =0
Stad a- 4(X|X) = {0}, czyli a = 0. O

Whniosek 3.35. Kazdy A-B-bimodut Hilberta X jest C*-korespondencjg z A
do B, tzn. lewe dziatanie A na X zadaje homomorfizm ¢x : A — L(X) z A w
C*-algebre operatorow sprzegalnych na B-module Hilberta X .

DowOD. Niech a € A oraz x,y € X. Z Lematu 2.40 zastosowanego do lewego
A(X|X)-modutu Hilberta wynika, ze z = bz’ gdzie b € o(X|X) oraz 2’ € X. Z
Lematu 3.34, mnozenie przez ab oraz przez b zadaje operatory sprzegalne (a
nawet zwarte). Zatem

(az,y)p = (abz’,y)p = (2, (ab)*y)p = (2’0" a"y)p = (b2, a*y)p = (x,a"y) B.

Czyli mnozenie przez a jest operatorem sprzegalnym i operator sprzezony
jest mnozeniem przez a*. Stad lewe mnozenie zadaje homomorfizm C*-algebr

Whniosek 3.36. Jesli X jest A-B-bimodutem Hilberta, to || a{x,z)| = |{x,z) 5|
dla kazdego x € X, tzn. normy zadane przez iloczyny wewnetrzne sie pokrywajq.

DowOD. Na mocy Lematu | 4(z, z)| = | O |- Natomiast z Lematu 2.41, ma-
my O, = (2, 2)5]. O

Przedstawimy teraz charakteryzacje bimoduléw Hilberta jako C'*-korespon-
dencji, dla ktérych lewe dzialanie obcina sie do izomorfizmu na operatory
zwarte.

Stwierdzenie 3.37. C*-korespondencja A X B jest bimodutem Hilberta,
tzn. istnieje lewy iloczyn wewnetrzny a(:|-) taki, Ze X jest A-B-bimodulem
Hilberta wtedy i tylko wtedy, gdy ¢x obcina si¢ do izomorfizmu ¢x|sy : Jx —
K(X), gdzie Jx = ¢33 (K(X)) n(ker px)* jest ideatem Katsury, i wtedy

alzly) = dx17, (Ony) dla z,y € X. (3.4.2)
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DowoOD. Jesli X jest A-B-bimodutem Hilberta to na mocy Lematu 3.34, ¢x :
A(X|X) = K(X) jest izomorfizmem C*-algebr. W szczegdlnosei, 4(X|X) ¢
Jx. Z definicji ideatu Jx homomorfizm ¢x : Jx — K(X) jest injektywny, a
skoro 4(X|X) ¢ Jx, to jest on réwniez surjektywny. Stad ¢y : Jx - K(X)
jest izomorfizmem oraz Jx = 4(X|X). Wzér (3.4.2) jest jasny, gdyz ©,,2 =
x(ylz)p = alzly)z dla z,y,z € X.

W druga strone, jezeli A X B jest C*-korespondencja taka, ze ¢x|y :
Jx = K(X) jest izomorfizmem, to wykazanie, ze wzér (3.4.2) zadaje na le-
wym A-module X A-iloczyn wewnetrzny spetniajacy (3.4.1) nie przysparza
problemow. [

Whniosek 3.38. C*-korespondencja A B jest bimodutem rownowaznosct,
gdy X jako prawy B-modul Hilberta jest pelny oraz ¢x : A — K(X) jest
izomorfizmem.

Przyktad 3.39 (Izomorfizmy). Niech X = Bp bedzie trywialnym prawym
B-modutem Hilberta. Wowczas, porownaj Przyktad 3.7, zadanie na Bp struk-
tury A-B bimodulu réwnowaznosci jest tozsame z wybraniem izomorfizmu
C*-algebr o : A - B. Wtedy lewy iloczyn wewnetrzny jest dany wzorem
Alzly) == a~Y(zy*). W szczegdlnodei, izomorficzne C*-algebry sa réwnowazne
w sensie Mority-Rieffela.

Przyktad 3.40 (Cze$ciowe izomorfizmy). Opuszczenie w powyzszym przy-
ktadzie zatozenia o petnosci bimodutéw prowadzi do pojecia czesciowego izo-
morfizmu. Niech « : I — J bedzie izomorfizmem, gdzie [ jest ideatem w C*-
algebrze A, a J idealem w C*-algebrze B. Mowimy wtedy, ze « jest czesciowym
izomorifzmem z A do B. 7 czesciowym izomorfizmem wigzemy A-B-bimodut
Hilberta, gdzie X, := Jp jest podmodutem trywialnego B-modutu Hilberta
Bpg, natomiast lewa struktura jest dana wzorami

a-r=aaa(@)),  alely) =aley'), acAzyel

Bimodut X, jest bimodutem réwnowaznosci wtedy i tylko wtedy, gdy czescio-
wy izomorfizm « jest izomorfizmem, tzn. I = A oraz J = B.

Przyktad 3.41 (Moduty Hilberta). Kazdy prawy B-modul Hilberta X mozna
traktowaé jako K(X)-B-bimodul Hilberta z lewy K(X)-iloczynem wewnetrz-
nym danym wzorem

koo(rly) =0,,  dazyeX.

Stwierdzenie 3.37 méwi, ze kazdy A-B bimodul powstaje z takiego K(X)-B-
bimodutu poprzez zakrecenie lewego dziatania izomorfizmem a : I - K(X),
gdzie I jest idealem w A. Izomorfizm taki przedtuza sie jednoznacznie do
homomorfizmu ¢x : A - L(X) = M(K(X)). W szczegblnosci, C*-algebry A
i B sg rownowazne w sensie Mority-Rieffela wtedy i tylko wtedy, gdy A jest
izomorficzna z K(X) dla pewnego petnego B-modutu Hilberta X.
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Biorac w powyzszym przyktadzie za X przestrzen Hilberta H widzimy, ze
algebra operatoréw zwartych K (H) jest rownowazna w sensie Mority-Rieffela
z jednowymiarowg C'*-algebra C. Jest to w pewnym sensie protopowy przyktad
takiej rownowaznosci. W szczegdlnoscei, obrazuje to nastepujace twierdzenie,
ktérego dowdd (a w zasadzie dwa rézne dowody) mozna znalezé w [18] oraz w

[1].

Twierdzenie 3.42 (Brown, Green, Rieffel). Niech A i B bedg o-jedynkowymi
C*-algebrami. Wtedy A i B sq rownowazne w sensie Mority-Rieffela wtedy i
tylko wtedy, gdy A i B sq stabilnie izomorficzne, tzn.

AK=BoKk.

Teraz jestesmy gotowi, aby wykaza¢ zapowiedziane twierdzenie, ze C*-
korespondencja odwracalne w kategorii €otr sa niczym innym jak bimodutami
rownowaznosci. W szczegélnoscei twierdzenie to implikuje, iz rownowaznosé w
sensie Mority-Rieffela jest w istocie relacja réwnowaznosci. Piszac o iloczynie
tensorowym bimodutéw Hilberta bedziemy mieli na mysli iloczyn tensorowy
bimodutéw traktowanych jako C*-korespondencje.

Stwierdzenie 3.43. Niech X bedzie A-B-bimodutem Hilberta za$ X ™ niech
bedzie sprzezonym B-A-bimodutem powstatym z X przez zamiane dziatan stro-
nami, patrz Uwaga 2.2. Mamy naturalne izomorfizmy C*-korespondencji

Xop X" 2 (X|X), oraz X" ®4X=2(X|X)p.

DowOD. Wystarczy wykazaé jedynie pierwszy izomorfizm, gdyz sytuacja jest
symetryczna. Zdefiniujmy odwzorowanie ® : X ®%lg X7* - A(X|X) w nastepu-
jacy sposob

n

@(ixi oy )=y a{milyi).

i=1
Jest to poprawnie okreslona izometria, gdyz ® zachowuje A-iloczyny we-
wnetrzne. Istotnie dla dowolnych x,y,u,v € X mamy

(@(rey™)0(u®v™))a= alely) afulv) = aylr)afulv) = alylalvlu)z)
= aly " Jo(ulz)s) = aly™ ule)sv™)a

=(z®y luev™).

Zatem ® przedtuza si¢ do operatora @ : X®@p X * - 4(X|X) unitarnego miedzy
dwoma A-modutami Hilberta. Ponadto, ® zachowuje lewe A-mnozenie, gdyz
dla dowolnych z,y € X, i a € A mamy

Pa(rey”)) =P(ar®y”) = s{azly) = aslzly) = a®(z @ y™).

Zatem @ jest izomorfizmem C*-korespondencji. m
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Twierdzenie 3.44. C*-korespondencja A B jest odwracalna w sensie, ze

istnieje C*-korespondencja B Ry taka, ze
XepY=~A oraz Yo X=B

wtedy @ tylko wtedy, gdy X jest A-B-bimodutem rownowazno$ci i wtedy Y =
X*.

Dowép. Jedli A - B jest A-B-bimodutem réwnowaznosci to jest to C*-
korespondencja odwracalna na mocy Stwierdzenia 3.43. Zalézmy wiec, ze C*-
korespondencja A B jest odwracalna. W Swietle Wniosku 3.38 wystarczy
pokazac, ze X jako B-modut Hilberta jest pelny oraz, ze lewe dziatanie ¢y :
A - L(X) jest w rzeczywistosci izomorfizmem z A na K(X). Pelnosé¢ X
wynika natychmiast z izomorfizmu ¥ ® 4 X = B i faktu ze modut trywialny
B jest pelny. Pokazemy, ze homomorfizm ¢x jest injektywny i na kompakty.
Zauwazmy, ze skoro X ® g Y 2 A oraz lewe mnozenie na A zadaje izomorfizm
A 2 K(A), to lewe mnozenie na X ®p Y zadaje izomorfizm ¢xg,y : A —
K(X ®pY). Zauwazmy réwniez, ze

Oxeyy(a)=ox(a)®1 dla a € A.

W szczegdlnoscei, ¢x jest injekcja. Analogicznie, przez symetri¢, mozna po-
kazaé, ze ¢y jest injekcja. Wtedy stosujac Stwierdzenie 3.20 1) do iloczynu
X ®pY otrzymujemy, ze ¢x(A) € K(X), tzn. C*-korespondencja A B jest
wlasciwa. Przez symetrie, rowniez B Ry jest wlasciwa. Stad, dla dowolnego
T € K(X), stosujac Stwierdzenie 3.20 2) otrzymujemy, ze T ® 1 e K(X ®@pY).
Czyli istnieje element a € A taki, ze ¢xg,y(a) = ¢x(a)®1 =T ® 1. Na mocy
Stwierdzenia 3.20 1) wiemy, ze homomorfizm ®1 jest injektywny wobec czego
¢x(a) =T. Zatem ¢x(A) =K(X)i A =B jest A-B-bimodutem réwnowaz-
nosci. Co wiecej korzystajac ze Stwierdzen 3.25, 3.27 oraz 3.43 mamy

YooY, A2Y o, X®s X 2Beog X > X",

3.5 Systemy produktowe i wigzki Fella

W poprzednich podrozdziatach widzielismy, ze C*-korespondencje mozna trak-
towaé jako bardzo ogdlne, ale wciaz naturalne morfizmy miedzy C'*-algebrami.
W szczegoblnosci dziatanie takich morfizmow na jednej ustalonej C*-algebrze
A mozna traktowaé jako bardzo ogélny uktad dynamiczny. W tym podro-
dziale oméwimy takie dziatania. Jak si¢ okazuje polgrupowe dziatania C*-
korespondencji funkcjonuja w literaturze pod nazwa systemu produktowego.
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Natomiast dzialania grupowe C*-korespondencji mozna utozsamic¢ z wigzkami
Fella, a wiec obiektami badanymi juz od lat 60-tych ubieglego wieku.

Niech A bedzie C*-algebra i niech P bedzie pétgrupa z jedynka e. Systemy
produktowe w kontekscie W*-algebr badane byly przez Arvesona, natomiast
w ujeciu C*-algebraicznym pojawity sie po raz pierwszy w pracy Fowlera [9]. Z
punktu widzenia niniejszej pracy, systemy produktowe nalezy traktowac¢ jako
potgrupowe dziatania C*-korespondencji.

Definicja 3.45. Dzialaniem polgrupy P na C*-algebrze A przez C*-korespon-
dencje, czy tez systemem produktowym nad potgrupa P ze wspotczynnikami
w algebrze A, nazywamy potgrupe X = |,.p X,, gdzie

P1). X, jest C*-korespondencja nad A dla kazdego p € P.
P2). X, jest trywialna C*-korespondencja A.

P3). Mnozenie na X zadaje izomorfizm X, ®4 X, = X,, , ® 1, = x,1,, dla
p,q € P~{e} oraz pokrywa si¢ z lewym i prawym mnozeniem elementow
algebry X, = A na kazdym X,,.

Dla kazdego p € P, (-,-), oznacza A-wartosciowy iloczyn wewnetrzny na X, a

¢, homomorfizm z A w £(X,), ktéry zadaje lewe dziatanie A na X,.

Przyktad 3.46 (Dzialanie N). Niech X bedzie C*-korespondencja z A do A.
Niech X = A bedzie trywialng C*-korespondencja. Dlan =1,2,3, ..., potézmy

X, = X34 X®,...04X.

n razy

Wtedy |22, X, jest systemem produktowym nad N = {0, 1,2, ...}, gdzie mno-
zenie jest zdefiniowane nastepujaco

Ty Ty = Ty, @ T, Thne Xy, TmeXm,n,m=1,2,...

Przyktad 3.47 (Pélgrupa endomorfizméw). Niech o : P - End(A) bedzie
dziataniem poétgrupy P na C*-algebrze przez endomorfizmy. To znaczy dla
kazdego p € P, o, : A - A jest endomorfizmem C*-algebry A, a. = id oraz

Qp © (g = Qg dla p,q e P.

7 dzialaniem « zwigzemy system produktowy nad potgrupa P°PP przeciwng
do P (PP jako zbior pokrywa sie z P natomiast dzialanie potgrupowe jest
odwrécone). W tym celu, dla p € P, niech X, := o,(A)A bedzie niezdegenero-
wang C*-korespondencjg zwigzang z endomorifzmem a:

(x,y)p ="y, a-x-b:=a,(a)xb, x,yeX, abeA.
Mnozenie na X, = LI por» X zdefiniujemy w nastepujacy sposob
Xpx Xg3 (2,y) — ag(2)y € Xqp. (3.5.1)

Jak wykazalismy w Przyktadzie 3.22, powyzsze odwzorowanie indukuje izo-
morfizm X, ® X, = X,,. Zatem X, jest systemem produktowym.
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PrzejdZzmy teraz do oméwienia wigzek Fella na grupa dyskretna G. Naste-
pujaca definicje mozna znalezé w [8, 16.2] albo [7].

Definicja 3.48. Wiazka Fella nad (dyskretna) grupa G nazywamy zbiér

B:UBgv

geG

gdzie kazde zdzblo B, jest przestrzeniag Banacha, wraz z okreslonymi na B
dwoma dziataniami

:BxB - B, *:B— B,
spetliajacymi nastepujace warunki, dla wszystkich g, h € G, oraz b,c € B:
ByBj, € By,
mnozenie jest biliniowym odwzorowaniem z B, x B, — By,
mnozenie jest laczne na B,
[oc] < [bllel,
By € By,

)
)
)
)
(e)
(f) inwolucja jest odwzorowaniem antyliniowym z By do By,
) (be)* = c*b*,
) (b*)* =0,
) [o*1 = 1ol
) 6] = 6],

)

b*b >0 w B,.

Co wiecej, jedli inkluzje w podpunkcie (a) zastapimy réwnoscia B,Bj, = By,
dla g,h € G, to méwimy, ze wiazka B jest wysycona.

Zauwazamy, ze jezeli B = | By, jest wiazka Fella, to zdzblo A = B,
odpowiadajace elementowi neutralnemu jest C'*-algebra, wraz z operacjami
odziedziczonymi z B. Ponadto, kazde zdzblo B, jest w naturalny sposéb A-A-
bimodutem Hilberta z operacjami

(r,y)a:=2"y, alz,y) = xy” a-x-b:=axb, z,yeB, abeA=DB,..

Prowadzi to do nastepujacej charakteryzacji wiazek Fella, jako czesciowych
dziatan grupowy na C'*-algebrach przez C*-korespondencje.

Twierdzenie 3.49. Niech A bedzie C*-algebrq i niech B = |q By bedzie
zbiorem, gdzie A = B,. Jesli B jest wigzkq Fella, to
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1) kazde Zdzblo B,, g € G, jest A-A-bimodulem;
2) B jest pélgrupa, gdzie dziatanie pétgrupowe indukuje

a) By®a By = By, tzn. B;®4 By, 3 by, ® b, = by - by, € By, przediuza sie
do izometrii zachowujgcej A-iloczyny wewnetrzne.

b) By®a By1®4 By = By, tzn. By®a By1 ®4 By 3 by ® by-1 ® by —
by - bg-1by, € B, przediuza si¢ do izomorfizmu C*-korespondencyi.

Na odwrét, jesli na B jest okreslona struktura spelnigjgca 1) i 2) powyzej, to
na B istnieje 1 jest wyznaczona jednoznacznie inwolucja, wraz z ktorg B jest
wigzkq Fella.

DowoOD. Niech B = |, By bedzie wigzka Fella. Jak juz zauwazyliSmy, kaz-
de zdzbto By, g € G, jest A-A-bimodulem z operacjami odziedziczonymi z B.
Sprawdzenie, ze By ® 4 By, 3 by ® by, = by - by, € Byp, przedtuza si¢ do odwzorowa-
nia zachowujacego A-iloczyny wewnetrzne nie nastrecza trudnosci, por. Przy-
ktad 3.24. Aby wykaza¢ podpunkt 2b) zauwazmy, ze B, jest ByBj-1-By-1By-
bimodutem réwnowaznosci oraz inwoulcja na B zadaje izomorfizm By & Bg* .
Zatem

Bg ® 4 Bg—l ®a Bg ~ Bg ~ Bng—l R4 Bg = Bng—l ®3ngle9 ~ Bg.

Na odwrét zalézmy, ze B spetnia 1) i 2). Z warunku 2b), na mocy [3, Pro-
position 3.9], dla kazdego g € G istnieje dokladnie jeden izomorfizm C*-
korespondencji J, : B - By taki, ze ztozenie izomorfizméw

1eJy®1
~ * s
By=B,®4 B, ®a B, By ®4 By ®4 B,

jest identycznoscia. Definiujac B, 3 by — Jg(b;) € By otrzymujemy, zadang
inwolucje. [

Korzystajac z powyzszego twierdzenia otrzymujemy, ze dzialanie grupy G na
C*-algebrze, jest rownowazne wysyconej wiazce Fella.

Twierdzenie 3.50. Systemy produktowe nad grupg G sq¢ rownowazine wysy-
conym wigzkom Fella nad G.

Dowo6D. Jesli B = e By jest wysycong wiagzka Fella oraz A = B,, to dziata-
nie potgrupowe na B indukuje izomorfizm B, ® 4 B, = Byy,. Zatem B jest syste-
mem produktowym. Na odwroét, niech X =[], X, bedzie systemem produk-
towym. Dla kazdego g € G mamy X,® X1 =2 X, = Aoraz X, ® X, 2 X, = A.
Zatem na mocy Twierdzenia 3.44, X, jest bimodutem réwnowaznosci nad A.
Czyli zachodzi warunek 1) w Twierdzeniu 3.49. Warunek 2) jest oczywisty.
W szczegolnosci X = [z Xy jest wigzky Fella. Ponadto X X; = Xy, dla
g,h € G, z definicji systemu produktowego, czyli wigzka ta jest wysycona. [J
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