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Wstep

Pojecie izometrii czesciowej w przestrzeni Hilberta jest dobrze ugruntowane.
Od blisko juz stu lat izometrie czesciowe pelnig podstawowa role w teorii ope-
ratoréw i teorii algebr von Neumanna, oraz od wielu dekad w teorii C*-algebr
zadanych przez generatory i relacje (patrz np. [7, 15, 19, 20, 21, 22, 31]). W
2004 roku Mbektha [19] zaproponowat definicje izometrii czeSciowych na prze-
strzeni Banacha jako kontraktywnych operatoréw posiadajacych kontraktyw-
ne odwrotno$ci uogoélnione; operatory S, 1" sa sprzezonymi ze sobg izometriams
czesciowymsi jesli

ITI,ISI <1, TST=T, STS=S. (1)

Operatory spetniajace (1) pelnia kluczowa role m.in. w rozprawie doktorskiej
promotora niniejszej pracy magisterskiej (patrz [14]). Na ogdt powyzej zdefi-
niowane izometrie czesciowe nie posiadaja dobrych wtasnosci. Na przyktad na
wielu przestrzeniach Banacha istniejg izometrie niebedace izometriami czescio-
wymi, a sprzezenie izometrii czesciowej nie jest wyznaczone jednoznacznie. 7
drugiej strony przestrzenie L, wydaja si¢ wystarczajaco bliskie przestrzeniom
Hilberta, aby na tych przestrzeniach warunki (1) dawaly dobre uogélnienie
klasycznego pojecia. W szczegoélnosSci w przestrzeniach L, znane sg struktu-
ralne opisy izometrii oraz kontraktywnych rzutow, ktére sa podstawowymi
przyktadami i sktadnikami konstrukcyjnymi izometrii cze$ciowych.

Dodatkowa motywacja do powstania tej pracy sa badania zapoczatkowane
przez Phillipsa w 2012 roku [8, 10, 11, 23, 24], ktére sa proba przeniesienia pew-
nych konstrukeji i wynikéw dotyczacych algebr operatorowych, dziatajacych w
przestrzeniach Hilberta na algebry dzialajace w przestrzeniach L,. Kluczowym
pojeciem sg tu przestrzenne izometrie czesciowe dziatajace w przestrzeniach
L, ktére Phillips zdefiniowat jako operatory dane konkretnymi wzorami. Phil-
lips nie znal pracy Mbekhty [19], a obu panéw przedstawil sobie w 2015 roku
(podczas konferencji Banach Algebras and Applications w Toronto) promotor
niniejszej pracy magisterskie;j.

Celem obecnej pracy jest szczegétowa analiza i jawny opis cze$ciowych
izometrii w sensie Mbekhty, dziatajacych w przestrzeniach L,(1), 1 < p < oo,
zwiaznych z miara skonczona i, oraz wyjasnienie zwigzkow tak zdefiniowanego
pojecia z przestrzennymi izometriami czeSciowymi Phillipsa. Wymaga to m.in.
opracowania i potaczenia dwoch nietrywialnych, ale znanych krokéw:
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1) scharakteryzowania kontraktywnych rzutéw na przestrzeniach L, (Twier-
dzenie Ando) jako wazonych warunkowych wartosci oczekiwanych [1, 9,
25].

2) scharakteryzowania izometrii w przestrzeniach L, (Twierdzenie Banacha-
Lampertiego) jako uogdlnionych wazonych operatoréw kompozycji [17,
11, 10].

Praca w wyczerpujacy sposob, z pelnymi dowodami, omawia powyzsze wyni-
ki. Wprowadzenie to jest obszerne, ale ma ten walor, ze zaczynamy analize
od dobrze znanych poje¢ takich jak warunkowa warto$¢ oczekiwana, a na-
stepnie przechodzimy do ich bardziej abstrakcyjnych uogolnien (np. zespolona
warunkowa wartos¢ oczekiwana, obcieta wartosé¢ oczekiwana oraz wazona wa-
runkowa wartos¢ oczekiwana). W szczegdlnosci, rozwazania nad Twierdzeniem
Ando zostaly poprzedzone analizg przypadku rzutéw kontraktywnych w prze-
strzeni L, opierajaca sie na pracy Douglasa [9]. Zaktadamy tu dodatkowo, ze
rozpatrywane rzuty zachowuja funkcje state. Zatozenie to nie tylko upraszcza
wiele dowodow, ale jest naturalne chociazby z punktu widzenia probabilisty-
ki. Ponadto wydaje sie, ze bardzo efektywny opis z pracy Douglasa dowolnych
kontraktywnych rzutéw na L;, mozna przenies¢ na przypadek przestrzeni L,,.
Pozwolitoby to uczyni¢ otrzymany przez nas opis izometrii czesciowych jesz-
cze bardziej eleganckim i stanowi jeden z mozliwych kierunkéow kontynuacji
niniejszej pracy.

Kolejny krok — opis izometrii w przestrzeniach L, w oparciu o prace¢ Lam-
pertiego [17] réwniez natrafil na szereg trudnosci. Choé opis izometrii jako
wazonych operatoréow kompozycji jest prawdziwy, to konieczne byto uzupel-
nienie w dowodzie luki obejmujacej postaé¢ operatora kompozycji — wymagato
szczegOlowego rozpisania warunku jaki musiata spetniaé¢ funkcja wagowa, sta-
nowigca u Lampertiego po prostu pochodng Radona-Nikodyma dwoch miar.

Nietrywialnym zadaniem byto potaczenie krokéw 1), 2) w catosé. Co cie-
kawe szczegdlng trudnos$é sprawity, co jest juz widoczne przy analizowaniu
pojecia rzutéw kontraktywnych w przestrzeniach L, przypadkip =11ip = 2,
wymagajace osobnego potraktowania. Problemy te majg swoja przyczyne w
specjalnym charakterze obydwu przestrzeni. W dowodach wystepuja liczne
odwotania do nieréwnosci Jensena, a szczegllnie jej ostrego przypadku dla
funkcji Scisle wypuktych. Warunek ten spetniany jest przez normy przestrzeni
L,,dlap > 1, natomiast jego brak rodzi problem dla przestrzeni L;. Przypadek
p = 2 jest szczegdlny ze wzgledu na mnogos¢ obecnych tam symetrii. Bogata
struktura przestrzeni Lo, bedacej de facto przestrzenig Hilberta, wymaga do-
datkowo zatozenia o dodatniosci rzutow. Do analizy zwiazkoéw z przestrzenny-
mi izometriami czeSciowymi uzyliSmy dobrze ugruntowanego pojecia L,-rzutu
badanego w réznych przestrzeniach Banacha przez wielu autoréw (patrz np.
[3, 30]). W ten sposéb otrzymalismy szereg nowych rezultatéw. Miedzy innymi
udowodnilismy, ze
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(a) Kazda izometria w przestrzeniach L, jest izometrig czesciowa i posiada-
my peten opis ko-izometrii (Twierdzenie 5.13, Wniosek 5.14).

(b) Izometrie czeSciowe w przestrzeniach L, posiadaja jednoznacznie wy-
znaczone sprzezenie wtedy 1 tylko wtedy, gdy p > 1. (Twierdzenie 5.16,
Przyktad 4.23).

(¢) Kazda izometria czeSciowa w przestrzeniach Ly, p € (1, 00)\{2}, jest zto-
zeniem wazonego operatora kompozycji oraz wazonej warunkowej war-
tosci oczekiwanej. Dla p = 1 moga si¢ pojawi¢ dodatkowe sktadniki w
postaci pewnych operatorow nilpotentnych. Dla p = 2 powyzsze zdanie
jest prawdziwe jesli ograniczymy sie operatoréw dodatnich.

(d) Dla p € (1,00) \ {2}, izometrie czgéciowe T : L,(v) — L,(u) sa spa-
rametryzowane trojkami (h,, ®,h,), gdzie h, € L,(u),h, € Ly(v) i
d: M — &(M) jest izomorfizmem o-ciat, M i ®(M) sa o-pociatami z
elementami maksymalnymi odpowiednio supp(h,) i supp(h,,) spetniaja-
cymi warunek

duo®  EM(hJP)
Wl Tor(h,7)

gdzie EM jest warunkowa wartoécig oczekiwang wzgledem M, a Ty to
opertor kompozycji z . Dla p > 1, dodatnie izometrie czesciowe spara-
metryzowane sg trojkami (h,,, ®, h, ) jak wyzej, gdzie wagi h,, > 0,h, > 0
sa nieujemne (Twierdzenie 5.19).

(e) Przestrzene izometrie czesciowe Phillipsa na przestrzeniach L, p # 2,
to izometrie czesciowe w sensie Mbekhty, ktorych rzuty na przestrzen
inicjalng i finalng sa L,-ortogonalne (sa L,-rzutami).

Roéwnowaznosé ta zachodzi dla kazdego p > 1 jesli ograniczymy sie do
operatoréow dodatnich (Twierdzenie 5.23).

Jezeli chodzi o ogdélnoéé pracy to rozwazamy tu jedynie przypadek miar
skonczonych. Takie zatozenie jest naturalne ze wzgledu szereg poje¢ probabi-
listycznych jakimi operuje ta praca, ale réwniez w wielu miejscach upraszcza
prezentacje i dowody. Uogdlnienie powyzszych wynikow na przypadek miar
o-skonczonych nie powinno nastrecza¢ wiekszych trudnosci. De facto wydaje
sie, ze wickszos¢ otrzymanych rezultatéw mozna uogdlni¢ na przypadek miar
lokalizowalnych [10, 11] lub nawet miar dowolnych [4, 29]. Jest to kolejny po-
tencjalny krok do dalszych badan. Ze wzgledu chociazby na mozliwe dalsze
rozwiniecie w kierunku teorii spektralnej (patrz [14]), rozwazamy przestrze-
nie L, nie tylko nad ciatem liczb rzeczywistych R, ale tez i zespolonych C.
Jak pokazujemy w pracy, problem kompleksyfikacji i ostatecznie charaktery-
zacja jest stuszna zarowno dla przestrzeni nad ciatami liczb rzeczywistych jak
1 zespolonych

Struktura pracy przedstawia sie nastepujaco:
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Rozdzial 1 w catosci poswigcony jest podstawowym pojeciom dotyczacych
przestrzeni Banacha, przestrzeni L, z wyszczegolnieniem przypadku przestrze-
ni Hilberta. Przypomniane zostaja rowniez elementarne pojecia z teorii krat,
do ktorych bedziemy sie odwotywaé w Rozdziale 3.

Rozdzial 2 podsumowuje podstawowe informacje na temat izometrii cze-
Sciowych — poczawszy od dobrze znanego przypadku hilbertowskiego. W przy-
padku banachowskim prezentujemy kontrprzyktady ilustrujace pewne patolo-
giczne sytuacje jakie wystepuja w tak ogélnym podejsciu.

Rozdzial 3 poswiecony jest pojeciu warunkowej warto$ci oczekiwanej i
jej charakteryzacji jako kontraktywnego rzutu na przestrzeni L,. Dodatkowo
przedstawiona zostata kompleksyfikacja operatora warunkowej wartosci ocze-
kiwanej i zespolona wersja Twierdzenia Douglasa.

W Rozdziale 4 rozwazamy warunkowe wartosci oczekiwane na przestrze-
niach L, i przedstawiamy ogélng charakteryzacje rzutéw kontrkaktywnych na
przestrzeniach L, — Twierdzenie Ando.

Rozdziat 5 podzielony jest na dwie czesci. Pierwsza poswiecona jest do-
wodowi Twierdzen Lampertiego i Banacha-Lampertiego, charakteryzujacych
odpowiednio izometrie i odwracalne izometrie w przestrzeniach L,. Szczegolng
role w dowodach odgrywaja uzyteczne nieréwnosci Clarksona, ktorych obszer-
ny rachunkowo dowdd zamieszczony zostat w Dodatku A. Druga cze$¢ Roz-
dzialu 5 zawiera nasze najwazniejsze wyniki dotyczace izometrii czesciowych
w przestrzeniach L, opisane w punktach (a)-(e) powyze;j.



Rozdziat 1

Wprowadzenie do przestrzeni
Banacha 1 przestrzeni L,

W ponizszym rozdziale przypomnimy podstawowe pojecia dotyczace prze-
strzeni Banacha, ze szczegélnym uwzgledneniem tytutowych przestrzeni L,
oraz struktury kraty jaka jest zadana na tych przestrzeniach. Osobno réwniez
oméwimy fakty i twierdzenia dotyczace teorii przestrzeni Hilberta, ktore moz-
na traktowac¢ jako szczegélny przypadek przestrzeni L,, dla p = 2. Jako ze
pojecia omawiane w tym rozdziale sg szeroko znane, wszelkie dowody beda
pomijane lub bedg miaty szkicowy charakter. W zakresie analizy funkcjonal-
nej odsytamy np. do [7, 27], w zakresie teorii miary do [5, 12, 26], a ogblna
charakterystyke krat zawiera np. monografia [32].

W niniejszej pracy przyjmiemy nastepujaca konwencje oznaczen — elemen-
ty ‘abstrakcyjnych’ przestrzeni Banacha i Hilberta bedziemy oznacza¢ matymi
literami facinskimi, elementy przestrzeni L, bedziemy oznacza¢ maltymi lite-
rami greckimi, operatory na przestrzeniach L, z kolei oznaczamy wielkimi
literami tacinskimi.

1.1 Operatory w przestrzeniach Banacha

Wszystkie przestrzenie wektorowe w niniejszej pracy beda rozpatrywane nad
ciatem liczb rzeczywistych R lub liczb zespolonych C. Przypomnijmy, ze prze-
strzenig unormowang nazywamy przestrzen wektorowg V' nad cialem F = R, C
wyposazona w norme, tzn. odwzorowanie || - || : V' — [0,00) spelniajace na-
stepujace warunki

(N1) Jjz|| =0 <= =z =0, (niezdegenerowanie)
(N2) [[Az|| = [A] - [|=], (dodatnia jednorodnosc)
(N3) [z +yll <zl + lyll (nieréwnosé tréjkata)
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gdzie z, y € V i A € F. Liczbe ||z|| nazywamy normg (diugoscig) wektora
r € V. Norma zadaje metryke wzorem d(z,y) = ||z — y|, z,y € V. W
szezegdlnodel, ciag {x, 122, C L jest zbiezny do x € V' wtedy i tylko wtedy,

gdy lim, o ||z, — z|| = 0. Piszemy wtedy z, AT,

Przestrzeniq Banacha nazywamy przestrzen unormowana zupeina, tzn.
przestrzen V, w ktérej kazdy ciag Cauchy {z,}>2, C V, to jest taki dla
ktérego limy, oo ||Zn — @m|| = 0, jest zbiezny, czyli istnieje x € V taki, ze
limy, o0 ||Z7 — 20|| = 0.

Operatorem bedziemy nazywaé odwzorowanie liniowe 7T : V' — W miedzy
dwoma przestrzeniami unormowanymi V' i W. Norme operatora defniujemy
wzorem

IT[| = sup || Tz[].

[|z||=1

Moéwimy, ze operator T jest ograniczony, jezeli jego norma jest skonczona.
Operator T jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy jest odwzorowaniem
ciagtym.

Zbior B(V, W) operatoréw ograniczonych miedzy przestrzeniami Banacha
V i W sam tworzy przestrzen Banacha z norma operatorowa oraz ze struk-
tura liniowa zdefiniowana punktowo. Jesli V' =W to bedziemy pisa¢ B(V) w
miejsce B(V, V). Sktadanie operatoréw zadaje na B(V') mnozenie, wraz z kto-
rym przestrzen B(V) tworzy algebre Banacha. Operator identycznosciowy jest
jedynka tej algebry. Przestrzen V* := B(V,F) nazywamy przestrzenig dualng
do V, a jej elementy f : V — F nazywamy funkcjonatami (ograniczonymi).
Twierdzenie Hahna-Banacha implikuje, ze mamy naturalne izometryczne za-
nurzenie V' w przestrzen do niego podwdjnie sprzezona:

it L— V™= (V") i(x)(f) = f(x).

Przestrzen V utozsamiamy z podprzestrzenia V** za pomocg odwzorowania ¢

zatem V C V**. Powiemy, ze V jest przestrzeniq refleksywng jesli V = V**.
Zasadniczg motywacja do rozwazania przestrzeni dualnej V* jest fakt, ze

pozwala ona zdefiniowaé¢ nastepujaca forme dwuliniowa (zwanej parowaniem)

VxV*s(z,f)— (f,x):= f(x) €F,

ktéra imituje iloczyn skalarny na V. Dla dowolnego operatora T' € B(V, W),
miedzy przestrzeniami Banacha V', W, istnieje doktadnie operator T* € B(W*, V*)
na przestrzenach dualnych taki, ze

v few* xeV <T£L‘, f) = <ZL‘,T*f>

Operator ten jest dany wzorem T*f = foT i nazywamy go operatorem sprze-
zonym do T

Stwierdzenie 1.1. Jesli T € B(V), to T* € B(V*) oraz ||T|| = || T7||.
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Dowo6D. Dla dowolnego f € V* mamy ||[T*(f)|| = supj = [f(T(x))] <
subpps 11 - 1T = 171 |71, skad 7] < T} Stostiac te nierownoic
do T w miejsce T' otrzymujemy || 77| < || T7||, gdzie T** := (T*)*. Obcigcie
T do V C V** pokrywa si¢ z T. Zatem ||T|| = ||T|v || < [|T*] < [|T7|]. W

Dla operatora T' € B(V') oznaczamy jego obraz i jgdro jak nastepuje
R(T):={Tx:z €V}, N(T):={zx eV :Tx =0}

Sa to podprzestrzenie wektorowe V. Przy czym jadro N (T) jest zawsze do-
mknietg podprzestrzenig. Natomiast obraz na ogét domkniety by¢ nie musi.

Definicja 1.2. Operator P € B(V) jest rzutem lub idempotentem, jesli P? :=
PP = P. P jest rzutem jezeli na swoim obrazie jest identycznoscia.

Stwierdzenie 1.3. Niech P € B(V) bedzie rzutem. Wtedy obraz R(T) jest
domkniety oraz V' rozktada sie na sume prostqg domknietych podprzestrzeni

V =R(P)®N(P). (1.1)
Ponadto, 1 — P tez jest rzutem oraz N (1 — P) = R(P) i R(1 — P) = N(P).
DowoD. Dla kazdego = € V' mamy
te€R(P)e Pr=x < x—Pr=0& (1-Pz=0< xeN(1-P).

Czyli R(P) = N(1 — P) i w szczegblnosci obraz P jest domkniety. Ponadto
(1-P)*=1-2P+P? = 1— P, zatem 1— P jest rzutem. Zastepujac miejscami
P z (1 — P) w poprzedniej relacji dostajemy R(1 — P) = N(P). Dla kazdego
r € V mamy v = Px + (1 — P)z, gdzie Pz € R(P)i (1 — P)z € N(P).
Rozklad ten jest jednoznaczny, bo N'(P)NR(P) = {0} (jezeli z = y+ z, gdzie
yER(P)izeN(P),to Pr=yi(l—P)x=2). [ |

Uwaga. Rozklad (1.1) wyznacza rzut P jednoznacznie, gdyz jesli © = y + z,
gdziey € R(P)iz € N(P), to Px = y. Dlatego tez méwi sie, ze P jest rzutem
na podprzestrzen R(P) wzgledem podprzestrzeni N (P).

Jezeli P jest niezerowym rzutem, to ||P|| > 1, bo 1 = || idg(p) || = ||Plrp)l| <
| P||. De facto dowolna liczba z przedziatu [1, +00) moze by¢ norma rzutu.

Przyklad 1.4 (Rzuty na plaszczyznie). Niech H = R? bedzie plaszczyzna
euklidesowa. Wtedy wszystkie rzuty na o$ x-séw M = {(z,0) : = € R} sa dane

przez macierze postaci
1 a
Pa — ( 0 0 > y a € R.

Dla a = 0, Py jest rzutem na prosta y = 0 wzgledem prostej x = 0 (P, jest
rzutem ortogonalnym na M). Jedli a # 0, to P, jest rzutem na prosta y = 0
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wzgledem prostej y = —z/a (tzn. rzutem na M wzgledem podprzestrzeni
N = {(z,—z/a) : * € R}). Zeby policzyé¢ norme operatora P, trzeba zmak-
symalizowa¢ funkcje f(z,y) = = + ay pod warunkiem z? + y* = 1. Stosujac
metode mnoznikow Lagrange’a otrzymujemy, ze funkcja f osiagga maksimum
w punkcie (z,y) = (ﬁ, ﬁ) i jej maksimum wynosi /1 + a?. Stad

1B =vVIita®, acR

W szczegdlnosei ||P,|| — oo, gdy @ — oo. Zatem norma rzutu moze by¢
dowolnie duza.

Stwierdzenie 1.5. Operator P € B(V) jest rzutem wtedy i tylko wtedy, gdy
operator sprzezony P* € B(V*) jest rzutem.

Dowo6D. Jedli P2 = P, to dla dowolnego f € V* mamy
P?f=(P*floP=foP?=foP =P

Stad P*? = P* jest rzutem. Na odwr6t, jesli P* jest rzutem, to P** jest rzutem
na mocy poprzedniej czesci dowodu. Jako, ze P = P**|y jest obcieciem P**
do podprzestrzeni niezmienniczej V' C V**| to P? = P**|,P**|y, = P*?|y =
P**|y, = P i P jest rzutem. |

1.2 Przestrzenie L,

Niech (€2, F, u) bedzie ustalona przestrzenig z miarg. Oznaczmy F o-algebre
podzbioréow zbioru . p : F — [0,400] jest miara (czyli o-addytywna funk-
cja zbioru taka, ze u()) = 0). Zakladamy, ze czytelnik jest zaznajomiony z
teoria catki Lebesgue’a (patrz [5, 12, 16]). Ustalmy cialo skalaréw F = R, C.
Przypomnijmy, ze funkcja z : @ — [ jest mierzalna jezeli E71(B) € F dla kaz-
dego zbioru borelowskiego B € B(F). Bedziemy tu przyjmowaé standardowa
konwencj¢ i bedziemy utozsamia¢ funkcje mierzalne rowne p-prawie wszedzie.
Zatem formalnie elementami zbioru M () funkcji mierzalnych sa klasy abs-
trakcji takich funkcji modulo relacja réwnowaznoséci &, gdzie

By Eb p{w e Q:gw) £nw)}) =0.

Ani catkowalnos¢, ani catka z funkcji mierzalnej nie zalezy od wyboru repre-
zentanta w M (u). Kombinacje liniowe funkcji mierzalnych sa funkcjami mie-
rzalnymi i ta naturalna struktura liniowa faktoryzuje sie przez relacje &
Zatem M (p) jest przestrzenia wektorows ze struktura liniowa, gdzie operacje
liniowo zdefiniowane sg dla reprezentatow punktowo.

Definicja 1.6. Niech p > 0 bedzie dowolng liczba rzeczywista. Powiemy, ze
funkcja mierzalna £ : Q — T jest calkowalna w p-tej potedze, gdy funkcja |€[P
jest catkowalna. Zbiér takich funkeji oznaczamy Ly (p) lub L, (2, F, p).
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Nietrudno pokaza¢, dla dowolnego p > 0, ze funkcje catkowalne w p-tej
potedze L,(p) tworza podprzestrzenn wektorowa M (p). Natomiast tylko dla
p > 1, przestrzenie L,(1) wyposazone sa w naturalng norme ([7], [16]).

Twierdzenie 1.7. Dia kaZdego p > 1 przestrzen L,(u) jest przestrzeniq Ba-

nacha z normg
lelly = ([ 1€ dn)’

W niniejszej pracy skupimy sie wytacznie na przypadku, gdy p > 1. Nie-
réwnosé trojkata dla normy (1.7) nazywana jest nieréwnosciq Minkowskiego
[7, 27]. W dowodzie nier6wnosci Minkowskiego, jak i w opisie przestrzeni du-
alnej do L,(u) kluczowa role odgrywa nieréwnosé¢ Holdera (patrz [7, 27]).

Twierdzenie 1.8 (Nieréwnosé Holdera). Dla dowolnych 1 < p,q < oo takich,
zZe ;1) + % =1 oraz dowolnych funkcji & € Ly(p) i n € Ly,(p) zachodzi

1€l < [I€llp - [17llq,

w szezegolnoscei, € -m € Ly(p). W nieréwnosci (1.8) réwnosé zachodzi wtedy i
tylko wtedy, gdy |EJP i |n|? sq liniowo zaleine (jako elementy Lq(p))

O liczbach spetiajacych réwnanie % + % = 1 moéwimy, ze sa one sprzezone
holderowsko.

Twierdzenie 1.9 (Przestrzen dualna do L,). Niech 1 < p,q < oo bedq sprze-
Zone holderowsko. Dla dowolnej przestrzeni z miarg (S, F, i) mamy naturalny
izomorfizm

Ly(p)" = Ly(p).

Doktadniej, f € L,(pn)* <= istnieje & € L,() takie, ze

f(n)z/gn-fdu, n € Ly(p).

Ponadto wtedy & jest jednoznacznie wyznaczone przez f oraz || f|| = [|€|l4-

Przestrzen L,(u) jest wyposazona w czeSciowy porzadek zadany przez sto-
zek funkcji dodatnich (nieujemnych)

Ly(p)+ :={& € Ly(n) : £ > 0 p-prawie wszedzie}.
Mianowicie przyjmujemy oznaczenie

E<n PN n—=¢&eLy(n)s <= n—E&>0 p-prawie wszedzie.

Rozwazmy najpierw przypadek rzeczywisty, tzn. zatézmy chwilowo, ze F = R.
Wtedy czeSciowy porzadek na L,(u) jest po prostu nieréwnoscig p-prawie
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wszedzie. Ponadto para (L,(u), <) jest krata. Przypomnijmy, ze zbiér czescio-
wo uporzadkowany (L, <) jest kratq, jezeli kazda para elementéw u,v € L
posiada kres dolny inf{u,v} = u Av € L i gbrny sup{u,v} =uVov e L. W
dalszej czesci pracy bedziemy sie odwolywaé do pojecia kraty. W przypadku
przestrzeni L,(u), dla &, n € L,(p) mamy

EVn=max{{,n}, &An=min{{ n}.

Sa to elementy przestrzeni L,(u) poniewaz | max{&, n}|P, | min{&, n}P < [P+
In|P oraz [£|P + [P € Ly(u). W szczegdlnosei

El =&V (=8
i rzeczywista przestrzen L,(u) z porzadkiem < jest kratg Banacha.

Definicja 1.10. Rzeczywistq kratq Banacha nazywamy rzeczywistg przestrzen
Banacha V| ktora jednoczesnie jest krata z czeSciowym porzadkiem < oraz

(1) 2<y=zx+2<y+z,
2) 220,a> 0= ax >0,
B3) |zl <yl = ll=ll < llyll;
dla dowolnych z,y,z € V i a € R, gdzie |z| := z V (—x).

Zespolone kraty Banacha definiuje sie jako kompleksyfikacje rzeczywistych
krat Banacha. Przypomnijmy, ze kompleksyfikacja rzeczywistej przestrzeni li-
niowej V to zespolona przestrzen Vg := V @ V', ktérej elementy zapisujemy
jako x + iy, x,y € V, a strukture liniowa definiujemy wzorami

(x4iy)+(u+iv) ;== (x+u)+i(y+v), (a+ib)(z+iy) = (ax—by)+i(bx+ay),

gdzie z,y,u,v € V, a,b € R. Jedli V jest rzeczywisty przestrzenia Banacha,
to istnieje wiele réznych normy na Vg zgodnych z norma na V', przy ktérych
Vi jest zespolong przestrzenia Banacha i nie ma tu jednego uniwersalnego
sposébu. Na przyktad, dla dowolnego p > 1 mozna zawsze potozy¢ ||z +iyl| :=
(Jlz]|” + ||y|IP) /. Jednakze jezeli V' jest rzeczywista krata Banacha to istnieje
naturalny wzor na norme w Vi wykorzystujacy czesciowy porzadek.

Twierdzenie 1.11. Dia dowolnej kraty Banacha V wzor

|z 4+ iyllc :== || sup xcosf + ysind|| (1.2)
0€[0,27)

gdzie supremum jest wziete w sensie czesSciowego porzgdku na 'V, jest popraw-
nie okreslong normg na Vi, przy ktorej Vi jest przestrzenig Banacha.

Definicja 1.12. Zespolong kratg Banacha nazywamy kompleksyfikacje V¢ rze-
czywistej kraty Banacha V' wraz z norma zadang wzorem (1.2).
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Przyktad 1.13. Zespolona przestrzen L7 (u) jest zespolong krata Banacha,
a doktadniej kompleksyfikacja rzeczywistej przestrzeni Lj(u), ktérej norma
spelnia odpowiednik (1.2). Rzeczywiscie jesli ¢ € Lf(,u), to ktadac & := Re(
oraz 7 := Im{ mamy

(=E&+in,  gdze  &neLy(p),

bo [€[7, [nP < |C|P € Ly(p). Z drugiej strony dla dowolnych &, n € Ly (1) ktadac
¢ :=&+in mamy ¢ € L (p), bo [¢[P < 2P max{|£[P, [nP} € Ly(p). Zatem

Ly (1) = (Ly (1))

Ponadto zauwazmy, ze w kazdym punkcie mamy | + in| = /2 + n? i kladac
o= ﬁ oraz (3 := ﬁ mamy o + 32 = 1. Zatem istnieje 6, € [0, 27)

takie, ze a = cosfy oraz 3 = sinfy. Stad i z wzoréw trygonometrycznych
: £

sup (£cosf +nsinf) = /&2 +n? sup (——

96[0,27r)( ) ee[o,%)( V& +n?

= |z +iy| sup (acosh+ [sinbh)
0€[0,27)

cos 0 + sin 0)

n
NG

= |z +iy| sup (cosbycosf + sinbysinb)
0€[0,27)

= |z +1iy| sup cos(fd — by) = |x + iy|.
0€[0,2m)

Stad
€+ inlle = Mg + inlll, = ([ 1€ +inl? dis)” = g + inll.

1.3 Przestrzenie Hilberta i rzuty ortogonalne

Przestrzeniq Hilberta 'H nazywamy przestrzen wektorowa, nad ciatem [F liczb
rzeczywistych R lub zespolonych C, wyposazona w odwzorowanie (iloczyn ska-
larny) (-,-) : H x H — F o nastepujacych wtasnosciach. Dla dowolnych wek-
toréow z,y, z nalezacych do przestrzeni H i dla dowolnych stalych «, 8 z ciata
skalarow:

(sprzezona symetria),
ax + By, z) = oz, z) + By, z)  (liniowos¢ w pierwszym argumencie),
z,z) >0 (dodatnio-okreslonosc),

)

r,x)=0 <= x= (niezdegenerowanie).
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Ponadto zaktadamy, ze przestrzen ta jest przestrzenig zupelna w normie, za-
danej przez iloczyn skalarny wzorem

lz|| == \/(x,x). (1.3)
W szczegolnoscei kazda przestrzen Hilberta jest przestrzenia Banacha.
Uwaga. Sprzezona symetria i liniowo$¢ w pierwszym argumencie implikuja,
ze iloczyn skalarny jest antyliniowy w drugim argumencie, tzn. (z, ax + By) =
a*(z,x) + 0*(z,y). Czyli iloczyn skalarny jest forma péttoraliniows.
W przestrzeni z iloczynem skalarnym zachodzi nieréwnosé Schwartza

(= o) < llzll - Tyl (1.4)

W szezegdlnosei nieréwnosé trojkata dla normy (1.3) tatwo wynika z nier6w-
nosci (1.4). Pozostale wtasnosci normy wynikaja tatwo z wtasnosci iloczynu
skalarnego. Geometryczng tozsamoscig wyrdzniajaca przestrzenie Hilberta po-
sréd przestrzeni Banacha, jest reguta réwnolegtoboku

Twierdzenie 1.14 (Tozsamosé réwnolegtoboku). Przestrzen Banacha H jest
przestrzeniq Hilberta, tzn. istnieje iloczyn skalarny taki, Ze norma w 'H zadana
jest wzorem (1.3) wtedy i tylko wtedy, gdy

lz+yl* + llz = ylI* = 2]z ]* + 2]|y|*. (1.5)
dla dowolnych x,y € H

Uwaga. Tozsamos¢ rownolegtoboku mowi, ze suma kwadratow diugo$ci bokow
w rownolegtoboku jest rowna sumie kwadratow diugosci przekgtnych.

Przyktad 1.15. Przestrzen L,(u), p > 1, jest przestrzenig Hilberta wtedy i
tylko wtedy, gdy p = 2 lub dim(L, (1)) < 1. Rzeczywiscie, latwo jest zauwazy¢,
ze przestrzen Lo(u) jest przestrzenia Hilberta z iloczynem skalarnym

(@) = [ 2(OyE) du(t)

Jesli dim(L,(p)) < 1, to Ly(p) = Lo(p). Zatézmy zatem, ze L,(u) jest prze-
strzenig Hilberta oraz dim(L,(p)) 1. Wtedy istnieja dwa zbiory rozlgczne
A, B € F takie, ze 0 < u(A), u(B) < oo. Podstawiajac © 1= xa i y = x5
do obu stron tozsamo$ci rownolegtoboku dostajemy

L=z +y|2+]|lz -yl = p(AUB)» + u(AU B)» = 2u(AU B)>,
2 2
P =2(|lz2+ lyl2) = 2 (u(A)> + p(B)>).

2 2
Dzielac prawa strone przez lewa otrzymujemy, 1 = (u(ﬂ [53])9));7 + ( uét ij)g))p.

Czyli kltadgc A\ := u("ﬁj)g) oraz Ay := u(ﬂéfl)B) dostajemy dwie liczby takie, ze

0 < A, <loraz \{ + \a =1 = ()\1)% + (/\2)%. Powyzsze relacje moga

zachodzi¢ tylko wtedy, gdy p = 2, gdyz jesli p > 2 to \; > ()\i)%, a jesli p < 2
2
to \; < ()\Z'>5 dla i = 1,2
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Uwaga. Mozna pokazac, ze kazda przestrzen Hilberta jest izometrycznie izo-
morficzna z pewna przestrzenia Lo(p) (gdzie za p mozna wziaé miare liczaca).
Dlatego tez przestrzenie L,(4) mozna traktowaé jako ‘przechylone’ przestrze-
nie Hilberta i takie myslenie o tych przestrzeniach jest jedng z gtéwnych idei
przyswiecajacych niniejszej pracy.

Ustalmy teraz przestrzen Hilberta H. Dwa elementy z,y € ‘H nazywamy
ortogonalnymi, gdy (x,y) = 0, co oznacza¢ bedziemy x L y.

Lemat 1.16 (Twierdzenie Pitagorasa). Jesliz L y, to ||z+y||* = ||z|*+]|y||*.
Implikacja przeciwna zachodzi jezeli iloczyn skalarny (x,y) jest rzeczywisty.

DowOD. Dla dowolnych wektoréw z péttoraliniowosci iloczynu skalarnego
mamy ||z+y||* = ||z]|*+2Re(z, y)+||y||* zatem tozsamos¢ Pitagorasa zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy Re(z,y) = 0. [ |

Element = € 'H jest ortogonalny do podprzestrzeni M, gdy jest ortogonalny
do kazdego z jej elementéw, co oznaczaé bedziemy x L M. Zbior elementow
ortogonalnych do M nazywamy dopelnieniem ortogonalnym M i oznaczamy

M+ ={x € H: (x,y) =0 dla kazdego y € M}.

7Z cigglodci i pottoraliniowodci iloczynu skalarnego wynika, ze M+ C H jest
domknieta podprzestrzenia liniowa. Dwie podprzestrzenie M, N sa do siebie
ortogonalne, gdy dla kazdej pary elementéw x € M,y € N zachodzi (x,y) = 0,
piszemy wtedy M L N. Oczywiscie M L M=.

Rzutem ortogonalnym wektora x € H na podprzestrzen M C H nazywamy
wektor y € M taki, ze x —y 1. M. Piszemy wtedy Pyx = y. Czyli

Pyr =y PLON YV o.em (T —1y,2)=0.

Rzut ortogonalny Pz jesli istnieje jest wyznaczony jednoznacznie! Rzeczy-
wiscie, jesli y,y' € M takie, ze (x —y,z) = 0 oraz (x — ¢/, z) = 0 dla kazdego
z € M, to biorac za z = y —y' € M oraz odejmujac stronami poprzednie réw-
nosci otrzymujemy (y — /',y — y/) = 0, skad y = ¢/. Istnienie juz jest faktem
nietrywialnym:

Twierdzenie 1.17 (O istnieniu rzutu ortogonalnego). Dla dowolnej domknie-
tej podprzestrzeni M C 'H przestrzeni Hilberta H oraz punktu x € H istnieje
rzut ortogonalny y = Pyx. Co wiecey,

e~ yll = inf 1z =] (16)

i rzut ortogonalny y wektora x na M jest przez réwnosé (1.6) wyznaczony
jednoznacznie.
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DowObp. Najpierw wykazemy istnienie wektora y € M spelniajacego (1.6).
Dowdd ten wykorzystuje tylko wypuktos¢ i domknietosé M. Oznaczmy 6§ :=
inf,cpr ||z — z||. Skonstruujmy ciag {z,}°2, taki, ze |z — z,|| — 6. Z
wypuktosci M wynika z kolei, ze %(zn + z,) € M, dla dowolnych n,m > 1.
Wynika stad nastepujaca nieréwnosé

1
§ < inf ||z — 2(,2” + zZm) |l n,m > 1. (1.7)
Uzywajac reguty réwnolegtoboku dla (x — z,) i (z — z,,) otrzymujemy
1
20 = 2mll® = 2]l = 20l + 2|z = zll* = 4flz = 5 (20 + 20)1*

Korzystajac ze wzoru (1.7) mozemy zatem zastapi¢ to wyrazenie nieréwnoscia

120 = 2mll* < 2]z — 2al1* + 2l|2 — 2m||* — 46%.
7 zatozenia |2 —2, || i || — 2, zmierzaja do 6. Stad ||z, —2m | o> 0. Zatem
ciag {z,}°° ; jest fundamentalny, co ze wzgledu na zupelnosé ‘H i domknietosé
M gwarantuje nam istnienie y € M spelniajacego (1.6).
Niech y € M bedzie dowolnym elementem spetiajacym (1.6). Zeby zakon-
czy¢ dowod wystarczy pokazaé, ze x —y L M, czyli y = Pyx. Niech z € M.
Dla kazdego t € F, y +tz € M, bo M jest przestrzenia liniowa. Zatem

6
[l yll2 lo—(y+2)[1* = l(z—y)+t2]* = z—ylI*~2Re (x — y, t2)+ ]| 2||".

Stad, po skréceniu przez ||z —y/||?, dostajemy, ze |t|?||z]|> —2 Re (x — y,tz) > 0
dla kazdego t € F. Ktadac t = se'?, gdzie ¢ := arg{x—y, 2) i s € R nieréwnos¢
ta przyjmuje postaé

0 < s°[e¥?[2]]* — 25 Re(e™ (z — y, 2)) = s°[|z[]* — 25 (x — y, 2) |.
Czyli rzeczywista funkcja kwadratowa f(s) = s%||z]?
ujemna i posiada miejsce zerowe dla s = 0. Stad jej wyr6znik A = 4[{x—y, 2)
musi by¢ réwny zero, czyli (z —y,2) =0, tzn. z —y L z. |

—2s| (x — vy, z) | jest nie-
2

Definicja 1.18. Dla dowolnej domknietej podprzestrzeni liniowej M C H
odwzorowanie Py : H — M C 'H nazywac bedziemy rzutem ortogonalnym na
podprzestrzen M.

Whiosek 1.19 (Rozktad ortogonalny). Jezeli M jest domknietq podprzestrze-
nig H, to 1 = Py + Pyo, gdzie 1 jest operatorem identycznoSciowym na H.
Innymi stowy mamy

H=MGe® M,

c2yliV gem I lyem3I ey =y + 2.
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DowoOD. Niech z € H. Potézmy y := Pyx iz :=x—y. Wtedy x = y+ z oraz
z definicji rzutu ortogonalnego x —y L M, tzn. z € M+. Skorox —z =y € M,
tox —y L M*istad z := Pyz. Aby pokazaé jednoznaczno$é tego rozktadu
zatézmy, ze © = 1 + 2’ dla pewnego v/ € M i 2’ € M+. Wtedy y — 3/ € M,
z—2 € Mtorazy—y =z— 2 ale MN M+ = {0} (bo jedynym wektorem
ortogonalnym do samego siebie jest wektor zerowy). Zatemy =y’ iz =2". W

Stwierdzenie 1.20. Rzut ortogonalny H > v — Pyx € M C 'H na do-
mknietq podprzestrzen przestrzent Hilberta jest kontraktywnym rzutem linio-
wym (idempotentem).

DowOD. Niech z,y € H oraz «, 3 € F. Chcemy wykaza¢, ze Py(ax + By) =
aPyrx+BPyy. Z definicji rzutu ortogonalnego Pys(ax+ (y) to jedyny element
w M taki, ze (ax + By) — Py(ax + By) L M. Wystarczy zatem pokazaé, ze
wektor a Py x+ 6 Pyy ma te same wtasnosci. Jasne, ze aPyx+ BPyy € M bo
M przestrzen liniowa. Korzystajac z (p6ttora)liniowosci iloczynu skalarnego,
dla z € M mamy

((ax + By) — (aPyx + BPuy), z) = afx — Py, 2) + By — Puy, 2) = 0,

bo © — Pyx oraz y — Pyy sa ortogonalne do M z definicji rzutu. Zatem

(ax + Py) — (aPyx + BPyy) L M i stad Py(ax + By) = aPyx + BPyy.
Aby wykaza¢ ograniczonos¢ operatora Py, wezmy dowolny = € H. Korzy-

stajac z twierdzenia Pitagorasa oraz réwnosci 1 = Py + Py, otrzymujemy

1P = || Py + Pypoa|® = ||

1Parl|* < [[Paszl® + || Page
Stad || Pu|| < 1. Jezeli Py # 0 to M # {0} i istnieje € M o normie 1. Skoro
Pyx = x to ||Pyz|| = ||z]| = 1, czyli | Pu|| > 1. Zatem || Py || = 1. [ |

Okazuje sig, ze kontraktywnosé i idempotentnos¢ charakteryzuja rzuty ortogo-
nalne. De facto istnieje wiele warunkéw charakteryzujacych je, w tym warunki
wykorzystujace sprzezenie operatorowe. Przypomnijmy, ze na mocy Twier-
dzenia Riesza przestrzen dualna do przestrzeni Hilberta mozemy utozsamic z
wyjsciowa przestrzenig. Doktadniej, dla dowolnej przestrzeni Hilberta H od-
wzorowanie

Hay'—)<'ay>€H*

nt
~

jest izometrycznym izomorfizmem antyliniowym: H s H*. W szczegdlnosci
jesli H i K sa przestrzeniami Hilberta, to operator sprzezony do T € B(H, K)
mozemy utozsami¢ z operatorem T™* € B(IC, H), ktory jest jednoznacznie wy-
znaczony przez warunek

Voyekaen  (T2,y) = (2, T7y).
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Tak zdefiniowane sprzezenie operatorowe jest antyliniowa i antymultiplikatyw-
ng inwolucja, tzn. zachodzg nastepujace wtasnosci algebraiczne

(aT + BS)* =al* +BS*, (ST)* =T*S*, T =T.

Natomiast waznym zwiazkiem geometrycznym miedzy operatorem i jego sprze-
zeniem jest nastepujacy fakt.

Lemat 1.21 (Twierdzenie o rozkladzie jadro-obraz). Dla kaZdego operatora
ograniczonego T € B(H,K), zachodzi

NT* = (RT)*. (1.8)

Dowo6D. Niech y € ‘H spelia T*y = 0. Wowcezas y € NT*. Wtedy dla kaz-
dego elementu x przestrzeni Hilberta mamy (z, T*y) = 0 = (T'z,y). Poniewaz
Tz € RT, zatem z whasnosci iloczynu skalarnego y € (RT)*. Dowéd inkluzji
przeciwnej jest natychmiastowy. |

Operator T' € B('H) nazywamy
(1) normalnym jezeli komutuje ze swoim sprzezeniem, czyli T*T = TT*,
(2) samosprzezonym jezeli rébwna si¢ swojemu sprzezeniu, czyli T = T*,
(3) dodatnim jezeli T = S*S dla pewnego S € B(H).

7 definicji tych wprost wynika, ze kazdy operator dodatni jest samosprzezony,
a kazdy samosprzezony jest normalny. Co wiecej dla idempotentéw samosprze-
zonos¢ 1 dodatniosé sa rownowazne. W tym kontekscie wazne jest nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 1.22 (Pierwiastki dodatnie z operatoréw dodatnich). Dla ope-
ratora T € B(H) nastepujgce warunki sq réwnowazne

(1) T jest dodatni
(2) (Tz,z) > 0 dla dowolnego x € H,
(3) T = S? dla pewnego dodatniego operatora S € B(H) .

Ponadto, jesli powyzsze rownowazne warunki zachodzq, to operator S jest wy-
znaczony jednoznacznie przez T. Oznaczamy go TY? i nazywamy pierwiast-
kiem dodatnim z operatora T'.

Teraz jestesmy gotowi przedstawi¢ charakteryzacje rzutéw ortogonalnych.

Twierdzenie 1.23 (Charakteryzacje operatora rzutu ortogonalnego). Niech
P : H — H liniowy idempotent, tzn. P> = P, na przestrzeni Hilberta H.
Nastepujgce warunki sg rownowazne:
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(1) P jest rzutem ortogonalnym (na swéj obraz),

(2) NP = (RP)*,

(3) NP L RP,

(4) (Pz,z) = ||Px|]?, dla dowolnego x € H,

(5) P jest samosprzezony, czyli P = P*,

(6) P jest normalny, czyli PP* = P*P,

(7) P jest kontrakcjq, czyli ||P|| < 1 (dokladniej ||P|| =1 jesli P #0).

Dowop. Implikacje (1)<(2)=>(3) sa jasne.

(3)=(4). Przypomnijmy, iz N(P) = R(1 — P) dla kazdego rzutu, patrz
Stwierdzenie 1.3. Zatem z zalozenia dostajemy, ze PM L (1 — P)M. Stad dla
kazdego x € ‘H mamy

(Px,2) = (Pr,2 + Px — Px) = |Px||* + (P2, — Px) = || Pz|*.

(4)=(5). Z zalozenia operator P jest dodatni, a wiec samosprzezony.
(5)=-(6). Kazdy operator samosprzezony jest normalny.

(6)=-(2). Kazdy operator samosprzezony jest normalny.

Zal6zmy P jest normalny. Wtedy

|Pz|* = (Px, Px) = (P*Px,z) = (PP*x,z) = (P*x, P*z) = | P*z|*.

Stad ||Pz|| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ||P*z| = 0. Czyli NP = NP*.
Zatem z Lematu 1.21 otrzymujemy (2).

Wykazali$my, ze warunki (1)—(6) sa réwnowazne. Implikacja (1)=(7) wy-
nika ze Stwierdzenia 1.20. Zatem wystarczy wykaza¢ implikacje (7)=(1).

(7)=-(1). Pokazemy, ze P jest rzutem ortogonalnym na M := RP = PH.
7 definicji trzeba pokazac¢, ze v — Px 1 M dla kazdego x € H. Jest to row-
nowazne inkluzji NP C M+, bo NP = (1 — P)H. Wezmy zatem dowolne
r € NPorazy € M = RP. Wtedy Px = 0 oraz Py = y. Stad dla kazdego
t € F dostajemy

lyll* = | Py + tPz||* = || P(y + tx)||*

IPll<1

< lly+tz)* = llyll* + 2Retlz, y) + [t*]|=]*.

Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 1.17 implikuje to, ze (z,y) = 0. Rze-
czywidcie, ktadac t = se™'%, gdzie ¢ := arg(x,y) i s € R, powyzsza nieréwnosé
oznacza, ze rzeczywista funkcja kwadratowa f(s) = 2s|{x,y)| + s*[|z|* > 0
jest nieujemna. Stad (x,y) = 0, co nalezalo dowies¢. [ |
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Uwaga. Przedstawiona wyzej charakteryzacja rzutu ortogonalnego (1)< (7)
odwotuje si¢ wytacznie do wtasnosci idempotentnosci i normy operatorowe;j.
Oba te pojecia maja sens w ogélnych przestrzeniach Banacha. W szczegélnosci,
o rzutach kontraktywnych w przestrzeniach Banacha mozna mysle¢ jako o
uogdblnieniach rzutéw ortogonalnych. Takie myélenie jest osig niniejszej pracy.



Rozdziat 2

Izometrie czeSciowe w
przestrzeniach Banacha

Zanim przejdziemy do witadciwiej czesci pracy polegajacej na charakteryzacji
izometrii czedciowych w przestrzeniach L,, przedstawimy podstawowe defini-
cje i charakteryzacje izometrii czeSciowych w ogolnych przestrzeniach Bana-
cha. Rozdzial ten ma réwniez na celu stworzenie pewnych intuicji zwiaza-
nych z tym pojeciem, pozwalajacych na umotywowanie dla dalszych krokow,
ktore zostang podjete. W pierwszej czesci rozdziatu rozpatrzymy klasyczny
przypadek izometrii czgsciowych w przestrzeniach Hilberta, szeroko opisany w
podrecznikach analizy funkcjonalnej [7, 20, 27|

2.1 Izometrie czeSciowe w przestrzeniach Hil-
berta

Rozwazmy operator T' € B(H,K) miedzy dwiema przestrzeniami Hilberta.
Przypomnijmy, ze T jest izometrig jezeli zachowujace norme elementéw, czyli
|Tx|| = ||z||. W oczywisty sposéb kazda liniowa izometria jest operatorem
ograniczonym o normie réwnej 1. Mamy nastepujace charakteryzacje izometrii.

Stwierdzenie 2.1 (Charakteryzacje izometrii). Dla dowolnego operatora T €
B(H,K) w przestrzeniach Hilberta, nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(1) T jest izometrig,
(2) T zachowuje iloczyn skalarny,
(3) T°T = 1.

DowOD. (1)=-(2). Niech T bedzie izometrig. Wowczas dla x,y € Hia € F
mamy ||z + ay|* = | Tz + oTy||*. Z definicji iloczynu skalarnego mamy

2] +2Re a* (z,y) + |a*|lyl|* = |Tz|* + 2Rea™(Tz, Ty) + || Ty|*

19
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Korzystajac z izometrycznosci T mamy stad Re a*(z,y) = Rea™(Tz, Ty) dla
dowolnego o € F. Ktadac a = 1 lub v = i dostajemy (z,y) = (Tx, Ty).

(2)=-(3). Dla dowolnego x,y € H mamy (T*Tx,y) = (Tz,Ty) = (z,y),
skad

|z — T*Tx||* = (z,2) — (T*Tx,x) — (v, T*Tx) + (T*Tx, T*Tx) = 0,

czyli T*T = 1.
(B3)=(1). ITz|* = (Tz,Tx) = (T*Tw,x) = (z,7) = |[«]* u

Zauwazmy, ze operator 1™ sprzezony do izometrii jest izometriag wtedy i
tylko wtedy, gdy operator T jest unitarny, tzn.

1=TT =TT",

czyli gdy T jest odwracalna izometria (wtedy 7™ jest izometria do niej od-
wrotng). W przestrzeniach Hilberta nieskoniczonego wymiaru istnieja nieod-
wracalne izometrie, co oznacza, ze pojecie izometrii jest w pewnym sensie
‘niesymetryczne’. Ogodlniejsze izometrie czesciowe nie maja tej wady.

Definicja 2.2. Operator T' € B(H, K) nazwiemy izometrig czesciowq jezeli
dla kazdego elementu z € N(T)* nalezacego do dopekienia ortogonalnego
jadra operatora T' zachodzi

[T]] = ]

Podprzestrzen N (T)+ C 'H nazywamy przestrzeniq inicjalng T, a podprze-
strzen RT C IC przestrzeniqg finalng izometrii czesciowej 7.

Twierdzenie 2.3 (Charakteryzacja izometrii czesciowych). Dla dowolnego
operatora T € B(H,K) w przestrzeniach Hilberta, nastepujgce warunki sg
rownowazne

(1) T jest izometrig czesciowq,
(2) T* jest izometrig cze$ciowg,
(8) T*T jest rzutem,

(4) TT* jest rzutem,

(5) TT*T =T,

(6) T*TT* = T*.

Ponadto jesli te rownowazne warunki zachodzq, to T*T jest rzutem na prze-
strzen inicjalng T', o T'T™ rzutem na przestrzen finalng T
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DowOD. Dowdd przeprowadzimy w trzech krokach. W kroku pierwszym wy-
kazemy réwnowaznosé punktéw (3)—(6). W kroku drugimy wykazemy réwno-
waznos$¢ dwoch pierwszych punktéw z pozostatymi. A w trzecim kroku omo-
wimy pozostala czesé tezy

I. (3) = (5) Niech T*T bedzie rzutem (operatorem idempotetnym). Roz-
wazmy nastepujace wyrazenie

(TT*T — T)*(TT*T — T) =(T*TT* — T*)(TT*T — T)
=T*TT*TT*T — T*TT*T — T*TT*T + T*T
=T*T —T*T — T*T + T*T = 0.

Stad TT*T = T.

(5) = (6) Zalézmy, ze zachodzi TT*T = T. Stosujac sprzezenie hermi-
towskie na tym wyrazeniu otrzymujemy T*1T7T* = T*.

(6) = (4) Zalézmy, ze T*TT* = T*. Mnozac lewostronnie przez T otrzy-
mujemy TT*TT* = TT*. Nastepnie zauwazmy, ze (TT*)* = TT*. Zatem TT*
jest operatorem samosprzezonym. Korzystajac z Twierdzenia 1.23 otrzymuje-
my wniosek, ze TT* jest rzutem.

(4) = (3) Zalézmy, ze TT* jest rzutem i rozwazmy wyrazenie

(T*TT* — T (T*TT* — T*) =(TT*T — T)(T*TT* — T*)
=TT*TT*TT* — TT*TT* — TT*TT* + TT*

Poniewaz T'T™* jest rzutem oznacza to, ze T*TT* = T™*. Prawostronne pomno-
zenie przez T dowodzi, ze T*T jest idempotentem. Z drugiej strony (7*7T)* =
T*T. Zatem T*T jest réwniez rzutem, co konczy pierwsza czes¢ dowodu.

II. (1) = (5) Niech T bedzie izometria czesciowa, v € H iy € NT.
Woéwezas zachodzi

(T"'TT z,y) = (ITT "z, Ty) =0 = (z,Ty) = (T"z,y).

Korzystajac z (1.8) i whasnosci dopehienia ortogonalnego otrzymujemy, ze
(NT)*+ = RT*. Zatem dla y € (NT)* = RT* mamy

(T*TT x,y) = (TT x,Ty) = (T"z,vy),

z faktu, ze T*x € RT* oraz z izometrycznoéci T na dopetnieniu ortogonalnym
jadra. Poniewaz przestrzen Hilberta da sie przedstawi¢ w postaci sumy proste;j
podprzestrzeni i jej dopelienia ortogonalnego zatem zachodzi T*T7T* = T*.

(2) = (6) Dowdd dla implikacji, ze jezeli T* jest izometria czesciowa to
zachodzi TT*T =T otrzymujemy analogicznie jak powyzej.

(4) = (1) Zalézmy, ze TT* jest rzutem i x € (N'T)+ = RT*. Wezmy ciag
elementéw {z,}°°, nalezacych do H, taki, ze

lim TFz, = x

n—oo
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Woéwcezas
|Tz||* = Jim | TT* 2, ||* = T}ir{)lO(TT*mn,TT*mn) = nliIng((TT*)QZEn,ZEn>
= JL%(TT*xmxn> = JL%(T*me*xn> = nh_)rglo 1T 2n? = |||,

Zatem T jest izometria czesciowa.

(8) = (2) Zakladajac, ze T*T jest rzutem, dowodzimy w analogiczny
sposob, ze T™ jest izometria czesciowa, co ostatecznie dowodzi réwnowaznosci
wszystkich punktow.

II1. Zalozmy, ze T jest izometria czesciowa. Czyli zachodzg réwnowazne
warunki (1)-(6). Zacznijmy od wykazania, ze obraz R(T') jest domkniety.
Wezmy element xq € RT i ciag {x,}°>, taki, ze Tx, ~—> xy. Korzystajac z
udowodnionych wtasnosci mamy

T(T*zg) = nhrrolo TT*(Tx,) = nhnolo Tx, = xg

co dowodzi domknietosci obrazu izometrii czedciowej. Wezmy x € RT wtedy
x = Ty dla pewnego y € H. Stad TT*x = TT*Ty = Ty = x. Czyli obraz
rzutu TT* zawiera R(T). Z kolei jezeli z € (RT)*+ = N'T* to wtedy TT*x = 0.
Stad TT* jest rzutem na RT. Przez symetrie T*T jest rzutem na R(T*). Ale
R(T*) = N(T) na mocy Lematu 1.21 i domknigtosci R(T™). ]

Udowodnione powyzej wtasnosci izometrii czeSciowych pozwalaja trakto-
wac je jako przeksztatcenia unitarne pomiedzy dowolnymi podprzestrzeniami
domknietymi przestrzeni Hilberta (odpowiednio przestrzenia inicjalna i final-
na), co w pogladowy sposéb przestawia Rysunek 2.1. To z kolei umozliwia
przedstawienie operatora izometrii czesciowej jako ztozenia dwdch operatorow
rzutu Pg, : ' H — S; na przestrzen inicjalng i operatora unitarnego pomiedzy
przestrzeniami inicjalng i finalng U : S; — Sy. Prowadzi to do obserwacji,
ze szczegdlnymi przypadkami izometrii czeSciowych sg izometrie i rzuty. Co
wazniejsze takie podejscie pozwala na uogolnienie pojecia izometrii czesciowej
na przestrzenie Banacha.

2.2 Izometrie czeSciowe w przestrzeniach Ba-
nacha

Definicje izometrii czeSciowej w dowolnej przestrzeni Banacha zaproponowat
Mbekhta w pracy [19]. Punktem wyjscia dla jego definicji jest nastepujaca
charakterystyka [19, 3.1, 3.3] izometrii czeSciowych w przestrzeni Hilberta H,
ktora wykorzystuje jedynie strukture przestrzeni Banacha i bazuje na pojeciu
odwrotnosci uogolnionej.

Definicja 2.4. Odwrotnoscig uogélniong operatora " € B(V, W) miedzy prze-
strzeniami Bancha V', W nazywamy taki operator S € B(W, V), dla ktorego
zachodza zwiazki

TST =T, STS = 8. (2.1)
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H H

Rysunek 2.1: Schemat dziatania operatoréw izometrii czesciowe;j

Twierdzenie 2.5. Operator T € B(H,K) na przestrzeniach Hilberta H, K
jest izometrig czeSciowq wtedy @ tylko wtedy, gdy T jest kontrakcjq oraz istnieje
kontrakcja S € B(K, H) bedgca odwrotnoscig uogdlniong T .

Ponadto, jesli te rownowazne warunki zachodzg, to S =T*.

DowOD. ”Koniecznos$é”. Jesli T jest izometrig czesciows to na mocy Twier-
dzenia 2.3 operator S := T™ jest rowniez izometria czesciowa i zachodza relacje
(2.1).

"Dostatecznosé”. Zatézmy, ze T, S sa kontrakcjami speliajacymi (2.1).
Zauwazmy najpierw, ze ||T|| = ||S|| = 1. Rzeczywiscie, ||T| = ||TST| <
|T]||.S]| implikuje, ze ||S]| > 1, a zatem ||.S|| = 1. Ten sam argument pokazuje,
ze |T'|| = 1. Niech teraz x € K. Wtedy ||Sz|| = ||STSz| < ||TSz| < |Sz, a
zatem ||T'Sx| = ||Sz||. Stad

(I —T*T)Sx,Sz) = ||Sz|*> — ||TSz|* = 0. (2.2)

Poniewaz T jest kontrakcja, to operator I — T*T jest dodatni (patrz Twier-
dzenie 1.22). Niech (1 — T*T)% bedzie jego pierwiastkiem dodatnim. Na mocy
(2.2) dla kazdego = € H dostajemy ||(I—=T*T)2Sz|? = (I=T*T)Sz, Sz) = 0,
czyli (I —T*T)28 = 0. Stad (I — T*T)S = 0. Réwnowaznie S = T*T'S. Stad
i(2.1) z otrzymujemy, ze

T =TST = T(T*TS)T = TT*(TST) = TT*T,

co na mocy Twierdzenia 2.3 dowodzi, ze T' jest izometrig czesciowsq.

Zeby wykazaé, ze S = T*, zauwazmy ze przez symetrie naszych zatozen S
jest izometrig czesciowa oraz T' = S*ST (w powyzszym rozumowaniu mozemy
zamieni¢ rolami S i T'). Poza tym wykazana powyzej relacja || TSz || = ||Sz|| dla
xr € 'H, oznacza, ze przestrzen finalna S jest zawarta w przestrzeni inicjalnej
T. Zatem T'=TSS*. Stad

T =8"STSS* = S5*S5* =57,
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co dowodzi, ze S = T™. [ |

Definicja 2.6. Powiemy, ze operator T € B(V') na przestrzeni Banacha V' jest
1zometrig czeSciowq jezeli T jest kontrakcjg oraz posiada uogodlniong odwrot-
no$¢ S € B(V), réwniez bedaca kontrakcja. Kontrakcje T'i S spetniajace (2.1)
bedziemy nazywaé¢ wzajemnie sprzezonymi izometriami czesSciowymsi. Izome-
trie czeSciowe sprzezone z izometriami bedziemy nazywaé¢ ko—izometriami.

Uwaga. Na mocy Twierdzenia 2.5, jesli V' = H jest przestrzenia Hilberta, to
wprowadzone powyzej pojecia izometrii czedciowej oraz sprzezenia pokrywaja
si¢ z klasycznymi terminami hilbertowskimi. [zometria cze$ciowa na przestrze-
ni Banacha moze by¢ sprzezona z dwoma réznymi izometriami cze$ciowymi
(patrz Przyktad 2.10). Nie kazda izometria na przestrzeni Banacha jest izome-
trig czeSciowa (patrz Przyktad 2.9). Istnieja przestrzenie Banacha, nie bedace
przestrzeniami Hilberta, dla ktorych kazda izometria jest izometrig czesciowa.
Jak pokazemy w dalszej czesci pracy, do takich przestrzeni naleza przestrzenie
typu LP, 1 < p < oo.

W przestrzeniach Banacha interpretacja geometryczna izometrii czeSciowych,
analogiczna do tej w przestrzeni Hilberta (patrz strona 28) jest mozliwa. W
szczegblnosci, wyjasnia ona niejednoznaczno$¢ sprzezenia tychze operatorow.
Aby to unaocznié¢ przytoczymy tu nieco rozszerzona wersje [19, Proposition
4.2], a nastepnie zobrazujemy to twierdzenie na przyktadzie.

Twierdzenie 2.7. Niech T € B(V, W) bedzie operatorem dzialajgcym w prze-
strzeniach Banacha V', W. Nastepujgce warunki sq rownowazne

(1) T jest izometrig czesciowg,

(2) istniejg rzuty P i Q o normie 1 odpowiednio na obraz i dopelnienie jgodra
operatora T" oraz T jest izometrig na obrazie @),

(3) jadro N(T) ma dopelnienie, na ktérym T jest izometrig oraz istnieje
rzut o normie 1 na obraz R(T') operatora T.

Ponadto, jesli T' jest izometrig czesciowq, to relacje R(ST) = M, TS = P
ustalajg byjektywng odpowiednio$¢ miedzy izometriami czeSciowymi S sprze-
zonymi z T oraz parami (M, P), gdzie M jest dopelnieniem jodra N(T), a P
jest kontraktywnym rzutem na obraz R(T') operatora T

DowOD. (1) = (2). Niech S € B(W,V) bedzie izometria czesciowa sprze-
zong z T. Potézmy @) := ST oraz P := T'S. Zauwazmy, ze sa to kontrakcje.
Korzystajac wytacznie z definicji odwrotnosci uogélnionej (tzn. relacji (2.1))
otrzymujemy, ze

Q = ST = (STS)(TST) = S(TST)ST = (ST)(ST),
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stad @ jest rzutem. Analogicznie rzutem jest rowniez P. Zatem () i P sa
rzutami o normie 1. Jasnym jest, ze R(P) = R(T'S) C R(T). Z drugiej strony
jesli z € R(T), to x = Ty dla pewnego y € V istad v = Ty = (T'S)Ty €
R(TS) = R(P). Zatem P jest rzutem na obraz R(7T") operatora T.

Podobnie jasne jest, ze N(T) C N(Q) = N(ST). Natomiast jesli = €
N(Q), to Tx = T(ST)x = 0. Zatem N(Q) = N(T'). Czyli @ jest rzutem na
pewne dopehienie jadra operatora T'. Ponadto dla x € R(Q) mamy

o]l = Q]| = |ST=| < [T <l
skad || Tz|| = ||z||. Zatem T jest izometria na obrazie rzutu Q.
(2) = (8). Implikacja ta jest oczywista, gdyz M := R(Q) jest dopeknie-

niem jadra N (7).

(8) = (1). Niech M oznacza dopelnienie jadra N (T), na ktérym T jest
izometrig. Zauwazmy, ze istnienie takiego dopetnienia implikuje, ze T jest
kontrakcja. Niech P bedzie kontraktywnym rzutem na obraz R(T'). Skoro
T : M — R(T) = R(P) jest odwracalng izometria, to mozemy zdefiniowa¢
operator S € B(W, V) wzorem

Sy =T/ (Py), yeW.

Jest to kontrakcja (jako zlozenie dwbch kontrakeji), ktérej obraz to M. Po-
nadto T'S = TT|;} P = P i stad

TST = PT =T oraz STS =SP=2S5.
Zatem T i S sa sprzezonymi izometriami cze$ciowymi. Ponadto
Q:=ST =T|,; PT =T|,; T
jest kontraktywnym rzutem na M. |

Uwaga. Bijektywna odpowiednio$¢ miedzy czesciowymi operatorami .S sprze-
zonymi z izometria cze$ciowa T, a parami (M,T) opisana w Twierdzeniu
2.7, na og6l nie przenosi sie¢ na pary kontraktywnych rzutéw (Q, P), gdzie
N(Q) =N(T) i R(P) = R(T). To znaczy dla kazdej izometrii czesciowej S
sprzezonej z T', operatory

Q=ST, P=TS,

sg rzutami o tych wlasnosciach, ale na ogét nie kazda para kontraktywnych
rzutéw (Q, P) takich, ze N(Q) = N (T) i R(P) = R(T), jest powyzsze]j postaci
(patrz Przyktad 2.11).

Whiosek 2.8. KaZda odwracalna izometria T € B(V, W) jest izometrig cze-
Sciowq oraz jedynqg izometrig czesciowq sprzezong z T jest izometria T4 €
B(W, V).
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Przyktad 2.9 (Izometrie nie bedace izometriami czesciowymi). Niech V' =
C(2) bedzie przestrzenia funkeji ciaglych na zwartej przestrzeni metrycznej
) z norma maksimum. Dla ustalonego odwzorowania ciggltego ¢ : 2 —
operator kompozycji

Tf:=fop,  feC(Q)

jest poprawnie okreslona kontrakcja T € B(V). Operator T jest izometrig
wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest surjekcja. Zalézmy, ze T' jest izometria.
Na mocy Twierdzenia Ditora kontraktywny rzut na obraz R(T') operato-
ra T istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ posiada ciecie, tzn. odwzorowanie
® : Q) — {niepuste i domkniete podzbiory 2} spelniajace

®(t) C ¢ (t) dla kazdego t € Q,

ktore dodatkowo jest polciggle z dotu to znaczy, ze dla kazdego otwartego
podzbioru A C Q zbiér {t € Q: AN D(t) # 0} jest otwarty w 2.

Rysunek 2.2: Diabelskie schody Cantora

Biorac Q := [0, 1] oraz dowolng ciagta surjekcje ¢ : [0,1] — [0, 1], ktora jest
stala na jakim$ przedziale [a,b] C [0,1] i kladac A = (a,b) widzimy, ze zadne
ciecie ¢ nie moze by¢ poétciagle z dotu. Zatem dla takich odwzorowan operator
T jest izometrig, ktéra nie jest czedciowa izometrig. Skrajnym przypadkiem
takiego odwzorowania ¢ sg tak zwane diabelskie schody Cantora — wykres jest
przedstawiony na Rysunku 2.2.

Przyktad 2.10 (Niejednoznaczno$¢ sprzezenia izometrii czesciowej). Rozpa-

trzmy klasyczny, jednostronny operator przesuniecia Ty dziatajacy w prze-
strzeni V' = (,(N), p € [1, 00]:

T(x(1),2(2), 2(3)...) = (x(2),2(3),...).
Oczywiscie T jest izometrig czesciowa w sensie Definicji 2.6. Jedynym rzutem
takim, ze T'(V') = V jest operator identycznosciowy oraz gdy p < oo jedynym
dopelnieniem podprzestrzeni N'T, na ktérym operator T jest izometrig jest
podprzestrzen

M={zeV:z(l) =0}
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Zatem, gdy V = (,(N) dla p < oo jedyna izometria czesciowa sprzezona z T
jest operator prawostronnego przesuniecia

S(x(1),2(2), ...) = (0,2(1), z(2), ..).

W przypadku, gdy V' = /. (N), sytuacja sie zmienia i dopelnienia jadra T', na
ktorych T jest izometriag mozna poindeksowaé elementami kuli jednostkowej
przestrzeni dualnej V*:

My ={z € l(N) : 2(1) = f(2(2),2(3),..)},  feV' |fI<L
Zatem wszystkie izometrie czesciowe sprzezone z T : V' — V sa postaci
Spx = (f(z),z(1),z(2),...),  feV" |fI<L

Zatem jest ich tyle ile unormowanych miar Radona na uzwarceniu Cecha-
Stone’a B(N) przestrzeni dyskretnej N, czyli tyle co unormowanych miar skon-
czenie addytywnych na N.

Przyktad 2.11 (Rzut kontraktywny na dopelnienie jadra nie pochodzacy
od sprzezonej izometrii czedciowej). Wracajac do oznaczen z Przyktadu 2.10
zauwazmy, ze w przypadku, gdy V = ¢1(N) to dla kazdego elementu f : F —
H(N), || fllh < 1, wzor

Qs = STx + z(1)Sf = (0,2(2), 2(3), ...) + 2(1)(0, £(1), £(2), £(3), ...)

definiuje kontraktywny rzut na M (de facto wszystkie kontraktywne rzuty na
M sa tej postaci). Ale izometria S jest jedyna izometria czesciowa sprzezong
z T oraz T'S = . Natomiast kazdy operator T} := T'Q)s jest ko-izometrig
sprzezong z S (wszystkie izometrie cze$ciowe sprzezone z S sa tej postaci) oraz
TS = Q.



Rozdziat 3

Operator warunkowej wartosci
oczekiwane]j

7 przytoczonych do tej pory ogoélnych opiséw izometrii czesciowych w prze-
strzeniach Banacha, jasno wynika, ze chcac otrzymaé charakteryzacje takich
operatoréw w przestrzeniach L,, potrzeba najpierw zrozumie¢ strukture rzu-
tow kontraktywnych oraz izometrii w przestrzeniach L,. W dowodach twier-
dzen opisujgcych rzuty kontraktywne w przestrzeniach L, szczegélnie uzytecz-
ne jest siegniecie po operatorowa charakteryzacje warunkowej wartosci oczeki-
wanej. Ze wzgledu na istotng role tego pojecia w zastosowaniach matematyki—
szeroko omoéwionego m. in [5, 16], w ponizszym rozdziale skupimy sie wytacz-
nie na tym zadaniu. To znaczy omowimy podstawowe wlasnosci warunkowej
wartosci oczekiwanej dzialajacej na rzeczywistej przestrzeni Li(p) z miara
skonczong i przedstawimy jej charakteryzacje jako rzutu kontraktywnego za-
chowujacego funkcje statag. Dowdd tego ostatniego twierdzenia oprzemy na
pracy Douglasa [9]. Nastepnie poprzez kompleksyfikacje pokazemy, ze charak-
teryzacja ta przenosi sie rowniez na przypadek zespolony.

3.1 Warunkowa wartos¢ oczekiwana

Zazwyczaj warunkowa warto$¢ oczekiwang definiuje si¢ dla zmiennych loso-
wych na przestrzeni probabilistycznej (patrz [5, 16]), czyli dla funkeji mie-
rzalnych na przestrzeni z miarg unormowang do jedynki. Zaréwno definicja
jak 1 whasnosci warunkowej wartosci oczekiwanej przenoszong sie bez zadnych
zmian na dowolne przestrzenie z miara skonczong i takie bedziemy tu rozpa-
trywaé (patrz [26]).

Definicja 3.1. Niech (2, F, 1) bedzie przestrzenia z miara skoniczona i niech
M bedzie o-podalgebra F. Warunkowqg wartoscig oczekiwang catkowalnej
funkcji ¢ : Q@ — R wzgledem o-algebry M nazywamy catkowalna funkcje
EM(E) : Q — R taka, ze

28
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(WWO1) EM(€) jest M-mierzalna

(WWO2) Dla kazdego zbioru A nalezacego do o-algebry M zachodzi

/AEM(Oduz/A&du-

Przyktad 3.2. Jesli o-algebra M jest generowana przez przeliczalne rozbicie

{A N, N € NU {oo}, przestrzeni  na zbiory o mierze niezerowej, tzn.

Q =17, A, oraz u(A,) > 0 dla dowolnego n, to dla kazdego € € Ly () wzér

M X1
E7(€) =

n; p(An)
definiuje warunkowa wartosé¢ oczekiwang & wzgledem M. Rzeczywiscie, ponie-
waz { A}, C M, to EM jest funkcja M-mierzalng wprost z definicji. Jako
7e M jest generowana przez przeliczalne rozbicie {A,})_;, to kazdy zbi6r
A € M jest przeliczalng suma A = | |;c; A,,, pewnych elementéw tego rozbicia
i wtedy

/. €dn-xa,
An

[ EM©dp = > f,, B = > [, €du= [ can

Zatem EM(&) spetnia (WWO1) i (WWO2). W szczegélnosci wynika stad, ze
EM(€) € Li(p) jest funkcja catkowalna, gdyz

EM(€)*dp = [ EM(€)dp = [ dp < | [€ldp < .
LEC @ = [ EM@dn= [ s | feldi < oo

W drugiej réwnoéci zastosowalismy (WWO2) do A = {w : ZEM(¢)(w) > 0},
ktére nalezy do M na mocy (WWOL1).

Na ogét nie da sie wypisa¢ jawnego wzoru na warunkowsg wartos¢ oczeki-
wang i dlatego definiujemy ja za pomoca wtasnosci (WWO1), (WWO2).

Twierdzenie 3.3. Warunkowa warto$¢ oczekiwana EM(€) istnieje i jest wyzna-
czona jednoznacznie p-prawie wszedzie, dla kazdej rzeczywistej funkcji catko-
walnej & na przestrzeni z miarg skoriczong (2, F, p) 1 kazdej o-algebry M C F.

DowOD. "Istnienie”. Istnienie warunkowej wartoSci oczekiwanej wynika z
Twierdzenia Radona-Nikodyma. Mianowicie, funkcja v : M — R dana wzo-
rem

V(A):/Agdu, AeM,

jest miarg znakowa (ladunkiem), czyli funkcja o-addytywna

A= [ €= [ edn=>v(a)

n=1 ATL
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Ponadto, jesli u(A) = 0 dla A € M, to v(A) = 0. Stad miara znakowa v
jest absolutnie ciagta wzgledem miary pu|x obcietej do o-algebry M. Zatem
stosujac twierdzenie Radona-Nikodyma [5] do miar v i p|r na (2, M) do-
stajemy wniosek, ze istnieje M-mierzalna (de facto u|y-catkowalna) funkcja
dljlj\/( : 0 — R, zwana pochodng Radona-Nikodyma, taka, ze

dv

v(A) = dulp dla kazdego A € M.
A dp|m
Jednakze, kazda funkcja n ktéra jest u|y-catkowalna, jest p-catkowalna oraz

Jondu|pm = Jondu. Stad pochodna d;lfjw jest p-catkowalna oraz dla A € M
dv

dv
v T plav = v(A) = | €dp

Zatem pochodna Radona-Nikodyma EM(€) := d;l‘”M spetnia warunki (WWO1)

i (WWO2) w Definicji 3.1 i jest warunkowa wartoscig oczekiwana. Alternatyw-
ny dowod istnienia bazujacy na metodach przestrzeni Hilberta przedstawiony
jest w podreczniku [16].

” Jednoznacznos¢”. Aby wykazaé¢ jednoznacznos$é warunkowej wartosci ocze-
kiwanej zal6zmy, ze n, 1 sa dwoma wariantami warunkowej wartosci oczeki-
wanej £ pod warunkiem M. Wtedy zbior A := {t : n(t) < 7(¢)} nalezy do M,
bo obie funkcje 7, 77 sa M-mierzalne na mocy (WWOL1). Zatem korzystajac z

(WWO2) otrzymujemy
/ndpo:/&du:/ﬁdu.
A A A

Stad [4(n—mn)dp =0. Aleg—n > 0na A = {t: n(t) < 7(t)} i catka za funkcji
nieujemnej wynosi zero wtedy i tylko wtedy, gdy ta funkcja jest rowna zero
p-prawie wszedzie. Stad u(A) = 0, czyli n > 7 p-prawie wszedzie. Sytuacja
jest symetryczna. Zatem zamieniajac 1 i 7 miejscami, otrzymujemy n = 7
(-prawie wszedzie, skad ostatecznie n = 7 pu-prawie wszedzie. ]

Uwaga. Definicja warunkowej wartosci oczekiwanej ma sens dla dowolnych
miar. Jednakze dla dowolnych miar nieskoficzonych EM(£) moze nie istnie¢.
[stnienie warunkowej wartosci oczekiwanej jest Scisle zwigzane z zachodzeniem
dla miar twierdzenia Radona-Nikodyma (patrz réwniez [28])

Niech L;i(u) bedzie rzeczywista przestrzenia funkcji catkowalnych na pewnej
przestrzeni z miara (€2, F, ). Dla kazdej o-algebry M C F mamy

Li(pjpm) = {€ € Li(p) = € jest M mierzalna}.

Zatem Ly (p|rq) zwiazana z przestrzenia (€2, M, 1| s ) jest podprzestrzenia prze-
strzeni L;(p). Twierdzenie 3.3 méwi, ze jezeli p jest skonczona, to warunkowa
wartos¢ oczekiwana poprawnie zadaje odwzorowanie

Li(n) 3 € — EM(€) € Li(ulm) € La(p).

Warunkowa wartos¢ oczekiwana posiada wiele dobrych wtasnosci
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Twierdzenie 3.4. Niech (0, F, ) bedzie przestrzeniq z miarg skornczong i
niech M C F o-algebra. Warunkowa warto$é oczekiwana EM : Li(n) —
Lyi(p) jest liniowym rzutem na podprzestrzen Li(u|am). Ponadto

(1) EM jest dodatni, czyli € > 0 = EM(&) > 0. Zatem EM jest monoto-
niczny, to jest § <n = EM(§) <EM(n), oraz [EM(E)] < EM(IE]).

(2) EM jest kontraktywny, co wiecej ||[EM| = 1.
(3) EM jest wierny, czyli € > 0 i EM(€) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy & = 0.

(4) EM jest odwzorowaniem Lo (p|q)-modutowym! tzn. dla dowolnej M-
mierzalnej funkcyi istotnie ograniczonej n mamy

EM(E-n) =EM(E) - n.

(5) EM zachowuje funkcje stalq (jedynke), tzn. EM(1) = 1, gdzie 1 = xq
jest funkcjq toZsamosciowo rowng jeden.

Dow6D. ”Liniowosé”. Niech £,n € Li(p) i «, B € R. Zauwazmy, ze oEM (€)+
BEM(n) jest funkcja M-mierzalng jako kombinacja liniowa funkcji M-mierzalnych.
Czyli aEM(€) + BEM () spetnia (WWO1). Ponadto, dla dowolnego A € M

mamy

[ aBM(©) + BEM () du = o [ EM(€) dpu+ 8 [ EM () di
z&A§w+ﬁAnw
:/Aa£+ﬁ77du.

Zatem oEM(&) + BEM(n) spetnia (WWO2) dla of + Bn. Stad aEM(E) +
BEM(n) = EM(a + Bn). To dowodzi liniowosci EM.

"Rzut”. Jesli & € Ly(p|am), to € jest M-mierzalna, czyli spelnia (WWOL1) i
wtedy EM(€) = &, bo w oczywisty sposob kazda funkcja spetnia (WWO2) dla
siebie samej. Zatem EM jest identycznoscig na swoim obrazie L (u|n). Zatem
na mocy Definicji 1.2 jest rzutem na L (u|p).

(1) Jesli € > 0, to dla kazdego A € M catka [,EM(&)du = [,&dp > 0
jest nieujemna. EM(E) jest M-mierzalna, wiec wynika stad, ze EM(E) jest
nieujemna p-prawie wszedzie i EM(€) > 0 w Ly (u). Zatem EM jest dodatni. Z
dodatnioéci wynika monotonicznosé EM. Rzeczywiscie, £ < 1 oznacza, ze 1 —
£ >0, astad EM(n—¢) > 0, co modulo liniowo$é oznacza, ze EM(£) < EM(n).
7Z monotonicznoéci EM oraz relacji —|¢| < € < |¢| otrzymujemy —EM(|¢]) <
EM(€) < BM([€]), co ommacza, 7e [EM(€)] < EM([€)).

'Loo(pt|m), wraz z mnozeniem zadanym punktowo jest pierscieniem (de facto algebra) i
mnozenie przez elementy Lo, (u|aq) zadaje strukture modutu na Ly (p) i na Ly (p|aq)
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(2) Korzystajac nieréwnosci |[EM(€)] < EM(|¢]), monotonicznodei catki
oraz stad, ze Q) € M mamy

(WWO02)
[EME = [ [BME|du < | EMgldp ™ = Eldp = [€]]1-
Q Q Q

Zatem EM jest kontrakcja, czyli [|[EM|| < 1. Jako, ze EM jest niezerowym
rzutem, to ||EM|| > 1. Ostatecznie |[EM| = 1.

(3) "Dostateczno$¢”. Niech ¢ = 0. Zauwazmy, ze funkcja tozsamosciowo
rowna 0, spetnia warunki (WWOL1) i (WWO2).

"Koniecznosé¢”. Niech € > 0 i EME = 0. Wtedy [, Edu = [o EM(E)du = 0,
skad & = 0.

(4) Zauwazmy, ze obie strony réwnosci EM (&n) = nEM(€) spetniaja (WWO1)
— poniewaz 7 jest M-mierzalna. Nastepnie wykazemy spelnianie warunku
(WWO2). Niech n = x4 i B € M. Wéwezas

| xaBMedn= [ BMedu= [ edp= [ xagap.
B BNA BNA B

Jezeli n jest funkcja prosta to réwnosé jest spelniona, ze wzgledu na linio-
wos¢ warunkowej wartosci oczekiwanej. Nastepnie, niech n bedzie nieujemna
zmienna losowa, wowczas bedzie istnial niemalejacy ciag {(,}°°, zbiezny do
n prawie na pewno. Rozbijmy & = £ — £~ i zastosujmy poprzedni wynik do
Cp 1 €T mamy
EM(Gg™) = GEYE..

Zatem korzystajac z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej [12]
mamy EM(nét) = nEMEY. Analogiczne rozumowanie mozemy przeprowadzié
dla €7, co z liniowosci warunkowej wartosci oczekiwanej dowodzi wlasnosci
dla funkcji nieujemnej. Stosujac metode standardowej komplikacji mozemy
pokazaé, ze wlasnosé jest spetniona dla n = n™ —n~ co konczy dowdd.

(5) Funkcja stata 1 = xq jest mierzalna wzgledem kazdej o-algebry i jako
ze rozpatrywana miara jest skonczona, to funkcja ta jest tez catkowalna. Zatem
1 € Li(p|pm) nalezy do obrazu EM. Stad EM(1) = 1. [ |

3.2 Warunkowa wartos¢ oczekiwana jako rzut
kontraktywny.

Celem niniejszego podrozdziatu jest dowdd nastepujacej charakteryzacji wa-
runkowych wartosci oczekiwanych pochodzacej z pracy Douglasa [9].

Twierdzenie 3.5 (Douglas, 1965). Niech (€2, F, u) bedzie przestrzeniq z miarg
skonczong. Operator E : Li(pn) — Ly () jest operatorem warunkowej wartosci
oczekiwanej pod warunkiem pewnej o-algebry M C F wtedy 1 tylko wtedy, gdy
E kontraktywnym rzutem zachowujgcym 1.
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Na mocy Twierdzenia 3.4 kazda warunkowa warto$¢ oczekiwana jest kon-
traktywnym rzutem zachowujacym 1. Trudnos¢ polega na pokazaniu implika-
cji przeciwnej. W tym celu ustalmy przestrzen (€, F, u) z miara skonczona.
Wykazemy najpierw trzy niezalezne Lematy eksploatujace strukture kraty Ba-
nacha na rzeczywistej przestrzeni L;(u).

Lemat 3.6. Dia dowolnej o-algebry M C F przestrzen M = Ly () jest
podkratg Banacha przestrzeni Li(u) zawierajgcq funkcje stalg. Ponadto, kaZda
podkrata Banacha 9 C Ly(u) zawierajgca 1 jest tej postaci.

DowOD. Pierwsza czes¢ tezy jest jasna — struktura kraty Banacha na prze-
strzeni Lq(p| ) pokrywa sie z tg odziedziczong z Ly (u). W szczegdlnosci funk-
cja tozsamosciowo rowna 1 jest M-mierzalna i catkowalna, wiec 1 € Ly (p]am).
Zalozmy zatem, ze 9 C Lq(u) jest dowolng domknieta podkrata zawiera-
jaca 1. Wykazemy, ze odpowiednia o-algebre mozna zdefiniowa¢ wzorem

M:={AeF:xseM}

7 zalozenia, ze 1 = yq € M mamy Q2 € M. Jesli A € M, czyli xya € M,
to xar = Xo\a = Xa — xa € I, bo I jest przestrzenig wektorows, a stad
A e M. Jedli A,B € M, czyli xa,xB € M, to xanz = Xa A X € M, bo
M jest podkrata (czyli jest zamknieta na operacje A, V). Zatem pokazali$my,
ze M jest algebra zbiorow. W szczegédlnosci, M jest zamknieta na réznice i
skorficzone sumy zbioréw (bo A\ B = AN B’ oraz AU B = (A' N B')). Zeby
pokazaé, ze M jest o-algebra wezmy dowolny ciag zbiorow {Ax}72, € M.
Jako ze M jest algebra zbioréw, to dla kazdego n € N mamy U;_, Ax € M,
skad XUr_ A € M. Ciag funkcji XUr_, Ax zbiega monotonicznie do XU, Ag:
Zatem z twierdzenia o zbieznosci monotonicznej lim,, XU, A = XU, A
w Li(p). Stad i z zatozenia o domknietosci 9T mamy XUZ, 4 € M, czyli
Ure, Ax € M. Zatem M = {A € F : xa € M} jest o-algebra.

Zauwazmy, ze przestrzen Li(u|y) jest generowana (jako domknieta po-
przestrzen Lj(p)) przez funkcje proste x4, A € M. Stad Li(pjm) € M.
Aby udowodni¢ inkluzje przeciwng nalezy pokazac¢, ze kazda funkcja & € 9
jest M-mierzalna. Wystarczy w tym celu wykazaé¢, ze M-mierzalne sg funk-
cje nieujemne, gdyz dla £ € M mamy £ = 7 — & oraz EF = V0 e M
16 = &N0 e M Wezmy nieujemng funkcje £ € 9. Funkcja & jest M-
mierzalna wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnej statej rzeczywistej \ zbior
{t € Q:£(t) > A} nalezy do o-algebry M. By to wykazaé¢ rozwazmy nastepu-
jacy ciagg funkcji

N = [n(€ — AT AL, n € N.

Zauwazmy, ze {1, 22, C 9 — ciag ten jest ograniczony przez 1 oraz punktowo
zbiega do Xfen.e>n}. Zatem z twierdzenia o zbieznosci zmajoryzowanej i z
zatozenia o domknietosci )T, mamy

L
N — X{teue>A} € .



CZzESCIOWE IZOMETRIE 34

Stad £ € M jest M-mierzalna. Zatem 9 = Ly (p|m)- [ |

Lemat 3.7. Jezeli E : Li(p) — Li(u) jest dodatnim rzutem kontraktywnym,
to jego obraz M = R(FE) jest podkratg Banacha przestrzeni Ly ().

DowOD. Obraz kazdego rzutu jest domknieta podprzestrzeniag wektorows
(patrz Lemat 1.3). Zatem musimy pokazaé, ze 9 jest podkrata Lq(pu) — za-
mknieta ze wzgledu na operacje V i A. Zauwazmy, ze operacje te mozna zapisac
za pomoca kombinacji liniowych oraz modutu funkcji jak nastepuje

gvn:€+77+2|€—77|7 gAn:§+n—2|£—n|_

Ponadto modut wyraza sie¢ przez kombinacje liniowe oraz operacje brania cze-
$ci nieujemnej funkcji [£] = €7 + & = &7 4+ (=€), Zatem zeby wykazad,
ze przestrzen wektorowa 90 jest podkrata wystarczy udowodni¢ implikacje
€M=" € M. Niech £ € M. Korzystajac z dodatniosci rzutu E mamy
E(6+) > 0 oraz BE(6%) > B(€) = £ (bo & > £). Stad E(¢) > £V 0 = £+,
Korzystajac z tej nieréwnosci oraz kontraktywnosci £ dostajemy

IBE) " = [ B~ dp= [ Blghan— [ e ap
= IEE) s = 1€ < €7 — 1€ = 0.
Stad £t =E(¢T) i &F e M, u

Lemat 3.8. Kazdy kontraktywny operator E : Ly(u) — Li(u) zachowujgcey 1,
jest operatorem dodatnim, tzn. dla dowolnego & > 0 zachodzi E(§) > 0.

DowOD. Niech € bedzie funkcjg catkowalng, takg ze 0 < & < 1. Wtedy ko-
rzystajac z wlasnoéci normy i zatozen o F mamy

L = Il = [T =&l = 1B = E@: = 11 = E(€)]h
> ([l = [IEON: = Il = liEl-

Zatem powyzej zachodza réwnosci — w szczegdlnosci [|1]); — ||E(€)|1 = ||1 —
E(&)]|1. Stad wynika, ze 0 < E(§) < 1. Rzeczywiscie, réwnanie liczbowe 1 —
|z| = |1 — 2| ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy 0 < x < 1, i fakt ten
przenosi sie na funkcje.

Jesli € jest istotnie ograniczong funkcja nieujemna, to stosujac pierwszy
krok do 0 < £/[[{]|e < 1 dostajemy, ze E(§) > 0. Dla dowolnej catkowalnej
funkeji nieujemnej & konstruujemy ciag {&,}22 ; nieujemnych funkcji ograni-
czonych, postaci §, = £ An = min{,n}. W szczegblnosdcei &, T €. Zatem
korzystajac z twierdzenia o zbiezno$ci monotonicznej mamy

E(€) = B(lim &,) = lim B(&,) > 0.

n—oo

Czyli E jest operatorem dodatnim. |
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DowOD TWIERDZENIA 3.5. W $wietle Twierdzenia 3.4 do wykazania pozo-
stato, ze kontraktywny rzut E : L(n) — Lqi(p) jest operatorem warunkowe;
wartosci oczekiwanej pod warunkiem pewnej o-algebry M C F.

Poniewaz operator warunkowej wartosci oczekiwanej jest kontraktywny i
zachowuje 1, zatem zgodnie z Lematu 3.8 jest operatorem dodatnim, a po-
niewaz jest réwniez idempotenty, wiec na mocy Lematu (3.7), jego obraz jest
domknieta podprzestrzenia L, (2, F, 1) i posiada strukture kraty. Stad spel-
nione zostaja zatozenia Lematu 3.6 i R(EM) = M = L1(Q, M, u|m). Nastep-
nie wykazemy, ze EM jest warunkowa wartoscia oczekiwang wzgledem o-ciata
M.

(1) Zauwazmy, ze poniewaz z Lematu 3.7 9 jest rodzina funkcji M-
mierzalnych i EM¢ € M, zatem EME jest M-mierzalne.

(2) W kolejny kroku nalezy wykazaé, ze dla kazdego zbioru A € M zacho-

dzi
/ EMedy — / cdp.
A A
Operator EM jest ciggly i liniowy, zatem wystarczy wykazaé, ze
/AEMXBdM = /AXBdM =u(ANB) = /QXAdeu,

gdzie B jest dowolnym zbiorem z o-ciata F. Poniewaz EM jest idempotenty i
dodatni, zatem y 4 = EMx4 > EMyanp oraz x4 = EMya > EMy4np. Stad

/ EMyxpdp = / EMx anpdp + / EMxanpdu = / EMX anpdp.
A A A A
Poniewaz EM jest kontrakcja zatem
/AEMXAOBCZM < NEMXanslli < [Ixansli = /QXAdeM = /AXBd/L,
co mozemy zapisaé zwigzle
/ EMxpdp < / xadp. (3.1)
A A
7 drugiej strony korzystajac dwukrotnie z nieréwnosci 3.1 mamy
/1du=/ XBdu+/ Xprdp > / EMdeu+/ EMxpdp.
A A A A A

Korzystajac z liniowosci operatora i zatozenia o zachowywaniu przezen funkcji
charakterystycznej 2 mamy

/ EM(x5 + x5 )dp = / EM(1)du = / ldp
A A A
Stad wynika, ze dla kazdego B € F i kazdego A € M zachodzi
/ XBdp = / EMypdp.
A A

Co konczy dowod z uwagi na fakt, ze funkcje proste stanowia gesta podprze-
strzen przestrzeni Lq(p). [ |
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3.3 Przypadek zespolony - kompleksyfikacja

Powyzej scharakteryzowaliSmy rzeczywistg warunkowa warto$é¢ oczekiwang ja-
ko rzut kontraktywny zachowujacy 1. Z punktu widzenia potencjalnych zasto-
sowan, na przyktad w teorii spektralnej, istotne jest by rozwazy¢ zespolony
odpowiednik tego wyniku. W tym podrozdziale sformuujemy i udowodnimy
zespolone twierdzenie Douglasa. Jego dowod bazowaé bedzie na kompleksyfi-
kacji przypadku rzeczywistego.

Ustalmy przestrzen z miara skonczona (2, F, i) i przypomnijmy, ze zespo-
lona przestrzen L7 (u) jest kompleksyfikacja rzeczywistej przestrzeni L7 (i)
(patrz Przyktad 1.13). W szczegdlnosci ¢ € LS (p) wtedy i tylko wtedy, gdy
¢ = &+1n, gdzie &, n € L (). Zauwazmy najpierw, ze R-liniowe operatory na
L}f(u) kompleksyfikuja sie do C-liniowych operatoréw na Lf(,u).

Stwierdzenie 3.9. Jezeli operator T : LE(M) — Lﬁ(p) jest R-lintowy to jego
kompleksyfikacja Te(€ +in) = TE +iTn, gdzie &, 1 dowolne funkcje z L (1),
jest operatorem C-liniowym T = LS () — LS (). Ponadto || T¢|| < 2||T.

DowOD. Sprawdzenie C-liniowoSci operatora T : Lg (i) — Ly (u) jest pro-
stym ¢wiczeniem i dlatego je tu pomijamy. Co do szacowania normy, niech

§,n € Ly (pn). Wtedy

[Te(€+in)ll, = IT€ +iTnll, < (1Tl + [ Tnll, < TN + 1Tl
< AIT(IE +inllp + ITNNE + inll, = 2([T(]€ + inll-

Czyli || Te|l < 2|71 u

Uwaga 3.10. Powyzsze oszacowanie na norme zostato tutaj podane ze wzgle-
du prostote dowodu. Mozna jednak pokazaé, ze zawsze mamy réownosé || T¢|| =
|T||, patrz [13, Theorem 3.1]. W szczegdlnosci mamy naturalne izometryczne
zanurzenie

B(Ly (1) = B(Ly (1)).

Pokazemy, ze obraz tego zanurzenia sktada sie z operatoréow zdefiniowanych
nastepujaco.

Definicja 3.11. Operator T : LS (1) — L5 (1) nazywamy rzeczywistym jezeli
T(Ly(1)) S Ly(p), to jest gdy T przeksztatca funkcje rzeczywiste na funk-
cje rzeczywiste. Powiemy, ze T jest dodatni, jezeli zachowuje stozek funkcji
nieujemnych L?f(u)% czyli T przeksztatca funkcje nieujemne na nieujemne.

Stwierdzenie 3.12. Dla operatora T : LS (1) — LS (1) nastepujoce warunki
sq rownowazne

(1) T jest rzeczywisty,

(2) T zachowuje sprzezenie, tzn. T¢C = T¢ dla dowolnej funkcji ¢ € LS (1),
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(3) T jest kompleksyfikacjg R-liniowego operatora T : Ly (1) — L ().
Operator T w (3) jest obcigciem operatora T' do przestrzeni Ly () C L5 ().

DowoOD. (1)=(2). Niech ¢ = & +1n, gdzie £, € Ly (). Wtedy, T(€),T(n) €
Ly (), skad

T(C) =T(§ —in) =T(&) —iT(n) = T(§) +iT(n) = T(C)-
(2)=(1). Dla¢ € Ly () mamy £ = £. Zatem na mocy zatozenia T'(§) = T'(§) =

T(£), co jest mozliwe jedynie, gdy T(£) € Ly (1).
Implikacja (3)=-(1) jest oczywista. Na odwrét, zaktadajac (1) otrzymuje-

my, ze obcigcie Tk := Tz, operatora T' do L¥(p) € LS (1) jest R-linjowym

operatorem na L (). Dla &, 7 € Ly (1) mamy

T(&+1in) =T(&) +iT(n) = Tr(§) + Tr(n) = Tc(§ + in),
czyli T jest kompleksyfikacja Trg. |
Lemat 3.13. Kazdy operator dodatni jest rzeczywisty.

DowOD. Jesli T : L§(p) — Lg(p) jest dodatni oraz & € Li(n) C L5 (p),
to & = &F — ¢, gdzie €1, € Li(p)+, i w szczegdlnosei T(E1), T(E7) €
LE(u)s C L2(). Stad T(€) = T(€7) — T(€) € LE(). .

Definicja 3.14. Zespolong warunkowq wartosé oczekiwang dla funkcji ¢ €
L% (1) definiujemy jako funkcje EX¢ € LT (1), ktora jest M-mierzalna i spel-

nia warunek
[ B = [ cdn
A A

dla dowolnego zbioru A € M.

Stwierdzenie 3.15. Zespolona warunkowa warto$é oczekiwana wzgledem o-
ciata M zawsze istnieje i jest kompleksyfikacjqg rzeczywistej warunkowej warto-
$ci oczekiwanej wzgledem M (w szczegélnosci jest wyznaczona jednoznacznie).

DowéDp. Funkcje ¢ € LE (i) mozna przedstawié w postaci € + in gdzie €,n €
L®(u). Wezmy rzeczywista warunkowa warto$é oczekiwang wzgledem M i
zdefiniujmy E(¢) := E{'¢+iE4'n. Funkcja E(¢) jest M-mierzalna jako liniowa
kombinacja funkcji M-mierzalnych. Ponadto, dla dowolnego A € M

AE(C)dMZAEﬁA(f)+iE§4(ﬁ)d#=A§+iﬂd#=LCdﬂ-

Zatem E(() jest warunkowa wartoscig oczekiwana i E = (E3')c jest kom-
pleksyfikacja E&!. Zauwazmy, ze z definicji zespolonej warunkowej wartosci
oczekiwanej wynika, ze musi ona by¢ operatorem dodatnim, a w szczegodl-
nosci musi by¢ kompleksyfikacja pewnego rzeczywistego operatora F| IR(w)
Ly(p) — Lij(p). Jak tatwo zauwazy¢ Elpg() = Eg' musi by¢ rzeczywista
warunkows wartoscig oczekiwana. Stad jednoznacznosé¢ E. ]
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Twierdzenie 3.16 (Zespolone twierdzenie Douglasa). Operator E : L7 (1) —
LS(M) jest operatorem warunkowej wartosci oczekiwanej wtedy 1 tylko wtedy
gdy, E jest zachowujgcym 1 operatorem idempotentnym oraz |E| = 1.

DowoOD. "Konieczno$¢”. Niech E bedzie zespolonym operatorem warunkowej
wartosci oczekiwanej. Na mocy Stwierdzenia 3.15, F jest kompleksyfikacja rze-
czywistej warunkowej warto$ci oczekiwanej Ex'. W szczegdlnosci, E zachowuje
jedynke: E(1) = E2'(1) = 1. Korzystajac z faktu, ze E£' jest idempotentem
mamy

E?¢ = B(EX¢ +iEMn) = EMEME + iEMEN ) = B¢ 4+ iEMy = EC

W éwietle Uwagi 3.10 mamy || E|| = ||E&!|| = 1.

”Dostatecznos¢”. Niech E : L () — L5 (u) bedzie kontraktywnym rzu-
tem zachowujacym 1. Dowod Lematu 3.8 jest poprawny dla operatorow na
przestrzeniach zespolonych. Zatem z tego lematu wynika, ze F jest dodatni,
a wiec jest kompleksyfikacja swojego obciecia Er := FE| LS (p) do przestrze-
ni rzeczywistej LE(M), patrz Lemat 3.13 oraz Stwierdzenie 3.12. Rzeczywisty
operator Fr w oczywisty spowsob dziedziczy wlasnosci F, tzn. jest kontrak-
tywnym rzutem zachowujacym 1. Stosujac rzeczywiste Twierdzenie Douglasa
(Twierdzenie 3.5) do Egr wyciagamy wniosek, ze Eg jest rzeczywista warun-
kowa wartoscig oczekiwana. Stad na mocy Stwierdzenia 3.15 E jest zespolong
warunkows wartoscia oczekiwanag. |



Rozdziat 4

Rzuty kontraktywne w
przestrzeniach L,

W niniejszym rozdziale uogélnimy charakteryzacje rzutéw kontraktywnych z
rodziatu poprzedniego i przedstawimy charakteryzacje rzutéw kontraktywnych
w przestrzeniach L, dla p > 1. Taka charakteryzacja przedstawiona zostata
w pracy [1]. Do przeprowadzenia dowodu potrzebne bedzie uzycie nieréwno-
sci Jensena, pozwalajacej ograniczy¢ od dotu warunkowsa wartos¢ oczekiwang
funkcji, poddanej odwzorowaniu wypuktemu.

4.1 Warunkowe wartosci oczekiwane w prze-
strzeniach L,

W tym podrozdziale (€2, F, 1) bedzie ustalona przestrzenia z miara skonczo-
na. W szczegdlnosci, dla kazdego p > 1 przestrzen L,(u) € Li(p) jest pod-
przestrzenia wektorowa L (u), de facto podprzestrzenia gesta w topologii na
Li(p). Pokazemy tutaj, ze kazda warunkowa warto$¢ oczekiwana na Lq(p)
zachowuje kazda podprzestrzen L,(u), a ponadto obcigcie warunkowej warto-
Sci oczekiwanej do przestrzeni L,(u) pozostaje operatorem kontraktywnym w
p-tej normie.
W tym celu najpierw wykazemy kluczowa tutaj nierownos¢ Jensena.

Definicja 4.1. Odwzorowanie ¢ : F — R nazywamy wypukiym, gdy dla
dowolnej stalej A € (0,1) oraz dla dowolnej pary argumentéw zq,xo € F
zachodzi nieré6wnos¢

@ [Az1 4+ (1 = N)za] < Ap(z1) + (1 = A)p(22).

Powiemy, ze ¢ jest scisle wypuktla, jezeli powyzsza nieréwnosé jest ostra, dla
roznych xy, xo.

39
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Lemat 4.2. Niech ¢ : F — R bedzie funkcjg wypukle. Wowczas istnieje
c1qg { fotnen funkcji afinicznych taki, ze dla kazdego x € F zachodzi p(x) =

SUPyen fn(2).

Szkic DowobDu. Wypuktosé funkcji oznacza, ze styczna w kazdym punkcie
jej wykresu znajduje sie pod wykresem. Zatem dla kazdej pary (o, p(«)) ist-
nieje funkcja afiniczna f,(x) = a,z + b, taka, ze

(i) pla) = fa(e)
(i) ¢(x) > fo(z), dla kazdego x € F.

Z warunkow (i), (ii) otrzymujemy, ze sup,cp{fa(z)} = @(x). Z faktu ge-
stosci zbioru liczb wymiernych w R, mozemy wybraé¢ ciag {a, }nen taki, ze
sUp,end fan ()} = ¢(2) dla kazego x € F. [ |

Twierdzenie 4.3 (Nieréwnosé Jensena). Niech ¢ : F — R bedzie odwzoro-
waniem wypuklym, a & i (&) nalezqg do Li(Q2, F,p) i niech M C F bedzie
o-ciatem. Wowczas zachodzi nastepujgca nierownosé

P(EM(€)) <EM(0(6))-

Ponadto, jesli ¢ jest scisle wypukta, to w powyzszej nierownosci réwnosc za-
chodzi wtedy i tylko wtedy, gdy & = EM(E) jest funkcjg M-mierzalng, przy
czym rownosci zachodzq z doktadnoscig p-prawie wszedzie.

DowOD. Niech {f,}nen bedzie ciagiem funkeji afinicznych takich jak w Le-
macie 4.2, tzn. p(x) = sup,,cy fo(z), dla z € F. Korzystajac z montonicznosci
i liniowo$ci warunkowej wartosci oczekiwanej, dla kazdego n € N mamy

EM(0(€)) = EM(fu(€)) = fu(EME).

Nier6wnos¢ ta formalnie zachodzi p-prawie wszedzie. Biorac supremum po
przeliczalnym zbiorze otrzymujemy nier6wnosé

EMp(€) > sup{ fu(EME)} = p(EME),

neN

ktora réwniez zachodzi p-prawie wszedzie.

Jasnym jest, 7e jezeli £ = EM(E), to p(EM(6) = o(€) = EM(p(£)),
bo wtedy (§) jest M-mierzalne. Zatézmy, ze ¢ jest Scisle wypukta oraz
ze nier6wnosé Jensena nie jest réwnoscia prawie wszedzie. Niech ¢'(x) be-
dzie prawstronna pochodng ¢ w punkcie z. Scista wypuklosé oznacza, ze
o(x) > ¢'(z)(x —y) + ¢(y) dla kazdego y # z. Zatem

p(€) > ¢ (EM(€)) (€ — EM(E)) + »(EM(€))
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na zhiorze A 1= {¢ # EM(€)}, a poza tym zbiorem mamy réwnosé. Innymi
stowy, funkcja

1= (&) — e(EM(€)) — ¢’ (BM(£)) (€ —EM(€))

jest nieujemna i zeruje sie poza zbiorem A. Zbior B := {EM(p(€)) # o(EM(€))} =
{EM(p(€)) > @(EM(€))} jest M-mierzalny. Zatem jesli zalozymy, ze B nie
jest miary zero

Jondn= [ EMG)du= [ EMo() - p(EM())d > 0,

a stad

/nduz/ﬂdﬂ}/ndu>0.
A Q B

Zatem zbior A nie jest miary zero co konczy dowdd. |

Whiosek 4.4. Kazda warunkowa wartosé oczekiwana EM : Li(p) — Li(p)
zachowuje podprzestrzen L,(u) € Ly(p) dla kaZdego p > 1. Ponadto obciecie
operatora EM do podprzestrzeni L,(p) jest zachowujgcym jedynke rzutem

EM Lyp(p) — Lp(plm) € Lyp(p),

o normie 1 liczonej jako norma operatora na przestrzeni L,(1) wyposazonej w
standardowq p-tg norme.

DowoDp. Niech ¢ € L,. Na mocy nieréwnosci Jensena [EME|P < EM|E|P oraz
na mocy definicji warunkowej wartosci oczekiwane;j

[ EMIEPdn = [ 1¢Pdp < oo.
Q Q

Zatem EM¢ € L,(n) i operator EM @ L,(n) — Ly(u) jest dobrze okreslony.
Zbadajmy norme operatora na obcieciu

IEMel; = [ 1EMePan < [ EMIgPdu < [ feldn.

Stad operator jest kontrakcja na obcigciu, ponadto xq € L,(u) zatem EM
zachowuje funkcje stalg na obcieciu, a z faktu zachowywania podprzestrzeni
wynika, ze jest rzutem. |

4.2 Przedluzanie rzutéw z L, do L,

Faczac Wniosek 4.4 z Twierdzeniem Douglasa (Twierdzenie 3.5) otrzymujemy
konkluzje, ze kazdy zachowujacy jedynke rzut kontraktywny na Li(u) obcina
si¢ do kontraktywnego rzutu na L,(u), dla p > 1. Ando w pracy [1] wykazat
implikacje odwrotna, o ile p # 2.
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Twierdzenie 4.5 (Ando, 1966). Niech u bedzie miarg skoriczong i niech p €
(1,00) \ {2}. Kaidy zachowujgcy jedynke rzut kontraktywny E : L,(p) —
L,(w), jest rowniez kontraktywny w normie Ly(p), tzn. dla & € L,(p) mamy

[ 1E@©ldn < [ 1€ldp.

W szczegolnosci E przedluza sie jednoznacznie do rzutu kontraktywnego E :
Li(p) — Li(p). Teza prawdziwa jest rowniez dla p = 2, o ile dodatkowo
zatozymy, ze E jest operatorem dodatnim.

Dowdd tego twierdzenia nastrecza szereg trudnosci technicznych i zajmie
nam reszte tego podrodziatu. Bedziemy przyjmowaé nastepujace oznaczenia.
Niech & € L,(u), dla liczby rzeczywistej r potega & bedzie miata postac

§" = sgn(§)[¢l",
gdzie sgn(z) = el*8? dlax € F = R, C.

Lemat 4.6. Niech E : L,(1) — L,(n) bedzie rzutem kontraktywnym dlap > 1.
Wtedy £ € RE zachodzi wtedy 1 tylko wtedy gdy & € RE*, gdzier =p—1, a
a, 3,7 bedqg pewnymi statymi rzeczywistymia.

DowOD. "=". Niech £ € R(E), zatem E¢ = £. Stad z whasnosci rzutu

lelg= [ lelrdn = [ €& dp= [ B o du= [ € B¢ a.
Nastepnie na mocy nierownosci Holdera

| & B du <IEIIEE o < lElliE Ny = [ - €"d

Przy czym druga nierownos¢ wynika z faktu, ze sprzezenie zachowuje kontrak-
tywnos¢ operatora, a ostatnia réwnosé jest konsekwencja liniowej zaleznosci
funkcji dla ktorych zastosowaliémy nieréwnos$¢ Holdera. Stad ostatecznie

e edu= [ leldu = el

a rownos¢ B*¢" = £ zachodzi, co dowodzi konieczno$ci.

"«=". Zastosujemy dowdd koniecznosci do operatora E* @ Ly(p) — Lg(p)
gdzie ¢ wyktadnik holderowsko sprzezony. Poniewaz dla p > 1 przestrzenie L,
sg refleksywne, co oznacza ze E** = FE i

E*fr _ ér = E**é-r(qfl) _ fr(qfl).

Z réwnosci 1/p 4+ 1/q = 1 wynika, ze (p — 1)(¢ — 1) = 1. Zatem réwnos¢
E*¢7 = ¢ implikuje, ze BE = €. |
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Lemat 4.7. Niechp € (1,2) i niech E : L,(u) — Ly(p) bedzie rzutem kontrak-
tywnym zachowujgcym funkcje stalg. Dla kazdego & € R(E) mamy & € R(E),
gdzier =p—1.

DowOD. Na mocy Lematu 4.6 jezeli £ € R(FE) to & € R(E*). Poniewaz z

zatozenia E zachowuje 111" = 1, to 1 € R(E™*). Zatem funkcja 1 4+ £"/n €
R(E*). Poniewaz z nieréwnosci Holdera

1 1 1
_ = —= :q—17

to (14 ¢ /n)Y" € R(E). Rozpatrzmy nastepujaca rodzine funkcji

1+&/m)Yr —1
nn::( 1//71 , néeN.

Na mocy reguty d’Hospitala granica punktowa ciggu 1, —— £ /r. Korzysta-
jac z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej [12] wykazemy, ze
ciag ten jest zbiezny w normie L;. W tym celu przeksztatcimy funkcje n, w
nastepujacy sposob

(L+e/mr =1 _(L+g/n)(1+e/n)ir -1
1/n 1/n

(1+& /)t =1

= (L&) n

Zatem

(L g /m)irt 1

7ol <[] (1 [&]7/m) 1 + 1/n

Rozpatrzmy pierwszy ze sktadnikow. Zauwazmy ze, poniewaz 1/r — 1 = =7,

T
to

1—r

(€17 (L4 [€]"/n) ™+ = al¢],

gdzie o € RT. Rzeczywiscie

N S . 1 oy (L)

4 € = g e e /) = i

= lim (1+ |£|r/171) " = lim <1+ 1/n> < o0.
=0 (|€]r)T jgl=o0 \ [&]7

(4.1)
Rozwazmy drugi ze sktadnikéw

(1+& /)t =1

(L& /mtrt—1
1/n '

§/n

="
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Niech |£]"/n > 1. Wtedy
(1 + gr/n>1/7’—1 -1
§r/n
B € R, na mocy obliczen granicy (4.1). Nastepnie rozwazmy przypadek

|€]"/n < 1 Zauwazmy, ze na mocy reguty d’Hospitala funkcja

(1+2)7
xXr T

é-r < fr(l _i_ér/n)l/rfl < ’5‘7"(1 _'_é-r/n)l/rfl < /6(1 + ‘5)7

T

-1 400 1 =71

Zatem jest funkcja ograniczong na zbiorze zwartym stad
(1 + gr/n)l/r—l -1
§r/n
Stad funkcje 7, mozemy zmajoryzowaé¢ wyrazeniem G(1+|&|+|€|"). Oczywiscie
§ € Ly(u) = B(1+[¢]) € Ly(n), ale zauwazmy, ze dla p € (1,2) na mocy
Stwierdzenia 4.6, || € R(E*) C L,(p) oraz z nieréwnoséci Holdera g > 2 i
p < q, zatem L,() C L,y(u) i ostatecznie dla p € (1,2) mamy € R(E) =
&€ Ly(p). u
Lemat 4.8. Jezeli ¢ € R(E), r € (0,1) to dla kaidego n € N zachodzi

& e R(EY).

DowéD. Zatézmy & € RE*. Poniewaz &' = ¢, to na mocy dowodu
Lematu 4.7, " € RE*. Zatem teza zachodzi na mocy indukcji matematyczne;j.
[ |

é"r‘

<.

DowOD TWIERDZENIA 4.5. Niech p € (1,2). Zauwazmy, ze zachodzi zbiez-

no$¢ punktowa &™ == sgn(¢), z drugiej strony £ mozna zmajoryzowacé
przez 1 + [£|" € L,(p). Potézmy & = E(¢). Mamy

LI1E@ldn = [ BOsen(€)dp = lim [ BQE" dp= lim [ ¢E*(€")dp
= lim [ e dp= [ Gsen(€)dp < | cdp< [ [cldp

n—oo

co konezy dowdd dla przypadku p € (1,2).

Niech p € (2,00). Jezeli E bedzie zachowujacym 1 rzutem kontraktywnym
to na mocy Lematu 4.6 E* réwniez bedzie rzutem kontraktywnym zachowu-
jacym 1. Stad dla E : L,(u) — Ly(p), p € (2,00), na mocy dowodu poprzed-
niego przypadku operator E* jest kontraktywny w normie L;(x). Na mocy
Twierdzenia Douglasa jest rowniez dodatni. Stad dla £ € R(E) mamy

L 1E©ldi = [ B(©sen(€)dn = [ ¢B*(sene)d < [ [¢]|E"(sené)ld

< [ 161E" sgn()ldu < [ [61E" (D = [ Ieldp.

co dowodzi kontraktywnosci dla przypadku p € (2, 00).
Niech p = 2. Przy zalozeniu, ze E jest operatorem dodatnim, dowod prze-
biega w sposob analogiczny do przypadku powyzszego. |
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4.3 Charakteryzacja rzutu kontraktywnego

Stosujac Twierdzenie Ando (Twierdzenie 4.5) otrzymujemy nastepujace uog6l-
nienie Twierdzeniem Douglasa (Twierdzenie 3.5) na przypadek przestrzeni
LP(M)? dla D > 1

Twierdzenie 4.9 (Charakteryzacja rzutéw zachowywujacych funkcje stata w
przestrzeniach L,). Operator E : L,(u) — L,(p) dlap > 1,p # 2, jest rzutem
kontraktywnym zachowujgcym 1 wtedy i tylko wtedy gdy E jest operatorem
warunkowej wartosci oczekiwanej wzgledem pewnego o-ciata M C F.

Teza prawdziwa jest rowniez dla p = 2, o ile dodatkowo zatozymy, ze B
jest operatorem dodatnim.

Dowo6D. Operator warunkowej wartosci oczekiwanej na Ly (4) jest kontrak-
tywnym rzutem na mocy Wniosku 4.4, operator ten zachowuje 1 i jest dodatni
(patrz Twierdzenie 3.4).

Zatézmy ze E : L,(p) — L,y(p) jest dowolnym rzutem kontraktywnym
zachowujacym 1, oraz ze E jest dodatni, o ile p = 2. Na mocy Twierdzenia
Ando (Twierdzenie 4.5), E mozna przedtuzy¢ do kontraktywnego operatora
E : Li(n) — Li(u). Przedtuzony operator pozostaje rzutem zachowujacym 1.
Zatem na mocy Twierdzenia Douglasa (Twierdzenie 3.5) E = EM dla pewnego
o-podciata M C F. [ |

Przyktad 4.10. Zalozenie o dodatniosci rzutu, gdy p = 2 jest istotne (za-
réwno w Twierdzeniu 4.9 jak i w Twierdzeniu 4.5). Rzeczywiscie, rozwazmy
przestrzen Lo[—1, 1] oraz rzut ortogonalny P na przestrzen funkeji afinicznych,
tzn. rozpieta przez funkcje 1 oraz t. Wtedy P jest kontraktywnym rzutem da-
nym wzorem

P(g):<171>-1+” 2/ d+2/s£ )ds - 1.

Oczywiscie, P(1) = 1 zachowuje jedynke, ale nie jest operatorem dodatnim,
np. Pxpi = 1/2 + 3/4 - t nie jest funkcja nieujemng na [—1,1]. W szcze-
gbélnosci P nie jest warunkowa wartoscig oczekiwana i nie jest operatorem
kontraktywnym w normie L.

W powyzszych rozwazaniach, dla utrzymania klarownosci dowodéw, utrzy-
mywalidémy zatozenie o zachowywaniu przez rzut kontraktywny funkcji statej.
Zaltozenie to jest do$¢ naturalne, cho¢by z punktu widzenia probabilistyki. Nie-
mniej jednak w pracach [1, 9] przedstawiono rozumowania prowadzace do opi-
su dowolnych rzutéw kontraktywnych (niekonienicznie zachowujacych funkcje
stala). Co wiecej pojecie rzutu kontraktywnego jest istotne w budowaniu cha-
rakteryzacji izometrii czesciowych, gdzie zatozenie o niezmienniczosci funkcji
stalej staje sie nieco sztuczne i trywializuje problem. Poniewaz kolejnym na-
szym krokiem jest taka ogélna charakteryzacja, potrzebny staje si¢ ogdlny opis
rzutu kontraktywnego.
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Zaczniemy od od ugdélnienia poje¢ o-podciata oraz warunkowej wartosci
oczekiwanej.

Definicja 4.11 (o-podciato z elementem maksymalnym). Niech B € F bedzie
zbiorem mierzalnym. Kazde o-podciato M o-ciala Fp = {A € F: A C B}
podzbioréw B bedziemy nazywacé o-podciatem F z elementem maksymalnym

B.

Definicja 4.12 (Warunkowa warto$¢ oczekiwana wzgledem o-ciata z elemen-
tem maksymalnym). Niech M C F bedzie o-podciatem z elementem maksy-
malnym B. Warunkowg wartoscig oczekiwang & € L,(p) pod warunkiem M
bedziemy nazywali funkcje EM(€) € L,(u) spelniajaca nastepujace warunki

(1) EME = EM(Exp) = xBEME,

(2) EME jest M-mierzalna, to jest dla kazdego zbioru borelowskiego A jego
przeciwobraz (EM¢)71(A) € M,

(3) Dla kazdego zbioru A € M zachodzi warunek [, EM&du = [, Edp.

Uwaga. Warunki (2) i (3) sa odpowiednikami warunkéw (WWO1) i (WWO2)
ze standardowej definicji warunkowej wartosci oczekiwanej. Natomiast waru-
nek (1) pozwala powyzsza definicje sprowadzi¢ do standardowej. Mianowicie,
nietrudno spostrzec, ze M = M U{AU B’ : A € M} jest o-podciatem F
oraz dla dowolnego & € L,(u) funkcja ygEME = EM(yp€) spetnia warunki
(1)—(3). Zatem

EM¢ = ygEME = EM(yg6).

W szczegblnoéci warunkowa wartosé oczekiwana EM(€) zawsze istnieje i ma
whasnosei (1), (2), (4) opisane w Twierdzeniu 3.4.

Przypomnijmy, ze przez nosnik elementu £ przestrzeni L,(p) rozumiemy
zbiér supp(§) = {t € Q : £(t) # 0}, ktéry jest wyznaczony jednoznacznie
z doktadnoscia do zbioréw miary zero. W szczegdlnosci inkluzje supp(n) C
supp(§) bedziemy réwniez rozumie¢ z doktadnoscia do zbioréw miary zero.

Definicja 4.13 (Wazona warunkowa warto$¢ oczekiwana). Dla kazdego h €
L,(p) oraz o-podciata M z elementem maksymalnym supp(h), wazong war-
toscig oczekiwang pod warunkiem M z wagg h bedziemy nazywaé operator
EM: L,(1) — L,(1) dany wzorem

B = g B ()

gdzie EM : Li(u) — Li(u) jest warunkowa wartoécia oczekiwana wzgledem
M, a wzér ma sens p-prawie wszedzie, gdyz EM[E|P # 0 p-prawie wszedzie.
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Stwierdzenie 4.14. Dia kaidego p € [1,00) operator B : L,(11) — Ly(u)
jest poprawnie okreslonym rzutem kontraktywnym. De facto operator ten jest
1zometrycznie rownowazny warunkowej wartosci oczekiwanej bez wagi.

Dowo6D. Rozwazmy przestrzen Ly ((|h|P + Xsupp(ry ) it) z miarg po przemnozong
przez gestosé |h|P + Xsupp(ry- Operator U : Ly(p) — Ly(([A[P + Xsupp(ny )1t)
dany wzorem U¢ = %Xsupp(h) + EXsupp(n)y jest wtedy odwracalng izometrig.
Oznaczajac przez EM warunkows wartoéé oczekiwana pod warunkiem M na
Ly ((|hP + Xsupp(ry ) 1t), mozna sprawdzi¢, ze

Ey' = UEMU™!

(szczegdly wystapia w dowodzie Twierdzenia 4.18).
Jako, ze P jest kontraktywnym rzutem, otrzymujemy stad, ze Ei! réwniez
posiada te wtasnosci. [ |

Uwaga. Rzut E)! jest warunkowa wartoécia oczekiwang EM wtedy i tylko
wtedy, gdy E4"(1) = Xsupp(n)-

Przyktad 4.15. Rozwazmy przestrzen L,[—1, 1], funkcje znaku h := sgn oraz
trywialne o-ciatlo M = {0, [—1,1]}. Wtedy

Ex'(€) = hEM (¢h)

jest kontraktywnym rzutem na jednowymiarowa podprzestrzen rozpieta przez
h. W szezegolnosei, EM nie jest rzutem dodatnim oraz E#*(1) = 0 (nie zacho-
wuje jedynki). Mimo to rzut Ei jest izometrycznie réwnowazny z warunkows
wartoscia oczekiwang EM, mamy EM = UEMU™!, gdzie U : L,[—1,1] —
L,[—1,1] jest operatorem mnozenia przez h, oraz EM(£) = 1E (£).

Teraz wykazemy, ze dla p € [1, 00)\{2}, kazdy kontraktywny rzut na L, ()
jest wazong warunkows wartoscig oczekiwang. Kluczowg role w dowodzie tego
twierdzenia odgrywa ponizszy lemat.

Lemat 4.16. KaZda domknigta podprzestrzen liniowa M C L,(p) posiada
element z maksymalnym nosnikiem, tzn. istnieje funkcja h € N taka, Ze
supp(§) C supp(h) dla dowolnego & € M.

DowOD. Zacznijmy od konstrukeji ciagu {h, }5°; C 9N takiego, ze supp(§) C
Unen supp(h,,) dla kazdego £ € 9. Konstrukcja jest indukcyjna. Wybierzmy
hy € 9 dowolnie. Jezeli ciag {h, }2—' C 9 zostat juz wybrany, to wybierzmy
hy € 9N takie, ze

=1

o ile jest to mozliwe, lub w przeciwnym razie potézmy hy = 0. Zatdézmy
teraz nie wprost, ze istnieje n € M takie, ze supp(n) € Unen supp(h,). Wtedy
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istnieje M takie, ze p (supp(n) — UpZy supp(hy,)) > 7. To implikuje, ze hy # 0
dla N > M. Stad

U supp(h Z (supp U supp(h )
N-1

> Z p (Supp(hzv) — |J supp(h ) Z N

N=M =1

co jest sprzeczne z naszym zalozeniem, ze miara p jest skonczona. Normalizu-
jac ciag {h,}22; € M mozemy zalozy¢, ze ||h,||, = 1 dla n € N. Zaczynajac
od a; :==1, Ag = 0 i v = 1 dla k € N, skonstruujemy indukecyjnie ciggi
{a;}, {7jx} oraz {A;}, takie ze ktadac g; := >3}_, awhy spetnione sa warunki

(@) 27* > vk >y > 0dlak > 5 +1,

(b) supp(g;) 2 A; oraz u(supp(g;) \ 4;) <277+ dla j > 1,
(¢) Yj-15 > aj > 0 oraz supp(g;) = Uy supp(fux),

(d) |g;| > > ohejt1 Yjklhe| na A; dla j > 1

Zatozmy, ze wybraliSmy juz A;, v dla j <n—-11ik > j+ 1, oraz o; dla
J < n. Wybierzmy 0 < € < 1, taki ze

p(supp(gn) \ {[gn| > €}) <2

Poniewaz
p{l] > 277y <27 [P dpe = 2%,
to ktadac
N {1l <27} 0 {|gnl > <}
k=n+1
oraz

Y i= MIN{Vp_1 1, Q_k_(”k/p)s}, dla k >n+1,

otrzymujemy (a) i (b) dla j = n. W szczegdlnosci
(supp(gn) \ A) < i(supp(ga) \ {lgnl > ) + 3= (el > 27/7}) < 277+,
k=n+1

Dlaréznych 0 < a < 11 zbiory supp(hp11)N{gn+ah,+1 = 0} sa roztaczne.
Dlatego co najwyzej przeliczalna ich ilo$¢ moze mie¢ miare dodatnig. Mozemy
zatem wybrac¢ 0 < o411 < Ynnt1, takie ze

p(supp(hpi1) N {gn + ny1hnyr = 0}) = 0.
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Wtedy supp(gni1) = supp(gn + @nt1hni1) = supp(gn) U supp(hn 1), czyli na
mocy zalozenia indukeyjnego zachodzi (¢) dla j = n + 1. Na mocy definicji
zbioru A, oraz liczb v, , dla t € A, mamy

()] — nkhk t) >e— kaf(nk/p)8_2kn/p:€_2n€>0
1920 = D Anil ,
k=n+1 k=n+1

co dowodzi (d) dla j = n.
Posiadajac obiekty spetniajace (a)—(d) potézmy

h:= Z Oékhk
k=1

Na mocy (a) i (c) szereg ten jest zbiezny w normie, stad h € 9. Dodatkowo
warunek (d) zapewnia, ze

h:gn—l— Z akhk#o

k=n+1

na zbiorze A,,. Zatem biorac pod uwage warunki (b) i (¢) otrzymujemy, ze

p( U supp(hn) \ supp(h)) = lim pu(supp(gn) \ supp(h))

< lim g (supp(gn) \ An) < lim 27772 = 0.

Czyli szukang funkcjg jest h. |

Whiosek 4.17. Obraz kontraktywnego rzutu dodatniego E : L,(p) — L,(p),
p € [1,00), zawiera nieujemnq funkcjg o maksymalnym nosniku.

DowOD. Lemat 4.16 gwarantuje istnienie pewnego h € I = E(L,(n)) o
maksymalnym nosniku. Na mocy Lematu 3.7, ktéry mozemy zastosowaé¢ do
p > 1 dzieki Twierdzeniu 4.5, mamy wtedy réwniez |h| € 9. Mozemy tez ten
ostatni fakt dowies¢ wprost (daje to réwniez krotszy dowod Lematu 3.7) jak
nastepuje. Dla dowolnego ¢ € 9, z dodatniosci operatora F, mamy

€] =B = [E(T) - EE)I < |EE)I+EE)] = EE" +&7) = E([))-

W szcezegdlnodei |€|P < E(|€])P. Z drugiej strony, z kontraktywnosci £, mamy

JE(E) du = [|E@I; < [I€ll; = JI¢Pdp. Stad E([¢]) = [¢]. Cayli €] €
M. |

Twierdzenie 4.18 (Charakteryzacja rzutéw kontraktywnych, Ando, 1966).
Operator E : L,(i) — L,y(p), dlap € (1,00)\ {2}, jest rzutem kontraktywnym
wtedy i tylko wtedy, gdy E = EM jest wazong warunkowq wartoscig oczekiwang
z wagqg h € L,(p) oraz o-podciatem M z elementem maksymalnym supp(h).
(Za h mozna wzigé dowolng funkcje z obrazu E o maksymalnym nosniku.)

Teza prawdziwa jest dla wszystkich p € (1,00), o ile dodatkowo zaloZymy,
ze F jest operatorem dodatnim, a h funkcjg nieujemng.
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DowéD. Kazda wazona warunkowa warto$é oczekiwana Ei! jest kontraktyw-
nym rzutem na mocy Stwierdzenia 4.14. Jasnym jest, ze E) jest operatorem
dodatnim, jezeli h # 0. Zatem potrzebujemy jedynie pokazaé, ze (dodatni)
kontraktywny rzut E : L,(1) — L,(p) jest wazong warunkows wartoscia
oczekiwana (z dodatnia waga). Stosujac Lemat 4.16 do obrazu operatora E
mozemy wybra¢ h € E(L,(1)) o maksymalnym nosniku. Na mocy Wniosku
4.17 mozemy zatozyé¢, ze h > 0, jesli operator E jest dodatni. Rozwazmy
przestrzen z miarg skoficzona (B, Fg, ), gdzie miare ju, := |h[Pu rozumiemy
nastepujaco

[ &y = [ el
B B
Zdefiniujmy operator ograniczony P € B (L, (B, Fg, pt,)) Wzorem

E(kh)
h

Operator ten jest dobrze okreslony poniewaz na B funkcja h # 0. Zauwazmy
nastepnie, ze taki operator jest kontraktywnym idempotentem zachowujacym
funkcje xp. Rzeczywiscie, poniewaz E na swoim obrazie dziala jak identycz-
nos¢ to

Pk =

P’k = P(Pk) = P <E(:h)> _r (E;Zh)h) - E(Eh“h) - E(}'jh) — Pk,

Nastepnie rozwazmy dziatanie operatora P na funkcje xp. Zauwazmy, ze xp
jest funkcja charakterystyczna h zatem
E(xgh) _ E(h)

P = g et .
XB h h XB

Pozostaje zbadaé¢ norme operatora P. Korzystajac ze sposobu w jaki zdefinio-
waliSmy miare 1, mamy

E(kh)|"
1Prll,, = [ 1PsPdn, = [ =522 diy = [ (B Pdp

= 1B < lIwhll; = 1517 ,)-

Na mocy Twierdzenia 4.9 istnieje o-podalgebra M C Fp (z elementem mak-
symalnym B), taka ze P jest warunkowa wartoscia oczekiwana wzgledem M w
przestrzeni L,(B, Fg, itp). Innymi stowy, dla kazdej funkcji x € L,(B, Fg, 1)
zachodzi nastepujacy warunek

P, — P
[ (Pr)laran = [ wlnpap

dla kazdego A € M.
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Funkcje (Pk)|h|?, k|h|P mozemy traktowaé jako elementy przestrzeni Ly (€2, F, i)
(zerujace sie poza B). Wtedy, stosujac operator warunkowej wartosci oczeki-
wanej EM : Ly(u) — Li(p), powyzszy warunek mozna réwnowaznie zapisaé

EM ((Pr)|h|") = EM (s]A") .

Korzystajac dodatkowo z M-mierzalnosci funkcji P(x) mamy (Pr)EM(|h[P) =
EM(k|h?|) Tub réwnowaznie

M p
P = B (sIR7])
EM([A[?)
Zauwazmy, ze jeSli £ € L,(Q, F, 1), to k := % € L,(B, Fg, 1) istad wyjéciowy
rzut E dany jest wzorem
B (§h)
E¢ = E(&xp) + E(Exn) = h—— + B(&xw)
_wp (¢ + E(&xs) = hiEM (il1p) + E(xs)
h 7 EM([A[?) v

Pozostaje kwestia wykazania, ze sktadnik E(&xp/) znika. Wykorzystamy tu
zatozenie, ze p > 1. By uprosci¢ notacje zatézmy, ze supp({) C B’. Niech
e > 0. Z faktu, ze E jest odpowiednio liniowym idempotentem, kontrakcja
oraz supp(FE¢) Nsupp(§) = (), mamy

(+ep [ 1BePdn= [ B¢+ eBePdy = [ |B(EE + e)dn

< [ 1B+ stdp = [ |Bepdp -+ [ fePdu.
Q Q Q

Stad
(I+e)P—1
S [Egrdn < [ JePdn.
£ Q Q
Jezeli p > 1, to wyrazenie (Hz# dazy do nieskonczonosci, przy € dazacym
do zera. Wynika stad, ze ¢ = 0, co konczy dowod twierdzenia. |

Whiosek 4.19. Niech p € (1,00) \ {2}. KaZda podprzestrzen przestrzeni
L,(1), na ktorg istnieje rzut kontraktywny jest postaci

RL,(|hPu|pm) == {h& € Ly(p) : € jest M-mierzalna} C L(p)
1 na kazdg takq przestrzen istnieje doktadnie jeden rzut kontraktywny.

DowOD. Latwo jest sprawdzié, ze obraz rzutu Ei, to przestrzen hL,(|h[Pul ).
Jezeli E jest jakim$ kontraktywnym rzutem na te podprzestrzen, to na mocy
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dowodu Twierdzenia 4.18 otrzymujemy, ze E = Ehx/‘/, gdyz h jest elemen-
tem o maksymalnym nosniku w hL,(|h[Pp|r). Natomiast M jest pewnym
o-podciatem z elementem maksymalnym supp(h) takim, ze hL,(|h[Pu|pm) =

hLy(|h|Pul ). Stad z dokladnoscia do zbioréw miary zero rodziny M i M

muszg si¢ pokrywac. Dokladniej dla kazdego zbioru A € M istnieje B € M
taki, ze A £ B i na odwrét, dla kazdego B € M istnieje A € M taki, ze

A% B. Stad EM = EM. n

Whiosek 4.20. Niech p € (1,00) \ {2}. Operator E : L,(pn) — L,(u) jest
rzutem kontraktywnym wtedy i tylko wtedy, gdy jest izometrycznie sprzezony z
warunkowq wartoscig oczekiwang.

DowOD. Wynika natychmiastowo z Twierdzenia 4.18 i Stwierdzenia 4.14. W

Na koniec, jako wniosek z dowodu Twierdzenia 4.18 skomentujemy przypa-
dek, gdy p = 1. Wtedy, jak zauwazyt Douglas [9], opis kontraktywnych rzutéw
wymaga pewnej poprawki.

Twierdzenie 4.21 (Charakteryzacja rzutéw kontraktywnych w Ly, Douglas,
1965). Operator E : Li(p) — Ly(p) jest rzutem kontraktywnym wtedy i tylko
wtedy, gdy

E=E"+V,

gdzie V' jest kontrakcjq takq, ze V. = V Xguppny, tnnymi stowy operator V.
nie jest zerem na dopetnieniu nosnika h oraz obraz V jest zawarty w obrazie
EM (réwnowaznie V = Xsupp(h) V' oTaz % jest M-mierzalna dla kazdego & €

La(p)).

DowoéD. Jesli E = EM4-V | gdzie V jest kontrakeja z wlasnosciami opisanymi
w tezie, to tatwo sprawdzié, ze F jest rzutem kontraktywnym (w szczegdlnosci
mamy V? = 0). Na odwrét jezeli E : Li(u) — Li(p) jest dowolnym rzutem
kontraktywnym, to z dowodu Twierdzenia 4.18 wiemy, ze

E¢ =Ey"(&) + E(¢éxm),

gdzie czton E({xp) znikal dla p > 1. Dla p = 1 definiujac V¢ := E({xp)
otrzymujemy teze. |

Whiosek 4.22. Kazda podprzestrzeri przestrzeni Ly (1), na ktdrg istnieje rzut
kontraktywny jest postaci

RLy(|h|p|am) == {hE € Li(p) : € jest M-mierzalna} C L(u)

i wszystkie rzuty kontraktywne na te podprzestrzen sq postaci Ept+ V| gdzie
V' =V Xsupp(ny 0raz obraz 'V jest zawarty w obrazie E{L‘A
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Przyklad 4.23. Rozwazmy F? = (,({1,2}) z norma ||(z,v)|1 = |=| + |y|.
Dla kazdego A € F, |A\| < 1. Operator T : F? — F? dany wzorem T)(z,y) =
(x4 X-y,0) jest kontraktywnym rzutem. Tutaj Ty = EM gdzie M := {0, {1}}
oraz dla V) (x,y) := (Ay,0) mamy

T\=Ty+ Vs =EM+V,.

W szczegodlnosci, T jest wazona warunkowsa wartoscia oczekiwang wtedy i
tylko wtedy, gdy A = 0.



Rozdziat 5

Izometrie czeSciowe w
przestrzeniach L,

W tym rozdziale zrealizujemy temat pracy i opiszemy izometrie czgsciowe w
przestrzeniach L,, p > 1. Elegancki, kompletny opis otrzymamy w przypadku,
gdy p € (1,00) \ {2} oraz dla dodatnich izometrii , gdy p > 1. Scharakteryzu-
jemy rowniez aksjomatycznie przestrzenne izometrie czesciowe wprowadzone
przez Phillipsa [23] i rozwazane ostatnio przez wielu autoréw (patrz [8, 11]).
W tym celu wykorzystamy strukturalne twierdzenia opisujace kontrak-
tywne rzuty z poprzedniego rozdziatu oraz Twierdzenie Banacha-Lampertiego
opisujace izometrie pomiedzy przestrzeniami L,. Zaczniemy od szczegélowego
oméwienia tego ostatniego twierdzenia wraz z pelnymi dowodami.

5.1 Twierdzenie Banacha-Lampertiego

W swojej klasycznej monografii [2], Stefan Banach stwierdzit, ze odwracalne
izometrie na przestrzeniach L,[0, 1] dla p # 2, sa wazonymi operatorami kom-
pozycji z odwracalnymi odwzorowaniami mierzalnymi. W tym podrozdziale
przedstawimy peten dowdd charakteryzacji izometrii w przestrzeniach L, (1) z
pracy Lampertiego [17], jako pewnego uogdlnienia wazonych operatoréw kom-
pozycji. W tym rozdziale (Q,,F,, 1) oraz (2,,F,,v) beda przestrzeniami z
miarami skonczonymi. Jednym z zabiegéw, ktére zastosowal Lamperti, byto
zastapienie odwzorowania mierzalnego ¢ : €, — €, przez ogélniejsze pojecie
odwzorowania migdzy o-algebrami ® : F, — F,. Pojecie to wystepujace w
pracy Lampertiego pod nazwa reqular set isomorphism —tu bedziemy nazywac
monomorfizmem przestrzeni z miarg.

Uwaga. W ponizszym rozdziale rownosc¢ zbioréw wzgledem miary p bedziemy
rozumieli w nastepujacy sposéb A £ B <= u(AAB) = 0.

Definicja 5.1 (Morfizmy). Morfizmem z przestrzeni (€, F,, ;) W przestrzen
(Qy,, F,,v) nazywaé bedziemy odwzorowanie ¢ : F, — F, spelniajace naste-
pujace warunki

54
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(1) ANB=0 = ®(A)Nd(B) £0,
(2) {A,}2, C F, i parami roztaczne = & (U2, A,) £ 2, ®(4,),
(3) ¥(A) =0 = u(®(A)) =0,

dla dowolnych zbioréw A, B € F,. Jesli implikcje w warunku (3) zastapimy
rownowaznoscig, czyli dla kazdego A € F, zachodzi warunek

(4) v(4) =0 < p(®(A)) =0,

to mowimy, ze morfizm ® jest monomorfizmem. Jezeli dodatkowo zachodzi
warunek, ze

(5) dla kazdego B € F, istnieje A € F, taki, ze ®(A) £ B,
to monomorfizm ® bedziemy nazywac izomorfizmem.

Uwaga 5.2. Przy zalozeniu (2), warunek (1) jest réwnowazny warunkowi
B(Q)\ ®(A) £ (2 A), ktéry wystepuje w oryginalnej definicji z pracy [17].
Warunek (3) implikuje, ze odwzorowanie ® faktoryzuje sie wzorem

[@][A] == [®(A)],  AeF,

do o-addytywnego odwzorowania [®]| : F,/» — F,/x o-zupeinych krat Bo-
ole’a. Odwzorowanie [®] jest injektywne wtedy i tylko wtedy, gdy ® jest mo-
nomorfizmem. Morfizm @ jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy [®] jest
izomorfizmem krat Boole’a.

Przyktad 5.3. Niech ¢ : (2, — ), bedzie odwzorowaniem mierzalnym. Wzér
O(A) =¢ ' (4), A€F,

definiuje odwzorowanie ® : F, — F,, spelniajace warunki (1), (2) w Definicji
5.1. Natomiast warunek (3) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy odwzorowanie
@ jest nieosobliwe co rozumiemy jako absolutna cigglo$¢ miary v wzgledem
miary pop !, gdzie pop (A) := u(p~(A)) jest miarg na przestrzeni mierzal-
nej (£2,, F,) nazywana popchnieciem lub tez transportem miary p za pomoca
odwzorowania ¢. W szczegolnosci @ jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy,
gdy v ~ o=t Jedli dodatkowo odwzorowanie ¢ jest odwracalne i odwzoro-
wanie odwrotne jest mierzalne, to ® jest izomorfizmem. Zauwazmy na koniec,
ze dla nieosobliwego ¢ operator kompozycji

T,:=Cop

jest poprawanie okre$lonym operatorem liniowym T, : M(v) — M(p) na
przestrzeniach funkcji mierzalnych (gdzie utozsamiamy funkcje réwne sobie
prawie wszedzie).
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Chcac zdefiniowaé operator kompozycji dla dowolnego morfizmu @ : F,, —
F,. bedziemy postepowac w nastepujacy sposob. Po pierwsze wprost z warun-
kow Definicji 5.1 wynika, ze wzor

N N
TCD (Z anXAn> = Z a’nX(I)(An)
n=1 n=1

poprawnie definiuje dodatni operator liniowy Ty : S(v) — S(u), na prze-
strzeniach funkcji prostych S(v), S(u) (gdzie utozsamiamy funkcje réwne sobie
prawie wszedzie). Operator T @ S(v) — S(u) jest injektywny wtedy i tylko
wtedy, gdy @ jest monomorfizmem oraz odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy
® jest izomorfizmem. Operator Ty : S(v) — S(u) przedtuzamy na wszystkie
funkcje mierzalne w nastepujacy sposéb. Dla nieujemnej funkcji mierzalnej
¢ € M(v) mozemy wybraé niemalejacy ciag {£,}°2, C S(v) zbiezny punk-
towo do £. Wtedy ciag {T€,}5°, C S(u) jest réwniez niemalejacy, a zatem
zbiezny do funkcji z M (p). Ktadziemy

Te& = 711er010 TéE,.

Argument analogiczny do tego w Twierdzeniu Lebesgue’a o zbiezno$ci mono-
tonicznej pokazuje, ze definicja ta nie zalezy od wyboru ciagu {&,}22 ;. Dla do-
wolnej funkeji £ € M (v) ktadziemy To€ := Toé™ — To& . W ten sposob otrzy-
mujemy poprawnie okreslony operator liniowy T, : M (v) — M (u). Szczegbty
zostawiamy czytelnikowi (patrz tez [23, Proposition 5.6]).

Przyklad 5.4. Jezeli ®(A) = ¢~ '(A), A € F,, dla pewnego odwzorowania
¢, — Q,, jak w Przyktadzie 5.3, to Tp = T, jest operatorem kompozycji
z odwzorowaniem ¢ (wynika to z réwnosci x4 © ¢ = Xy-1(4))-

Wazonym operatorem kompozycji bedziemy nazywaé operator hlg : M(v) —
M (p) postaci

(hTy)€ = h - Teé,

gdzie h : Q, — F jest pewna mierzalng funkcja liczbows. Sformutujemy teraz
warunek charakteryzujacy kiedy takie operatory obcinajg si¢ do izometrii,
hTe : L,(v) — L,(p). W tym celu skorzystamy z pojecia cofniecia v o &1
miary v za pomocg morfizmu ® opisanych w nastepujacym lemacie.

Lemat 5.5. Dia dowolnego morfizmu ® : F, — F, wzor
vo® 1(B):=wv(A), gdzie BE ®(A),

okresla miare na o-ciele ®(F,) := {B € F,,: B£ ®(A), A € F,} » elementem
maksymalnym ®($2,). Jezeli ® jest monomorfizmem, to miary v o ®~1 oraz
M|<I>(ﬂ) sg rownowazne.
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DowOD. Rodzina ®(F,) jest o-cialem, bo ® zachowuje z doktadnoscia do
zbioréw miary zero rdéznice i przeliczalne sumy (por. Uwaga 5.2). Warunek
(2) w Definicji 5.1 implikuje o-addytywnos¢ funkcji v o @1, Warunek (3) w
Definicji 5.1 gwarantuje, ze A £ B implikuje ®(A) £ ®(B). Czyli funkcja
vod~l:®(F,) — [0,00) jest poprawnie okreglona, a zatem jest miara. Jesli
zachodzi warunek (4), to A £ B wtedy i tylko wtedy, gdy ®(A) £ &(B), co
oznacza, ze v o ®~! jest réwnowazna mierze fis . .- [ |

Stwierdzenie 5.6. Niech p € [1,00). Dla dowolnego monomorfizmu ® : F, —
F,. oraz funkcji mierzalnej h : Q, — F spetniajgcych warunek

B dy o @1

EP(Jhl) = dpler,)

(5.1)
wazony operator kompozycji W1y @ L,(v) — L,(1) jest poprawnie okreslong
1zometriq.

DowoD. Niech ¢ := N a,x4,, gdzie {A,}_, C F, sa parami rozlaczne.
Wtedy {®(A,)})_, C F, sa parami roztaczne z dokladnoscia do zbioréw

n=1
miary zero. Stad

N
> anhxea,)

hTs&|P :/
Iitacly = |, |3
N —1 N
(5.1) p/ dvod®™ , _ Py o -l
o a —du = anlP (v o ® (A,
n§:1:| | o) iy, n§:1:| 1 N(P(Ar)))

N N N
= Y lav(4) = 3 [ lanlxadi = [ 3 Janxa, Pdp
n=1 n=1 v

v n=1
= (€[}

Zatem hTy : S(v) — Ly(p) jest izometria, a wigc jednoznacznie przedtuza sie
do izometrii hTy : L,(v) — L,(p). Jako ze zbieznosé monotoniczna pociaga za
soba zbiezno$¢ w p-tej normie, przedtuzenie to musi si¢ pokrywaé z obcigciem
operatora hTg : M(v) — M(p). [ |

P N
dp = anp/ R du
ngl| | @(An)| |

“w

Uwaga. W warunku (5.1) implicite zakladamy, ze funkcja h jest catkowalna
w p-tej potedze. Mozemy tu, bez straty ogodlnosci zatozy¢, ze h zeruje sie poza
zbiorem ®(£2,). Ponadto h # 0 na zbiorze ®(Q,) p-prawie wszedzie, gdyz
pochodna Radona-Nikodyma % jest Scisle dodatnia p-prawie wszedzie,
co wynika z faktu, ze ® : F, — ®(F,) jest izomorfizmem.

Twierdzenie Lampertiego [17] méwi, ze kazda izometria miedzy przestrze-
niami L,, dla p # 2, jest operatorem h1y opisanym w powyzszym stwierdze-
niu. Kluczowym krokiem w dowodzie tego twierdzenia jest fakt, ze analogon
tozsamosci rownolegtoboku w przestrzeniach L, dla p # 2, zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy nosniki rozpatrywanych funkcji sa roztacznymi zbiorami.
Ogodlnie zachodzg tylko nieréwnosci, zwane nieréwnosciami Clarksona [6, ?].
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Twierdzenie 5.7 (Nieréwnosci Clarksona). Niech (£, F, 1) bedzie przestrze-
nig z miarg © niech §,m € Ly(p). Jesli p € (2,00), to zachodzi nieréwnosé

2[1E M5 + [lnllp) < & +nlly + 1€ = nll5-

Przy czym rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy & -n £ 0.
Dlap € (1,2) zachodzi stwierdzenie analogicznie z tq réznicq, ze nieréwno$é
zachodzi w przeciwng strone.

Dla wygody czytelnika dow6d Twierdzenia 5.7 zamiesciliSmy w dodatku A,
gdzie rozwazalismy ogdlne miary (Clarkson w [6] rozwazal miare Lebesgue’a).
Teraz jestesmy gotowi udowodni¢ Twierdzenie Lampertiego.

Twierdzenie 5.8 (Lamperti, 1958). Niech p # 2. Operator U : L,(v) —
L,(p) jest izometrig liniowq wtedy i tylko wtedy, gdy U = hly jest wazonym
operatorem kompozycji, gdzie morfizm ® : F, — F, oraz funkcja mierzalna
h:Q, —TF spelniajg (5.1).

DowODp. W $wietle Stwierdzenia 5.6 potrzebujemy pokazaé, ze dla dowolnej
liniowej izometrii U : L,(v) — L,(u) istnieje morfizm & : F, — F, oraz
funkcja mierzalna h : Q, — F spelniajace (5.1), takie ze

Uxa = hxan), AeF,.
Ustalmy izometri¢ U i zdefiniujmy odwzorowanie ® : F,, — F,, nastepujaco
O(A) :={x: Uxa(z) # 0}, AeF,.

Formalnie rzecz biorac ®(A) zalezy od wyboru reprezentanta klasy Uy, ale
nie prowadzi to do nieporozumien — wszystkie ponizsze rownosci dla zbiorow
nalezy rozumie¢ jako réwnosci z doktadnoscig do zbiorow miary zero. Pokaze-
my, ze funkcja ® spelia warunki Definicji 5.1:

(1). Niech A, B € F, beda zbiorami roztacznymi. Wtedy x4 - xg = 0, co
na mocy twierdzenia Clarksona jest rownowazne réwnosci

ea + x5+ Ixa = xs12 =2 (Ixalls + IxsllE)

Poniewaz U jest liniowa izometria, to powyzsza réwnosé¢ zostanie zachowana
po dziataniu operatorem U, co prowadzi do réwnosci

1Ux4+ Uxsl? + 1Uxa = Uxall =2 (|Uxall2 + [Uxs?) -

Stosujac do tej réwnosci twierdzenia Clarksona otrzymujemy, ze Ux 4Uxpg = 0,
czyli ®(A) N ®(B) £ 0. To dowodzi warunku (1) z Definicji 5.1.
(2). Korzystajac z (1) dla pary zbioréw roztacznych A, B otrzymujemy, ze

(AU B) ={z : Uxaup(z) # 0} = {z : U(xa + x)(z) # 0}

={z: Uxa(z) + Uxgp(z) # 0}
={z: Uxa(z) A0} U{x: Uxp(z) # 0} = ®(A) U &(B).
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Indukeyjnie mozna wykazac¢ stusznosc tej wtasnosci dla skonczonej liczby zbio-
row parami roztacznych. W kolejnym kroku uogoélnimy te wtasnosé dla ciagu
{A,}°2, C F, zbioréw parami roztgcznych. Wtedy XY 4, ya XU, xan?
co wraz z Twierdzeniem Lebesgue’a o zbiezno$ci monotonicznej implikuje, ze
Lp LP
XU 4, 7 XU van Stad le_livzl A, UX|_|Z°:1XAn' Zatem na mocy
Twierdzenia Riesz’a istnieje podciag {U X[ ¥ 122, zbiezny prawie wszedzie
n=1""

do UX|_|°°=1XAn' Stad
0 ([4) = o Uz, a0 £ 0 = o Jim Uy, (0) £0)
n=1 n=1

= U (Vs Unpe, @ #00 = U 1 #(] 4)

m=1k=m m=1k=m
) oo Ng oo Np o0

=U N UeA)=U U eMA) = U 24,
m=1 k=mn=1 m=1n=1 n=1

i ® spelia warunki (1), (2) z Definicji 5.1.

(3). Jezeli v(A) = 0, to [Uxall, = llxall, = 0 ze wzgledu na zatozenie o
izometrycznosci U, stad ®(A) = {z : Uxa(x) # 0} jest zbiorem miary p-zero.
W druga strone, jezeli u(®(A)) =0, to 0 = [|[Uxall = ||xall, czyli v(A) = 0.

Wykazalismy, ze ® jest morfizmem. Zdefiniujmy funkcje h wzorem

h = Uxaq,.

Dla kazdego zbioru A € F, zachodzi h = Uxa + Uxq,\a, ze wzgledu na
roztgcznosé zbioréw A i Q, \ A. Ponadto Uxa i xa(a) sa rézne od zera na
takich samych zbiorach. Zatem

Uxa = Uxaxaa) = (Uxa + Uxa,\a)Xaa) = hxa) = hTaxa.

Stad U = hTg na przestrzeni funkcji prostych S(v) . Poniewaz funkcje proste

stanowig podzbior gesty w przestrzeniach L,, to hTs przedtuza si¢ jednoznacz-

nie do operatora ograniczonego na L,(v) i wtedy U = hTg na Ly(v).
Pozostaje sprawdzi¢ warunek (5.1). Dla dowolnego A € F, mamy

PPdp= [ hxaenldp = [ 1UxalPdp = 0xall = xally = #(A),
Sy = [ Pl = [ 10Xl = [0l = Ixally = #(4)

Przypomnijmy, ze v-miara zbioru A jest réwna v(A) = vo ®~H(P(A)). Zatem
korzystajac z Twierdzenia Radona-Nikodyma mamy

dvo®d!
[ Ipdp=voo @) = [ dvoet= [ 2% gy
®(A) ®(A) o(4) dpt|a(F,)

Dowodzi to warunku (5.1). [
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Jesli ograniczymy sie do dodatnich izometrii, to powyzsze twierdzenie za-
chodzi rowniez w przypadku p = 2. Wydaje sie, ze w literaturze nie rozwaza
sie tego przypadku (tak jak to zrobil Ando z rzutami kontraktywnymi). Dla
naszego wywodu jednak wydaje si¢ to naturalne. W przypadku p = 2 zamiast
tozsamosci rownolegtoboku mozna zastosowaé Twierdzenie Pitagorasa, ktore
dla nieujemnych funkcji zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy nosniki funkcji sa
roztaczne.

Lemat 5.9. Jesli £, € Lao(p) sq nieujemne, to ||€+nll3 = ||€]13 + ||n||3 wtedy
i tylko wtedy, gdy &€ -1 £ 0.

Dowo6D. Dla nieujemnych funkcji, € - n £ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy &Ln.
Zatem teza wynika z Twierdzenia Pitagorasa. ]

Twierdzenie 5.10. Dla dowolnego p € [1,00). Operator U : L,(v) — L,(u)
jest dodatnig izometrig wtedy 1 tylko wtedy, gdy U = hTs jest wazonym ope-
ratorem kompozycji, gdzie waga h jest nieujemna i spetnia (5.1).

DowoOD. Jako ze Ty jest dodatni, to jasne jest, ze hTp jest operatorem do-
datnim wtedy i tylko wtedy, gdy h > 0 na ®(Q2,) (poza tym zbiorem wartosci
h nie maja znaczenia). Zatem dla p # 2 teza wynika z Twierdzenia 5.8. Dla
p = 2 teza wynika z dowodu Twierdzenia 5.8, gdzie w dowodzie whasnosci (1)
morfizmu ¢ zamiast Twierdzenia Clarksona mozna zastosowa¢ Lemat 5.9. W

Teraz zastosujemy powyzsze twierdzenie do charakteryzacji izometrii od-
wracalnych, co doprowadzi nas do dowodu twierdzenia Banacha dla takich
izometrii na przestrzeni L,[0, 1].

Twierdzenie 5.11 (Banach-Lamperti). Operator U : L,(v) — L,(u), dla
p € [1,00), jest dodatnig odwracalng izometrig wtedy i tylko wtedy, gdy

1
dvod1\7»
U=Us:= <”;> To.
14

gdzie ® : F, — F, jest izomorfizmem przestrzeni z miarq. Jezelip # 2, to U
jest odwracalng izometrig (niekoniecznie dodatnig) wtedy i tylko wtedy, gdy

dvod-1\7
U:wU@:w(W) Ty,
dp

gdzie w : Q, — {z € F : |z| = 1} jest odwzorowaniem mierzalnym.

DowoéDp. 7<”. Jedli @ : F, — F, jest izomorfizmem, to ®(F,) = F, 1 wtedy
dyo®—!

) czyli

funkcja mierzalna h spetnia (5.1) wtedy i tylko wtedy, gdy |h|P =

wtedy i tylko wtedy, gdy
h=uw (dy ° (p_l);
dp
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dla pewnej funkcji mierzalnej w : 2, — {z € F : |z| = 1}. Zatem na mocy

Twierdzenia 5.8 (w zasadzie Stwierdzenia 5.6) wzér U = w (d"oq’ )” Ty de-
finiuje izometrie i izometria ta jest dodatnia wtedy i tylko wtedy, gdy w = 1,
czyli gdy U = Us. Jasnym jest, ze mnozenie przez w jest odwracalng izo-
metria (mnozenie przez w jest jej odwrotnoscia). Zatem zeby wykazaé, ze
izometria U jest odwracalna wystarczy pokazac¢, to dla izometrii dodatniej

1
-1\ 5 . . « . s .
Up = (%)P Ty. Korzystajac z zatozenia o surjektywnosci odwzorowa-
nia ® mozemy je odwrécié, tzn. istnieje izomorfizm @' : F, — F,, gdzie

O~H(P(A)) := A, dla A € F,. Zarem mozemy rozwazy¢ izometrig

1
dpo®\ "
Uqﬂ:( e ) Tyt

dv

Sprawdzimy, ze UgUs-1 = 1. Najpierw zauwazmy, ze

Ty (d‘m@): di__ (5.2)

dv dy o d—1

Rzeczywiscie, z konstrukeji Samuelsa [28] pochodnej Radona-Nikodyma (patrz
tez [29]), wiemy ze d’l‘i—z@ jest granica wstepujacego ciggu funkeji prostych posta-
&, => %‘X@w gdzie na zbiorze G, mamy %uo@ <v< %IU,O(I).
W szczegdlnosei na zbiorze ®(G,,y) mamy kz—:lu <vo®~' < 2y Stad

duo® o d(G, d
Te ( a ) = lim T%&, = lim Z H (Gnr) CXO(Gpy = H
k

dl/ n—oo n—o00 ( ) dy O CI) 1

Zatem

1
dy od! dipo®\?

1
vod~ du P
( ) (d,,oq>-1) It

=1.

7= Niech U bedzie izometria odwracalng oraz p # 2 (odpowiednio U jest
dodatnia). Na mocy Twierdzenia 5.8(odpowiednio Twierdzenia 5.10) mamy
U = hTs, gdzie morfizm ® : F, — F, oraz funkcja mierzalna h : Q, — F
spehiaja (5.1) (odpowiednio h > 0). Zeby dowieéé tezy wystarczy pokazaé, ze
¢ : F, — F, jest izomorfizmem (wtedy h musi by¢ odpowiedniej postaci). W
tym celu wykorzystamy znany fakt, ze dla miar skonczonych istnieja suprema
mierzalne dowolnej (niekoniecznie przeliczalnej) rodziny zbioréw (patrz [29]).
Przez supremum mierzalne rodziny A C F, rozumiemy zbiér sup A € F, taki,
ze
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(1) v(A\sup.A) =0 dla kazdego A € A,

(2) dla kazdego B € F, takiego, ze v(A\ B) = 0 dla kazdego A € A,
zachodzi v(sup A\ B) = 0.

Zbior sup A jest wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscia do zbioréw v-miary
zero. Zauwazmy, ze

(A) = {z: Uxa(z) # 0} = {supp(Uf) : supp(f) C A, f € L,(v)}, A€ F,.

Zatem naturalnym kandydatem na odwzorowanie odwrotne jest odwzorowanie
v F, — F, dane wzorem

U(B) = Sup{supp(U_lg) :supp(g) € B,g € L,(1v)}, B € F,.

Czyli ¥(B) jest supremum mierzalnym rodziny nosnikéw funkcji postaci U~ lg
gdzie g € Ly(p) ma nosnik zawarty w B. Dla dowolnego B € F,, mamy

(¥(B)) = sup{supp(U f) : supp(f) € ¥(B), f € Ly(v)}
= sup{supp(U f) : supp(f) C supp(U 'g),supp(g) € B}
= sup{supp(UU g : supp(g) C B}
= sup{supp(g) : supp(g) € B} = B.
Pierwsza réwno$é jest konsekwencjag zdefiniownia ® jako odwzorowania z F,, w
F., druga wynika z przyjetej definicji odwzorowania W, a pozostate sg konse-
kwencja wtasnosci supremum mierzalnego. Istotne jest, ze wszystkie rownosci

zachodzg z dokladnoscia do zbioréw miary zero. Stad i z dowolnosci wyboru
zbioru B otrzymujemy teze, co konczy dowdd twierdzenia. |

Przyklad 5.12. Rozwazmy (,({1,2}) = F? z norma ||(z,y)|, = ¢/|z|? + |y|?.
Kazda odwracalna izometria U : £,({1,2}) — £,({1,2}) dla p # 2 jest postaci

MO 0 A
(55) o ()

gdzie |A\;| = |X2] = 1. Natomiast dla p = 2 wszystkie odwracalne izometrie sg
postaci
; b
Uze’“"( “ ) laf? + [b]2 = 1.
-b a

Zatem jezeli U nie jest operatorem dodatnim, to U nie jest postaci wUs.

5.2 Izometrie czesciowe w przestrzeniach L,

W tym podrozdziale oméwimy izometrie czesciowe T : L,(v) — Ly(p) w
rozumieniu Definicji 2.6, gdzie (9, F,, p) oraz (€, F,,v) sa przestrzeniami



CZESCIOWE IZOMETRIE 63

z miarami skoniczonymi. Przypomnijmy, ze jezeli T' i S sa wzajemnie sprze-
zonymi izometriami czesciowymi na przestrzeni Banacha, to na ogét S nie
jest jednoznacznie wyznaczone przez T (patrz Przyktad 2.10), a co gorsza
izometrie nie musza by¢ izometriami cze$ciowymi (patrz Przyktad 2.9). Za-
czniemy od wykazania, ze patologie te nie majg miejsca w przestrzeniach L,
dla p € (1, 00).

Twierdzenie 5.13. Niech p € [1,00). Kazda liniowa izometria U : L,(v) —
L,(1) jest izometrig czesSciowq. Ponadto, jezeli p # 2 lub U jest operatorem
dodatnim, to kazda izometria U jest postact hTy gdzie ® : F, — F,, jest mor-
fizmem, h: ®(Q,) — F\ {0} funkcjg mierzalng spetniajgcq (5.1) (i nieujemng
jesli U jest dodatni), a wzor

Ei(f”)g dpo ® o +p—1
*e — (F) (eR?
Ug_Tq>1( . =~ —Tp-1E (gh )
definiuje izometrie czesciowg U* : L,(u) — Ly(v) sprzezona z U. Dla p >
1, U* jest jedyng izometrig czesSciowq sprzezong z U. Dla p = 1 kazda ko-
1zometria sprzezona z U jest postaci

. Ecb(fu) +V
Up = T =2,

gdzie V.=V Xsupp(ny 0raz obraz V' jest zawarty w obrazie ]E;{:(F”).
DowOD. Na mocy Twierdzen 5.8, 5.10 mamy U = hTy, gdzie ® i h spelniaja
(5.1) (oraz h jest nieujemna o ile U jest dodatni). Jako ze ® jest monomorfi-
zmemn, to Ty : M(v) — M(p|o(z,)) jest operatorem odwracalnym. Operatorem
odwracalnym jest rowniez To-1 : M(plor,)) — M(v), gdzie @71 : O(F,) —
F.,. W szczegélnosci, obraz izometri U to przestrzen hL,(|h|Pilsr,)) € Lp(i),
ktora jest izometrycznie izomorficzna z przestrzenia L,(|h|Pit|s(z,)) (ten izo-
morfizm to f — f/h). Na mocy Twierdzenia 2.7 izometrie cze$ciowe sprzezone
z U sa w bijektywnej odpowiedniosci z kontraktywnymi rzutami na te prze-
strzen. Jesli p > 1, to Eg(f”) jest jedynym rzutem kontraktywnym na obraz
U (patrz Wniosek 4.19). Stad, istnieje dokladnie jedna izometria cze$ciowa
sprzezona z U i musi ona by¢ dana wzorem
1 1 h

. B L me(F) — =
U8 = Ton g B0 = To iy ()

. d 1\ (52) dpo ® -
6D | e go,) () @ oLy gewm) (g,
dv

B (eR7)

dv o @1
Dla p = 1, wszystkie rzuty kontraktywne na obraz izometrii U = hTy sa
postaci Ef(f”) +V, gdzie V. = V xqupp(ny Oraz obraz R(V) C R(Ef(ﬂ)) =
hLy(|h|P1t|ecr,)) (patrz Wniosek 4.22). Zatem na mocy Twierdzenia 2.7 kazda
izometria cze¢sciowa sprzezona z U jest postaci Uy, = Tp—1 %(Ef(ﬂ) +V). 1
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Uwaga. Powyzsze twierdzenie daje doktadny opis wszystkich ko-izometrii w
przestrzeniach L,(u) dla p € [1,00) \ {2}, oraz wszystkich dodatnich koizome-
trii w przestrzeniach L,(p) dla p € [1, 00).

Whiosek 5.14. Izometria U : Li(v) — Ly(un) posiada doktadnie jedng ko-
1zometrie sprzezong wtedy 1 tylko wtedy, gdy U jest operatorem odwracalnym.

DowoOD. Jesli U jest operatorem odwracalnym, to zachodzi ogélny fakt (patrz
Whiosek 2.8). Jesli U nie jest odwracalana, to U = hTg, gdzie supp(h)’ ma
niezerowg miar¢. Zatem istnieje niezerowy operator V', taki ze Uy, jest koizo-
metrig sprzezong z U. |

Whniosek 5.15 (por. Twierdzenie 4 w [1]). Niech p € [1,00). Domknieta
podprzestrzen, MM C L, (p) jest obrazem kontraktywnego rzutu wtedy i tylko
wtedy, gdy M jest izometrycznie izomorficzna z pewng przestrzeniq Ly,.

DowOD. Dowdd jest dobrze znany, gdy p = 2. Zalézmy wiec, ze p # 2.
Jesli istnieje kontraktywny rzut na 91, to 9 jest izometrycznie izomorficzna
z przestrzenig L,, na mocy Wnioskéw 4.19 i 4.22. Ponadto, z wnioskéw tych
wynika, ze taki rzut jest doktadnie jeden wtedy i tylko wtedy, gdy p > 1 lub
M = Li(u), gdy p = 1. W druga strone jezeli I jest obrazem pewnej izometrii
U: L,(v) = Ly(u), to na mocy Twierdzenia 5.13, UU* jest kontraktywnym
rzutem na M. ]

Kazde dwa rzuty kontraktywne na t¢ sama podprzestrzen sa sprzezonymi do
siebie izometriami czesciowymi. Dla kazdej wtasciwej podprzestrzeni przestrze-
ni L, takich rzutéw istnieje nieskonczenie wiele albo zaden (patrz Wniosek
4.22, por. Przyktad 4.23). Dla p > 1 funkcja |z|P jest $cisle wypukta, co wy-
klucza te patologie, bo dla funkcji Scisle wypuktych nieréwnos$é Jensena jest
ostra dla funkcji nie bedacych w obrazie warunkowej wartosci oczekiwanej
(patrz Twierdzenie 4.3).

Twierdzenie 5.16. Dla p € (1,00), kaZda izometria czesciowa T : L,(v)
L,(1) posiada dokladnie jedng sprzezong izometrie czesSciowq T : L,(u)
L,(v).

DowOD. Zaltézmy najpierw, ze T : L, () — L,(p) jest kontraktwynym rzu-
tem. Wtedy T jest izometrycznie réwnowazny warunkowej wartosci oczeki-
wanej (patrz Wniosek 4.20). Zatem bez straty ogélnosci mozemy zalozyé, ze
T = EM dla pewnego o-podciata M. Operator EM jest jedynym rzutem kon-
traktywnym na obraz L,(pu|am) (patrz Wniosek 4.19). Zatem na mocy Twier-
dzenia 2.7 wystarczy pokaza¢, ze podprzestrzen L,(u|a) jest jedynym dopel-
nieniem jadra rzutu EM, na ktérym EM jest izometrig. To natomiast wynika
z drugiej czesci Twierdzenia 4.3. Rzeczywiscie jesli £ € L,(u) \ Ly(p|m), nie
jest M-mierzalna, to nieréwnosé¢ Jensena |EM(€)[P < EM(|€]P) jest ostra na
pewnym zbiorze o mierze niezerowej. Stad

IEX (@)l = [, EMEFdn< [ EM(eP)die= [ 1€l du = el

—
—
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Zatem EM nie moze byé izometrig na takich elementach. Stad T* = T jest
jedyna czesciows izometria sprzezong z T

Rozwazmy teraz ogdlng sytuacje i niech 51,5y : L,(n) — L,(v) beda
dwiema izometriami czesciowymi sprzezonymi z dowolna izometrig czesciowa

T:L,(v)— Ly(p). Wtedy
(TSQ)(TSl)(TSQ) — TSQ(TSlT)SQ - TSQTSQ — TSQ

i analogicznie (7'Sy)(T'S2)(T'S1) = T'Sy. Czyli rzuty T'S; i T'S; sa wzajemnie
sprzezonymi ze sobg izometriami czgsciowymi. Zatem na mocy pierwszej czesci
dowodu mamy 7T'S; = T'S;. Analogicznie SiT = SyT. Stad S; = 511751 =
S1TSy = 55T 55 = Ss. ]

Teraz przejdziemy do jawnego opisu izometrii czesciowych. W tym celu wpro-
wadzimy nastepujace pojecie.

Definicja 5.17 (Czesciowy izomorfizm). Podprzestrzeniq przestrzeni z mia-
rq (0, Fu, 1) bedziemy nazywaé kazda przestrzen z miarg (M, M, pi|a,),
gdzie M,, C F,, jest o-podciatem z elementem maksymalnym M,,. CzeSciowym
izomorfizmem nazywac¢ bedziemy izomorfizm ® : M, — M,, z podprzestrze-
ni (M,, My, pt|pm,) przestrzeni (€2, F,,v) na podprzestrzen (M,, M, pt|pm,)
przestrzeni (Q,, F,, 11).

Stwierdzenie 5.18. Niech p € (1,00). kazda izometria czeSciowa T : L,(v) —
L,(1), gdy p # 2 lub gdy T jest operatorem dodatnim, jest dana wzorem

EM h,|?

gdzie h, € Ly(v),h, € L,(p), a ® : M — ®(M) jest czesciowym izomorfi-
zmem z (S, F,,v) w (Qu, Fu, 1), elementami maksymalnymi w M i ®(M)
sq odpowiednio supp(h,) i supp(h,) oraz zachodzi warunek

duo® _ EM(|h,J?)

W Toos (nl?) (5:3)

Wtedy izometria czesciowa T* : L, () — L,(v) sprzezona z T jest dana wzo-

Ef(M)(f) h,|P . )
rem T = h,Te—1 “hiu = h,Tp-1E®M) (£ . m) . Jesli T jest

operatorem dodatnim, to jako h, i h, mogg by¢ wybrane funkcje nieujemne.

DowOD. Na mocy Twierdzen 5.16, 2.7, 4.18, jesli T' jest izometrig czesciows,
to istnieje doktadnie jedna przestrzenn M dopetniajaca N(T), na ktorej T jest
izometrig, oraz wybierajac w dowolny sposob funkcje h,, i h,, o maksymalnym
nosniku odpowiednio w M i R(T"), istnieja o-podciata M, C F, i M, C F,
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z elementami maksymalnymi M, := supp(h,) i M, := supp(h,) takie, ze
nastepujacy diagram komutuje

T

LP(V)WhVLpOthleMV) ; Py Lp(| PP 12 pa,,) c Ly(p)
hy -
1/hl,l~ Nll/hu

oY

Lyp(lh[Pv|m, ) —5— Lo([Pul 1t m,,)

gdzie U : Ly(|hu[Pv|m,)) — Lp(|hulPv|m, ) jest odwracalng izometrig. z Twier-
dzenia Banacha-Lampertiego (Twierdzenie 5.11) wynika, ze odwracalna izo-
metria przeksztalca element o pelnym nosniku, na element o petnym nosniku.
W szezegblnosei T'(hy,) jest elementem o maksymalnym nosniku w R(7T'). Za-
tem mozemy tu zaltozy¢, ze

Wtedy izometria U zachowuje funkcje stata. Na mocy Twierdzenia 5.11 jest
to rownowazne temu, ze U = Ty dla pewnego izomorfizmu ¢ : M, — M,
zachowujacego odpowiednie miary, czyli spetniajacego
d(|hyPv) o @7
=1
d|hu|pN|Mu

Korzystajac z definicji pochodnej Radona-Nikodyma mozna sprawdzi¢, ze

d(|h[Pr) o @1 Te(|hy|P) dvo®~!
dlhylPpe| pa,, EMe((hulP)  dplm,

Dwie ostatnie réwnosci daja warunek

dvo® L EM(|h,[P)
dplm,, To(|hy[P)

Ponadto

' EM- (¢h," !
T¢ = hHTq>h7Eﬁf"(f) = h, 1o (W)

. h EM(|hy [P) )

Przez symetrie, dla T* zachodza analogiczny wzoér oraz warunek do (5.4),
gdzie v i u zamienione sa rolami, a ® zmienione jest na ®~!. Zatem ktadac
M = M, otrzymujemy teze. [ |
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Twierdzenie 5.19 (Opis izometrii czeSciowych). Niech p € [1,00). Dla kaz-
dej tréjki (hy, ®,hy), gdzie h, € Ly(u),h, € L,(v) i ® : M — ®(M) jest
czeSciowym izomorfizmem z (Q,, F,,v) w (2, Fyu, 1), a elementami maksy-
malnymi w M i ®(M) sq¢ odpowiednio supp(h,) i supp(h,) i zachodzi (5.3),

wzor
E(€) M 1
U, onst = s (5512 = Tl (¢ 7).

definiuje izometrig czesciowqg U, on,) : Lp(v) — Lp(i), gdzie izometrig cze-
ciowq do mniej sprzezong jest U, o-14,))-

Dlap € (1,00)\{2} kazda izometria czesciowa z L,(v) w L,(p) jest postaci
Uh,,@,n,)- Dla p =2 kazda dodatnia izometria jest tej postaci.

DowOD. Druga cze$é tezy wynika ze Stwierdzenia 5.18. Pierwszg czes$¢ moz-
na sprawdzi¢ wprost, lub odwrécié dowdd Stwierdzenia 5.18 (i skorzystaé ze
Stwierdzen 5.6, 4.14, by zobaczy¢, ze U, @ n,) jest ztozeniem kontraktywnego
rzutu i odwracalnej izometrii na podprzestrzen, na ktérg istnieje rzut kontrak-
tywny) [ |

Wnhniosek 5.20. Niechp € (1,00). Izometria czesciowa T : L,(v) — L,(p) jest
dodatnia wtedy i tylko wtedy, gdy izometria czesciowa sprzezona T : L,(v) —
L,(1) jest dodatnia.

DowOD. Na mocy Twierdzenia 5.19 jesli T jest operatorem dodatnim, to
T = Up,,an,), gdzie hy, > 01 h, > 0, oraz T* = Uy, -1, Latem T™ jest
operatorem dodatnim. [ |

Powyzszy opis izometrii czgsciowych ma potencjalnie wiele zastosowan. Je-
zeli T = U(h,“@,hy) jest izometria czesciows, to mamy opis rzutow 1T = Eﬁ
TT* = ]E%M) 1 sprzezonej izometrii czesciowejT™ = U, ¢-1,p,). Mozna row-
niez wykorzysta¢ powyzszy opis by sprawdzi¢, kiedy ztozenie dwoch izometrii
czesciowej jest izometrig czesciowa. To i wiele innych ciekawych pytan pozo-
stawiamy do dalszych badan.

Na koniec przedstawimy charakteryzacje (pét)przestrzennych izometrii cze-
Sciowych w przestrzeniach L,, pojecia wprowadzonego przez Phillipsa w pracy
[23]. Takie izometrie czesciowe pelnig fundamentalna role m.in. w teorii L,-
algebr Cuntza [23] i L,-algebr grafowych [8] (patrz tez [11], [24]). W tym celu
przypomnimy pojecie L,-rzutu badane przez wielu autoréw (patrz [3], [30]).
Przedstawimy tu krétki dowod bazujacy na naszym opisie rzutéw kontraktyw-
nych i nierownosci Jensena.

Definicja 5.21. Niech V' bedzie przestrzenig Banacha i p € [1, 00). Powiemy,
ze elementy x,y € V sa p-ortogonalne, jezeli ||z + y||P = ||z||? + [|y]|P (czyli
zachodzi p-wersja Twierdznia Pitagorasa). Rzut E € B(V) jest L,-rzutem,
jezeli Ex jest ortogonalne do (1 — E)z dla kazdego x € V, czyli

|z||? = ||Ex||” + ||(1 — E)x|?, dla kazdego x € V.
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W szczegodlnosei Ly-rzuty sa kontraktywne.

Ponizszy fakt jest dobrze znany i w jego dowodzie zazwyczaj wykorzystuje
sie pewne nietrywialne aproksymacje funkcje funkcjami prostymi (patrz |3,
Proposition 4.9] lub [30, Corollary 2]).

Lemat 5.22. Niech p € (1,00) i niech E bedzie rzutem na L,y(1), gdzie p # 2
lub E jest dodatni. Operator E jest L,-rzutem wtedy i tylko wtedy, gdy jest
operatorem mnozenia przez funkcje charakterystyczng xar, gdzie M € F,:

E¢=xuk, &€ Ly(p)

Dowo6p. To ze mnozenie przez funkcje charakterystyczng definiuje L,-rzut
jest jasne. Zalézmy, ze E jest L,-rzutem. Na mocy Wniosku 4.20, jesli p >
1, to mozemy zatozyé, ze E = EM jest warunkows wartoscia oczekiwang
wzgledem o-podciata M C F), z elementem maksymalnym M. Dla p = 1, na
mocy Twierdzenia 4.21, mozemy zalozy¢, ze E = EM + V, gdzie V anihiluje
wszystkie funkcjez nosnikiem z M. Korzystajac z tych zatozen oraz nieréwnoéci
Jensena, dla kazdej funkeji € € L,(¢) znikajacej poza M mamy

[ Jeldu = llglls = 1E@I+ 10— Blls = [ EME)P dya+ 111 - BYE,

< [ EMEr) du+ 10— B)elly = [ el dp+ 1= E)ell,

stad (1 — E)¢[[P = 0. Czyli 1 — E anihiluje wszystkie funkcje z nosnikiem z
M. Stad E = EM = yj; musi by¢ funkcja charakterystyczna (M sktada sie
ze wszystkich zbioréw z F, zawartych w M oraz V =0oile p=1). ]

Twierdzenie 5.23 (Charakteryzacja przestrzennych izometrii czesciowych).
Niech T': Ly(v) — Ly(1), p € [1,00) i p # 2 lub T jest operatorem dodatnim.
Nastepujgce warunki sg rownowazne:

(1) T jest izometrig czeSciowq, dla ktorej T*T i TT* sq L,-rzutami

(2) T jest przestrzenng izometriq czesciowq w sensie [23], tzn.

dy o @1 ’
Fru

gdzie ® : F, |y, — '7:V|Mu jest izomorfizmem, dla pewnych zbiorow M, €
Fo, M, € F,, aw: M, — {ze€F:|z| =1} jest funkcjg mierzalng.

(3) T = U, o h,), gdzie M = F,|supp(n,) 0raz (M) = Fplsupp(n,) 5¢ petny-
mi o-podciatami wyznaczonymsi przez nosniki hy, i h,.
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DowoD. (1)=(2). Z Lematu 5.22 dostajemy, ze T*T" = x, 1 TT* = X,
sg operatorami mnozenia przez funkcje charakterystyczne pewnych zbiorow
M, e F,, M, € F,. Zatem na mocy Twierdzenia 5.11 T jest postaci opisanej
w (2).
1
iz 2
dzzc:i;{i )p‘
(3)=(1). Zalozenia implikuja, ze T*T = Xsupp(h,) I TT* = Xsupp(h,)» 52

operatorami mnozenia przez funkcje charakterystyczne, a wiec sg L,-rzutami.

(2)=(3). Wystarczy wziaé h, := xu, oraz h, ‘= w (



Dodatek A

Dowd6d Twierdzenia Clarksona

Dowo6d Twierdzenia 5.7 przeprowadzimy postugujac sie¢ ponizszymi lematami.
Kazdy lemat, jak i reszt¢ dowodu rozpatrywaé¢ bedziemy osobno dla przypad-
kéw p € (2,00) oraz p € (1,2).

Lemat A.1. Niech p > 2 (odpowiednio 1 < p < 2) oraz a,b > 0, wowczas
zachodzi aP + b° < (a? + b?)P/2 (odpowiednio aP + b > (a® +b*)P/2), przy czym
rownosc zachodzi wtedy 1 tylko wtedy gdy ab = 0.

DowWOD. "p € (2,00)”. Rozwazmy funkcje f(t) = (24 1)P/2 —t? — 1. Zauwaz-
my, ze zachodzi f(0) = 0 a jej pochodna
df — d

= £<t2 F P2 — P — 1 = pt(t* + )PP - pr!

Poniewaz, p/2 — 1 > 0 to zachodzi nieréwnos¢
pt(t + 1) >

zatem pochodna funkcji f () jest nieujemna, stad tez dla t > 0 funkcja ta jest

nieujemna. Nastepnie ktadac t = ¢, (b # 0), mozemy zapisac

a\? p/2 a\P
(OEDREIGES

co z dowolnoéci wyboru a,b konczy dowdd nierownosci. Zauwazmy, ze dla
przypadkéw a = 0V b = 0 réownos¢ zachodzi w sposdb oczywisty. Checac
dowiesé¢ dostatecznodci warunku zauwazmy, ze funkcja f(t), dla ¢ > 0 jest
Scisle dodatnia i zachodzi ostra nieréwnosé. Stad oraz z faktu, ze f(0) = 0 i
dowolnosci wyboru a i b wynika, ze réwnosé zachodzi wytacznie dla przypadku
ab =0

"p € (1,2)”. Dowdd przebiega analogicznie jak powyzej, jednak w tym
przypadku p/2 — 1 < 0 zatem dla ¢ > 0 funkcja f(¢) jest niedodatnia, stad
nieréwno$¢ zachodzi w strone przeciwna. |
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Lemat A.2. Niech p > 2. Dla z1, z0 € C zachodzi nierownosc
1
[zl + le2f” < 521+ 22l + |21 = 22),

Przy czym réownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy 21,z = 0.
Dia 1 < p < 2 zachodzi stwierdzenie analogicznie z tq rozZnicq, zZe nierow-
nos¢ zachodzi w przeciwng strone.

DowOD. "p € (2,00)”. Na mocy Lematu A.1 zachodzi nastepujaca nier6w-
nos¢
21 + [z2f” < (|2af? + |22*)P72,

stosujac do takiej nieréwnosci tozsamos¢ rownolegtoboku otrzymujemy

P P 1 2 1 _ 2 P/
|21]7 + |22]P < 2|Z1+22| +2|Z1 29|

Korzystajac z faktu, ze funkcja ¢(t) = tP/2 jest $ciéle wypukla zatem zachodzi
nierownosé
1 , 1 NP2 1 1
—|lz1 + 2 —|z1 — 2 < =|z1 + 22" 4+ =]z — 22|°
<2|1+ 2|+2|1 2|> 2|1+ 2|+2|1 2|
otrzymujemy wniosek, ze

|Zl|p+ |Zg|p < (|Zl +Zg|p+ |Zl — 2’2|p).

N | —

Zauwazmy, ze dla z; = 0V zo = 0 w sposéb oczywisty zachodzi réwnosc.
Nastepnie zalézmy, ze zachodzi ostra nieréwnoscé:

gl + |l < S(121 4+ 2l 12— 2P),
z drugiej strony prawdziwe sg nastepujace zwigzki
1 1 p/2
|21]P + |22]P < (|Z1|2 + |Z2|2)p/2 = <2|21 + Zg|2 + §|Zl — 22|2>
< ;(|21 + 20l + 21 — 22f"),
stad wynika wniosek, ze

1P + |22l < (|1 |* + |22f*)"2

Na mocy Lematu A.1 oznacza to, ze nieréwnos¢ ostra zachodzi dla 21, z9 # 0,
co jest rownowazne réwnosci przy 21, zo rownych zero.

"p € (1,2)”. Dowdd przebiega w sposéb analogiczny do przypadku powyz-
szego — korzystajac z nieréwnosci z Lematu A.1 oraz tozsamosci roéwnolegto-
boku. Nastepnie korzystamy z faktu, ze dla 1 < p < 2 funkcja ¢(t) = t#/? jest
Scisle wklesta, stad otrzymujemy teze. |
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DowOD TWIERDZENIA 5.7. "p € (2,00)”. Korzystajac z Lematu A.2, dla
funkeji €(w) := 21 1 n(w) := 2, otrzymujemy nieréwnosé

1
€17+ Il < S (€ +nl” + € = ).
Calkujac te nieréwnos¢ obustronnie i korzystajac z faktu, ze calkowanie zacho-

wuje czesciowy porzadek otrzymujemy teze twierdzenia. Zatozmy nastepnie,
ze £ -n =0 p-prawie wszedzie. Korzystajac z tego zatozenia mozemy zapisac

Lle+nt+1g—nPdu= [ 20el+2npdn = 20g]; + 20l

co dowodzi dostatecznosci warunku. W celu wykazania koniecznosci zatézmy,
ze zachodzi rownosé

1
115 + [y = 5 (1€ +nlf; + 1€ = nl7)

ktora wynika ze scatkowania rownosci z Lematu A.2. Stad wniosek, ze -1 = 0
z doktadnoscig do rownosci p-prawie wszedzie.
Dla przypadku 1 < p < 2 dowdd przebiega w sposéb analogiczny. |
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