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algebra ≡
(

przestrze« liniowa +
pier±cie« + ª¡czno±¢

)
(a+ b) · c = a · c + b · c , a · (b + c) = a · b + a · c ,
(a · b) · c = a · (b · c), (λa) · b = a · (λb) = λ(a · b).
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Motywacja. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha nad F = R,C.
Przestrze« liniowych operatorów ograniczonych B(X ) jest nie tylko

przestrzeni¡ Banacha, ale te» algebr¡ z mno»eniem zde�niowanym

jako zªo»enie operatorów:

T ,S ∈ B(X ) =⇒ T ◦ S ∈ B(X ) oraz ‖T ◦ S‖ ≤ ‖T‖ · ‖S‖

bo ‖T ◦ S‖ = sup‖x‖=1
‖T (Sx)‖ ≤ sup‖x‖=1

‖T‖‖(Sx)‖ = ‖T‖ · ‖S‖.
Co wi¦cej operator identyczno±ciowy 1 ∈ B(X ) jest jedynk¡ w tej

algebrze: 1 ◦ T = T ◦ 1 = T , oraz ‖1‖ = 1.

Def. Algebr¡ nad ciaªem F = R,C nazywamy przestrze« liniow¡ A
nad F wraz z operaj¡ mno»enia · : A× A→ A, która jest

dwulinowa i ª¡czna. Algebr¡ Banacha nazywamy algebr¦ A, która
jest przestrzeni¡ Banacha oraz norma jest submultiplikatywna, tzn.

‖a · b‖ ≤ ‖a‖ · ‖b‖, a, b ∈ A.

Je±li mno»enie w A posiada element neutralny, to nazywamy go

jedynk¡ algebry i oznaczamy 1. Zakªadamy wtedy te», »e ‖1‖ = 1.

Algebra A jest przemienna, je±li mno»enie w A jest przemienne.
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Prz. Algebry operatorów ograniczonych na przestrzeni Banacha X

B(X ) jest algebr¡ Banacha z 1 (nieprzemienn¡ je±li dim(X ) > 1).

Ka»da domkni¦ta podalgebra A ⊆ B(X ) jest algebr¡ Banacha.

Prz. Algebry funkcji ci¡gªych na przestrzeni topologicznej M

Przestrzenie C0(M) i Cb(M), norm¡ ‖a‖∞ = supt∈M |x(t)|, s¡
algebrami Banacha z mno»eniem zde�niowanym punktowo

(a · b)(t) := a(t)b(t), a, b : M → F.

S¡ to algebry przemienne oraz funkcja to»samo±ciowo równa 1 jest

jedynk¡ w Cb(M). Algebra C0(M) posiada jedynk¦ ⇐⇒ przestrze«

M jest zwarta i wtedy C0(M) = Cb(M) = C (M).

Prz. Algebra z mno»eniem zerowym

Na dowolnej przestrzeni Banacha X mo»na zde�niowa¢ mno»enie

wzorem x · y := 0 dla x , y ∈ X . Wtedy X jest algebr¡ Banacha.

Jest to algebra przemienna bez jedynki (ekstremalny przykªad).

Algebra splotowa L1(R) Przestrze« L1(R) funkcji caªkowalnych
wzgl¦dem miary Lebesgue'a na prostej R jest algebr¡ Banacha wraz

z mno»eniem splotowym:

(f ? g)(t) :=

∫ ∞
−∞

f (t − s)g(s) ds, t ∈ R, f , g ∈ L1(R).

Na przykªad, dla f , g ∈ L1(R) mamy

‖f ? g‖1 =
∫ ∞
∞

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

f (t − s)g(s) ds

∣∣∣∣ dt ≤ ∫ ∞
∞

∫ ∞
−∞
|f (t − s)g(s)| ds dt

{
zmiana kolejno±ci

caªkowania

}
=

∫ ∞
∞
|g(s)|

∫ ∞
−∞
|f (t − s)| dt ds =

∫ ∞
∞
|g(s)|‖f ‖1 ds

= ‖g‖1‖f ‖1.
Zatem iloczyn jest poprawnie okre±lony i norma w L1(R) jest dla
mno»enia splotowego submultiplikatywna. Algebra L1(R) z
mno»eniem splotowym jest przemienna i nie posiada jedynki.

Uw. Przypomnijmy z rachunku prawdopodobie«stwa, »e je»eli f i g
s¡ g¦sto±ciamy rozkªadów niezale»nych zmiennych losowych X i Y ,

to splot f ? g jest g¦sto±ci¡ rozkªadu sumy X + Y tych zmiennych.
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Uw. Ka»da algebra Banacha A zanurza si¦ w algebr¦ z jedynk¡ Ã:

Lem. (Ujedynkowienie algebry Banacha) Dla dowolnej algebry

Banacha A suma prosta Ã := A⊕ F wraz z mno»eniem i norm¡

(a, λ) · (b, µ) := (ab + λb + µa, λµ), ‖(a, λ)‖ := ‖a‖+ |λ|,

a, b ∈ A, λ, µ ∈ F, jest algebr¡ Banacha z jedynk¡ (0, 1) oraz
A 3 a 7→ (a, 0) ∈ Ã jest izometrycznym homomor�zmem algebr.

Dowód:

Od tej pory zakªadamy, »e

rozwa»ane przez nas algebry Banacha maj¡ jedynk¦!

Uw. Ka»da algebra Banacha A zanurza si¦ w algebr¦ operatorów

ograniczonych B(X ) na pewnej przestrzeni Banacha X :

Stw. Dla ka»dej algebry Banacha A istnieje przestrze« Banacha X
oraz izometryczny homomor�zm π : A→ B(X ).
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Dowód: Rozwa»my X := A jako przestrze« Banacha. Korzystaj¡c z

mno»enia w A mo»emy zde�niowa¢ π wzorem

π(a)x := a · x , a ∈ A, x ∈ X = A.

Z rozdzielno±ci mno»enia wzgl¦dem dodawania i ª¡czno±ci wynika,

»e π(a) jest operatorem liniowym na X . Ponadto korzystaj¡c z

submultiplikatywno±ci normy w A mamy

‖π(a)‖ = sup
‖x‖=1

‖π(a)x‖ = sup
‖x‖=1

‖a · x‖ ≤ sup
‖x‖=1

‖a‖‖x‖ = ‖a‖.

Czyli ‖π(a)‖ ≤ ‖a‖. Z drugiej strony skoro ‖1‖ = 1, to

‖π(a)‖ ≥ ‖π(a)1‖ = ‖a · 1‖ = ‖a‖.

Zatem ‖π(a)‖ = ‖a‖. St¡d π : A→ B(X ) jest poprawnie
zde�niowan¡ izometri¡. Z rozdzielno±ci mno»enia wzgl¦dem

dodawania i ª¡czno±ci wynika, »e π jest homomor�zmem algebr. �
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Def. Zbiór elementów odwracalnych w A oznaczamy przez

Inv(A) := {a ∈ A : ∃b∈A ab = ba = 1}.

Je»eli a ∈ Inv(A) i b ∈ A speªniaj¡ ab = ba = 1, to piszemy

b = a−1 i nazywamy elementem odwrotnym do a.

Uw. Inv(A) tworzy grup¦, której elementem neutralnym jest 1 ∈ A

a, b ∈ Inv(A) =⇒

{
ab ∈ Inv(A) oraz (ab)−1 = b−1a−1,

a−1 ∈ Inv(A) oraz (a−1)−1 = a.

Prz. Je±li A = B(X ), gdzie X to przestrze« Banacha, to

Inv(B(X )) = {T ∈ B(X ) : T : X → X bijekcja}.

Prz. Je±li A = C (M), gdzie M przestrze« zwarta, to

Inv(C (M)) = {a ∈ C (M) : a(t) 6= 0 dla ka»dego t ∈ M}.
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Lemat Neumanna

Niech A b¦dzie algebr¡ Banacha z jedynk¡ 1 ∈ A.

∀a∈A ‖a‖ < 1 =⇒ 1− a ∈ Inv(A) oraz (1− a)−1 =
∞∑
k=0

ak .

Dowód: Niech ‖a‖ < 1 i poªó»my Sn =
∑n

k=0 a
k . Dla m > n

‖Sm−Sn‖ = ‖
m∑

k=n+1

ak‖ ≤
m∑

k=n+1

‖ak‖ ≤
∞∑

k=n+1

‖a‖k =
‖a‖n+1

1− ‖a‖
n→∞−→ 0.

Czyli {Sn}∞n=1 Cauchy w A. Zatem szereg
∑∞

k=0 a
k = limn→∞ Sn

jest zbie»ny w A. Skoro ‖an‖ ≤ ‖a‖n → 0, to an → 0 i st¡d

(1− a)
∞∑
k=0

ak = lim
n→∞

(1− a)
n∑

k=0

ak = lim
n→∞

n∑
k=0

ak −
n∑

k=0

ak+1

= lim
n→∞

1− an+1 = 1.

Analogicznie
∞∑
k=0

ak(1− a) = 1. St¡d (1− a)−1 =
∞∑
k=0

ak . �
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Wn. Elementy oddalone od 1 ∈ A o mniej ni» jeden s¡ odwracalne:

{a ∈ A : ‖1− a‖ < 1} ⊆ Inv(A).

Dowód: Je±li ‖1− a‖ < 1, to a = 1− (1− a) ∈ Inv(A). �

Tw. Dla ka»dej algebry Banacha A zbiór Inv(A) jest otwarty w A i

odwzorowanie Inv(A) 3 a 7→ a−1 ∈ Inv(A) jest ró»niczkowalne.

Dowód: Aby wykaza¢, »e Inv(A) jest zbiorem otwartym trzeba

pokaza¢, »e dla ka»dego a ∈ Inv(A) istnieje ε > 0 taki, »e

K (a, ε) = {b ∈ A : ‖a− b‖ < ε} ⊆ Inv(A).

Wyka»emy, to dla ε := ‖a−1‖−1. Niech b ∈ K (a, ‖a−1‖−1). Wtedy

b = a− (a− b) = a(1− a−1(a− b))

gdzie

‖a−1(a− b)‖ ≤ ‖a−1‖ · ‖a− b‖ < ‖a−1‖ · ‖a−1‖−1 = 1.

Czyli (1− a−1(a− b)) ∈ Inv(A) i skoro a ∈ Inv(A), to b ∈ Inv(A).
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Dokªadniej,

b−1 = [1− a−1(a− b)]−1a−1 =
∞∑
k=0

[a−1(a− b)]ka−1.

Zatem zbiór Inv(A) jest otwarty. Wyka»emy teraz, »e

odwzorowanie F : Inv(A)→ Inv(A), gdzie F (a) := a−1, jest
ró»niczkowalne. Aby wykaza¢, »e F jest ró»niczkowalne w punkcie

a ∈ Inv(A) trzeba znale¹¢ operator liniowy F ′(a) : A→ A taki, »e

lim
b→a

‖F (a)− F (b)− F ′(a)(a− b)‖
‖a− b‖

= 0.

Poªó»my, F ′(a)c := −a−1ca−1, dla c ∈ A. Wtedy F ′(a) : A→ A
liniowy i ograniczony, ‖F ′(a)‖ ≤ ‖a−1‖2. Dla b ∈ K (a, ‖a−1‖−1)

‖F (a)−F (b)−F ′(a)(a−b)‖ = ‖a−1−
∞∑
k=0

[a−1(a−b)]ka−1+a−1(a−b)a−1‖

= ‖
∞∑
k=2

[a−1(a− b)]ka−1‖ ≤
∞∑
k=2

‖[a−1(a− b)]ka−1‖
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≤
∞∑
k=2

‖a−1‖k+1‖a− b‖k
‖a−b‖
‖a−1‖−1

<1

=
‖a−1‖3‖a− b‖2

1− ‖a−1‖‖a− b‖
.

St¡d

lim
b→a

‖F (a)− F (b)− F ′(a)(a− b)‖
‖a− b‖

≤ lim
b→a

‖a−1‖3‖a− b‖
1− ‖a−1‖‖a− b‖

= 0.

Co nale»aª dowie±¢.
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