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pierscien + tacznos¢

. przestrzen liniowa +
algebra =

(a+b)-c=a-c+b-c, a-(b+c)=a-b+a-c,
(a-b)-c=a-(b-0), (Aa)-b=a-(\b) = \(a-b).
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Motywacja. Niech X bedzie przestrzeniag Banacha nad F =R, C.

Przestrzen liniowych operatoréw ograniczonych B(X) jest nie tylko
przestrzenig Banacha, ale tez algebra z mnozeniem zdefiniowanym

jako ztozenie operatoréw:

T,SeB(X) = ToSeB(X) oraz |[ToS||<|T-|S]
bo || T o S|l = supjjz1 [ T(S) < supjper I TINS)I = T - [IS]]-
Co wiecej operator identycznosciowy 1 € B(X) jest jedynka w tej
algebrze: 10 T =Tol=T, oraz ||1|| = 1.

Def. Algebrg nad ciatem F = R, C nazywamy przestrzen liniowg A
nad IF wraz z operajg mnozenia - : A x A — A, ktdra jest

dwulinowa i taczna. Algebra Banacha nazywamy algebre A, ktéra
jest przestrzenia Banacha oraz norma jest submultiplikatywna, tzn.

la- bl <l -ll6ll, — abeA

Jesli mnozenie w A posiada element neutralny, to nazywamy go
jedynka algebry i oznaczamy 1. Zaktadamy wtedy tez, ze ||1]| = 1.

Algebra A jest przemienna, jeéli mnozenie w A [est przemienne.
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Prz. Algebry operatoréw ograniczonych na przestrzeni Banacha X
B(X) jest algebra Banacha z 1 (nieprzemienng jesli dim(X) > 1).
Kazda domknieta podalgebra A C B(X) jest algebra Banacha.

Prz. Algebry funkgji ciagtych na przestrzeni topologicznej M
Przestrzenie Co(M) i Cp(M), norma ||al|ec = Supseps |X(t)], sa
algebrami Banacha z mnozeniem zdefiniowanym punktowo

(a-b)(t) == a(t)b(t), a,b: M —F.

S3 to algebry przemienne oraz funkcja tozsamosciowo réwna 1 jest
jedynka w Cp(M). Algebra Co(M) posiada jedynke <= przestrzen
M jest zwarta i wtedy Co(M) = Cp(M) = C(M).

Prz. Algebra z mnozeniem zerowym

Na dowolnej przestrzeni Banacha X mozna zdefiniowaé mnozenie
wzorem x - y := 0 dla x,y € X. Wtedy X jest algebra Banacha.
Jest to algebra przemienna bez jedynki (ekstremalny przyktad).

Bartosz Kwaséniewski Wyktad 14




Uw. Kazda algebra Banacha A zanurza sie w algebre z jedynka A:

Lem. (Ujedynkowienie algebry Banacha) Dla dowolnej algebry
Banacha A suma prosta A:= A @ F wraz z mnozeniem i norma

(a,A) - (b,p) :=(ab+ Ab+pa, Au), (&, A)]| = [|all + |Al,

a,bc A A\ €T, jest algebra Banacha z jedynka (0, 1) oraz
A > ar (a,0) € A jest izometrycznym homomorfizmem algebr.

Dowdéd:

Od tej pory zaktadamy, ze

rozwazane przez nas algebry Banacha maja jedynke!

Uw. Kazda algebra Banacha A zanurza si¢ w algebre operatoréw
ograniczonych B(X) na pewnej przestrzeni Banacha X:

Stw. Dla kazdej algebry Banacha A istnieje przestrzen Banacha X
oraz izometryczny homomorfizm 7 : A — B(X).
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Dowdéd: Rozwazmy X := A jako przestrzeh Banacha. Korzystajac z
mnozenia w A mozemy zdefiniowaé ™ wzorem

m(a)x == a-x, acA xeX=A

Z rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania i tacznosci wynika,
ze 7(a) jest operatorem liniowym na X. Ponadto korzystajac z
submultiplikatywnosci normy w A mamy

[w(a)ll = sup [[w(a)x|| = sup [la-x|| < sup [la]l|x]| = |a]|-
[Ix]|=1 lIx||=1 [x||=1

Czyli ||w(a)|| < |lal|. Z drugiej strony skoro ||1|| =1, to
Im(a)ll = [lw(a)L]l = fla- 1] = [|all

Zatem ||7(a)|| = ||al|. Stad 7 : A — B(X) jest poprawnie
zdefiniowanga izometrig. Z rozdzielnosci mnozenia wzgledem
dodawania i tacznosci wynika, ze 7 jest homomorfizmem algebr. B
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Def. Zbiér elementéw odwracalnych w A oznaczamy przez
Inv(A) :={a € A: 3pca ab= ba=1}.

Jezeli a € Inv(A) i b € A spetniaja ab = ba = 1, to piszemy
b= a~! i nazywamy elementem odwrotnym do a.

Uw. Inv(A) tworzy grupe, ktérej elementem neutralnym jest 1 € A

b I A b -1 = b_]- -1
a,belnv(A) = ab € Inv(A) oraz (ab) a L,
atelnv(A)oraz (a1) !t =a

Prz. Jesli A= B(X), gdzie X to przestrzen Banacha, to

Inv(B(X)) = {T € B(X): T: X — X bijekcja}.

Prz. Jesli A= C(M), gdzie M przestrzen zwarta, to

Inv(C(M)) = {a e C(M): a(t) # 0 dla kazdego t € M}.
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Lemat Neumanna
Niech A bedzie algebrg Banacha z jedynka 1 € A.

o0
Vaea llall <1 = 1—a€lInv(A)oraz (1 —a)~ !t = Y a~.
k=0

Dowéd: Niech ||a|| < 1 i potézmy S, = > 7_,a*. Dlam>n

- S . ]+
ISm=Sall =1 Y &< Y k1< > Haukzl_”an 0.
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Czyli {Sn}o2; Cauchy w A. Zatem szereg > ;- a* = limp_oo Sn
jest zbiezny w A. Skoro [|a"|| < ||a]|” — 0, to a” — 0 i stad

(l—a)io:ak: lim (1 —a) Y ak = lim En:ak— ; aktl
=0

k=0 n—0o0 k=0 =00 k—p k

= lim 1—a"t! =1.
n—oo

Analogicznie > akK(1 —a)=1.Stad (1 —a)™ ' = > 2. |
k=0 k=0
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Whn. Elementy oddalone od 1 € A o mniej niz jeden s3 odwracalne: ’

{a€e A: |1 —a| <1} ClInv(A).

Dowéd: Jedli ||[1 —a|| <1,toa=1—-(1—a) € Inv(A). R

Tw. Dla kazdej algebry Banacha A zbiér Inv(A) jest otwarty w A i
odwzorowanie Inv(A) > a+— a~! € Inv(A) jest rézniczkowalne.

Dowdd: Aby wykaza¢, ze Inv(A) jest zbiorem otwartym trzeba
pokaza¢, ze dla kazdego a € Inv(A) istnieje € > 0 taki, ze

K(a,e) ={be A:|la—b| <e} ClInv(A).
Wykazemy, to dla ¢ := [[a~!||~1. Niech b € K(a,|[a~||7!). Wtedy
b=a—(a—b)=a(l—a'(a—b))
gdzie
la= (@ =)l < [la7H| - lla = bl < fla= ] - fla=H T = 1.

Czyli (1 —a~1(a— b)) € Inv(A) i skoro a € Inv(A), to b € Inv(A).



Doktadniej,
-1 _ [1 —a ( ] 1 —1 Z[a—l ]k -1

Zatem zbiér Inv(A) jest otwarty. Wykazemy teraz, ze
odwzorowanie F : Inv(A) — Inv(A), gdzie F(a) := a1, jest
rézniczkowalne. Aby wykaza¢, ze F jest rézniczkowalne w punkcie
a € Inv(A) trzeba znalez¢ operator liniowy F'(a) : A — A taki, ze
—_— —_— , —_—

@)~ (D)~ Fla)a—B)l _,

b—a la— b
Potézmy, F'(a)c := —a~tca™!, dla c € A. Wtedy F'(a): A — A
liniowy i ograniczony, |F'(a)|| < [la~||?. Dla b € K(a, ||a~ | 1)

IF(a)~F(b)~F'(a)(a=b)|| = [|a~* Z[a_l a—b)] a~'(a=b)a”'|

=Y [ (a—b)fat| < Z lla™*(a = b)I“a?|
k=2
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> Prr<t (a1 )3]a — b2

—1 k+1 k lla= 1H
[ lla— bl - :
Z:: 1—[la7tllla - b
Stad
_ /) o —13 _
im 1F@) = F(0) = F@)@a=b)| _ . [laPla—b] _
b—a lla— bl b—al—|lat||||la — b

Co nalezat dowieéé.
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