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Wstep

Podstawowym celem niniejszej pracy jest zaprezentowanie Zasady Wariacyjnej wyraza-
jacej promien spektralny operatora Ruelle’a-Perrona-Frobeniusa, ktory jest operatorem

L:C(X)— C(X) postaci
L):= > cwfl), zeX felX).

yEp~i(x)

W powyzszym wzorze ¢ : X — X jest cigglym odwzorowaniem rozszerzajacym, natomiast
¢: X — [0,400) jest ciaglym potencjatem okreslonym na zwartej przestrzeni metrycznej
X. Operator Ruelle’a-Perrona-Frobeniusa czesto nazywany jest takze operatorem przej-
Scia. Operatory takie okreslaja w jaki sposoéb odwzorowania zmieniajg sie podczas iteracji.
Stad tez znajduja one zastosowanie w typowo fizycznych zagadnieniach, takich jak chaos
kwantowy czy tez mechanika statystyczna, gdzie jednym z gltownych przedmiotéw badan
jest zmiana funkcji w czasie.

Zasada Wariacyjna pozwalajaca obliczy¢ promien spektralny naszego operatora jest tak
naprawde produktem ubocznym Twierdzenia Ruelle’a-Perrona-Frobeniusa. T'wierdzenie to
gtownie znajduje zastosowanie w konstrukcji i dowodzie jednoznacznosci miary Gibbsa dla
trojki (X, ¢, c) przy pomocy whasnosci spektralnych operatora £. Wspomniana Zasada
Wariacyjna przyjmuje nastepujaca postac

Inr(L) = uer/\r/ll%)}{(,w) (/X Incdu + hu(go)> = ueérrlgfgw (/X Incdu + h#(go)> : (0.1)
gdzie M(X, ) jest zbiorem @p-niezmienniczych miar unormowanych na X, Erg(X, ¢) jest
zbiorem miar g-ergodycznych, natomiast h,(¢) jest entropia Kolmogorowa Sinai’a. Row-
nos$¢ (0.1) w skrécie méwi o tym, ze logarytm naturalny z promienia spektralnego operatora
L jest réwny ci$nieniu topologicznemu dla tréjki (X, ¢, ¢).

Przy czym nalezy tu podkresli¢, ze w literaturze wzér (0.1) dowodzi sie zazwyczaj przy
dodatkowych zalozeniach, takich jak:

e c jest Scidle dodatnia i jej logarytm In ¢ jest holderowsko ciggly
e odwzorowanie ¢ jest mieszajace

Celem pracy jest wykazanie wzoru (0.1) bez tych zalozen (dowdd taki ukazal sie dopie-
ro w zesztym roku w [4]) oraz szczegbétowe omodwienie i wprowadzenie wszystkich wyzej
wymionych pojec.



W pierwszym rozdziale opisane zostaly pokrotce pojecia zaczerpniete z réznych dziedzin
matematyki, w celu przypomnienia najwazniejszych poje¢ i tresci, zawartych i wykorzy-
stywanych w dalszej czesci pracy. Zostaly tu takze oméwione pewne fakty (czesciowo wraz
dowodami) z Teorii Ergodycznej. Ta cze$¢ wykracza poza ramy podstawowych zagadniei
omawianych na studiach. Po wprowadzeniu bazowych informacji na temat operatorow i
funkcjonatéw na przestrzeniach Banacha skupiamy sie gléwnie na omdwieniu wtasnosci
zbioru miar M(X) borelowskich oraz zbioru miar p-niezmienniczych M(X, ¢).

Drugi rozdziat zostal poswiecony oméwieniu operatoréw przejscia £ : C(X) — C(X)
zadanych na zwartej przestrzeni metrycznej X z odwzorowaniem cigglym ¢ : X — X.
Ogodlnie sa to dodatnie operatory liniowe spetniajace tozsamosé homologiczng

L((fop)-g)=[fLyg,

dla wszystkich f, g € C(X). Wykazujemy tu, ze gdy odwzorowanie ¢ jest lokalnym home-
omorfizmem, to operator przejscia sprowadza sie do operatora Ruelle’a-Perrona-Frobeniusa.
Natomiast, przy ¢ bedacym homeomorfizmem operator przejécia staje sie operatorem wa-
zonego przesuniecia. W tym rozdziale zostaly takze podane i oméwione dwie Zasady Waria-
cyjne, jedna pozwalajaca na obliczenie promienia spektralnego wazonego operatora przej-
Scia, natomiast druga, bedaca wnioskiem z pierwszej pozwalajaca na wyliczenie promienia
spektralnego operatora wazonego przesuniecia. Pierwsza z nich jest postaci

In7(Le’) = max (/X bd,u+7'[;(,u)).

REM(X,p)

gdzie 7.(u) jest t-entropia zdefiniowana przez Antonevicha, Bakhtina i Lebedeva w 2011
roku, patrz [2], a b dowolna rzeczywista funkcja ciagta. Gdy ¢ jest homeomorfizmem
zachowujacy jedynke operator przejscia w dziataniu na funkcje ciagta przyjmuje postacé
T, f(x) = f(e(z)) i w zasadzie powyzszy wzor sprowadza sie do

Inr(aT,) = Negﬁg&g}@)/xlnmu)]du,
gdzie a € C(X) jest dowolna funkcja ciagta. Ten drugi wzér jest dobrze znany i zostal
wykazany w 1979 roku przez Kitovera i Lebedeva [13], [19].

Trzeci, najdtuzszy rozdziat jest dos¢ szczegdtowym wprowadzeniem do pojecia entropii
- jednego z gtownych pojec¢ teorii ergodycznej. Gtéwnie interesuje nas tu entropia metrycz-
na, czyli entropia Kolmogorowa Sinai’a. Jednakze, omawiamy tu takze pojecie entropii
topologicznej w celu zaprezentowania kolejnej Zasady Wariacyjnej mowiacej o tym, ze na
przestrzeni zwartej entropia topologiczna jest réwna supremum po entropiach metrycznych.
Material w tym rozdziale oparty jest o klasyczna ksiazke Waltersa [30], ale prezentacja i
wybor tredci jest autorski. Wiekszosé faktéw, w tym Zasada Wariacyjna, przedstawiona
jest z pelnymi dowodami. Omawiamy tu tez szereg konkretnych przyktadow.

W czwartym rozdziale wprowadzamy pojecie cisnienia topologicznego jako uogélnienie
entropii topologicznej. Omawiamy tu najwazniejsze elementy formalizmu termodynamicz-
nego, w tym miary Gibbsa oraz klasyczne Twierdzenie Ruelle’a-Perrona Frobeniusa. Tu



tez zrealizowany zostal glowny cel pracy - dowod Zasady Wariacyjnej (0.1) na promiei
spektralny operatora Ruelle’a-Perrona-Frobeniusa, gdzie ¢ : X — X jest dowolnym od-
wzorowaniem rozszerzajacym, a ¢ : X — [0, +00) dowolng funkcja ciagta.



Rozdziat 1

Preliminaria

W tym rozdziale, dla wygody czytelnika, przypomnimy podstawowe pojecia z topologii,
analizy funkcjonalnej, teorii miary oraz teorii ergodycznej, skupiajac sie na pojeciach i
twierdzeniach wykorzystywanych w dalszej czesci pracy. W wiekszosci sa to fakty dobrze
znane kazdemu studentowi matematyki. Jedynie oméwione tu elementy teorii ergodycznej
wykraczaja poza standardowy program studiow.

1.1 Topologia

Przestrzenig topologiczng nazywamy zbior X z wyrézniona rodzina zbioréw 7, ktéra zawie-
ra zbior pusty i calg przestrzen, jest zamknieta na dowolne sumy i skonczone zbiory. Wtedy
zbiory z T nazywamy zbiorami otwartymsi, natomiast ich dopetnienia zbiorami domkniety-
mi. Domknieciem zbioru nazywamy najmniejszy zbioér domkniety zawierajacy dany zbior.
Zbior nazywamy gestym, jezeli jego domkniecie jest caly przestrzenia. Jesli w przestrzeni
X istnieje zbioér przeliczalny gesty, to przestrzen te nazywamy przestrzeniq osrodkowq. Mo-
wimy, ze przestrzen topologiczna X posiada przeliczalng baze, jesli istnieje ciag {U,}22,
zbioréw otwartych taki, ze kazdy zbior otwarty U C X jest suma zbioréw z {U,, }5° ;. Kazda
przestrzen z przeliczalng bazg jest osrodkowa.

Mowimy, ze przestrzen topologiczna X jest przestrzeniq zwartq, jesli z kazdego pokrycia
zbiorami otwartymi tej przestrzeni jestesmy w stanie wybra¢ podpokrycie skonczone. Na-
tomiast X jest przestrzenig Hausdorffa, jesli dla dwoch réznych punktow z tej przestrzeni
istnieja otoczenia otwarte, ktorych czesé wspolna jest zbiorem pustym. Kazda przestrzen
metryczna jest przestrzeniag Hausdorffa.

Przestrzeniq metryczng nazywamy zbior X z zadang na nim metrykg, to znaczy funkcja
d: X x X — [0,00) okredlajaca odlegltosé miedzy punktami. Formalnie zakladamy, ze
d(z,y) = 0 tylko wtedy, gdy x = y. Natomiast d(z,y) = d(y,x) oraz d(x,y) < d(zx,z) +
d(z,y) dla wszystkich z,y,z € X. Zbiory otwarte w przestrzeni metrycznej zdefiniowane
sa jako sumy kul otwartych, tj. zbiorow postaci B(z,r) = {y € X : d(z,y) < r}, gdzie
x € X, r > 0. Mowimy, ze przestrzen topologiczna jest metryzowalna, jesli istnieje na
X metryka zadajaca dang topologie. Na przyktad, zwarta X przestrzen Hausdorffa jest



metryzowalna wtedy i tylko wtedy, gdy posiada ona przeliczalng baze [10]. Ciag {z,}>2, C
X w przestrzeni metrycznej (X, d) jest zbiezny do x € X, jezeli lim,, o, d(z,,x) = 0. Ciag
{z,}22, C X nazywamy ciggiem Cauchy, jesli lim,, ;o0 d(x,,, x) = 0. Kazdy ciag zbiezny
jest ciagiem Cauchy. Jesli w danej przestrzeni zachodzi implikacja odwrotna, to méwimy, ze
przestrzen jest zupetna. Przestrzen metryczna jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy
ciag w tej przestrzeni posiada podciag zbiezny. W szczegdlnosci, kazda zwarta przestrzen
metryczna jest zupetna.

Funkcje f : X — Y okreslong miedzy dwiema przestrzeniami topologicznymi X i Y
nazywamy funkcjg cigglq jesli przeciwobraz f~1(V) kazdego zbioru otwartego V C Y jest
zbiorem otwartym w X. Méwimy, ze f jest ciagta w punkcie zg, jezeli dla kazdego zbioru
otwartego V' 3 f(x) istnieje zbiér otwarty U > xq taki, ze f(U) C V. Funkcja jest ciagla
wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciagta w kazdym punkcie swojej dziedziny. W przypadku, gdy
(X,dx) 1 (Y,dy) sa przestrzeniami metrycznymi, to kryterium Heinego ciggtosci funkceji w
punkcie méwi, ze f jest ciagta w punkcie xy € X, jesli dla kazdego ciagu {z, }5° ; zbieznego
do g ciag {f(x,)}52, zbiega do f(xo).

1.2 Analiza funkcjonalna

Przestrzenie liniowe (wektorowe) bedziemy rozpatrywaé gltéwnie nad ciatem liczb zespolo-
nych C, ale czasem takze nad ciatem liczb rzeczywistych R. Niech E bedzie przestrzenig
liniowg nad ciatem F = R, C. To znaczy zbiér E jest wyposazony w operacje dodawania
E x E(f,g) — f+ g € E oraz mnozenia przez skalary F x E 5 (A, f) — Af € E spehia-
jace standardowe aksjomaty rozdzielno$ci mnozenia wzgledem dodawania, tacznosci, itd.

Norma na E nazywamy funkcje || - || : £ — [0, +00) spelniajaca:
(D) [fl=0 <= f=0, (niezdegenerowanie)
(2) [IAFI = AL (jednorodnosé)
@) If + gl < [If1 + llgll, (warunek trojkqta)

dla wszystkich f, g € E oraz A € F. Wtedy wzor d(f,g) = || f — g|| definiuje metryka na E.
Zatem ciag {f,}52, jest zbiezny w przestrzeni unormowanej E do wektora fy € E, jezeli
lim,, o || fn — fol| = 0. Natomiast {f,}22; C E jest ciagiem Cauchy, jezeli lim,, ;—co || fr —
fmll = 0. Niech dany bedzie ciag {f,}5°,. Przestrzeni nazywamy przestrzeniq Banacha,
jesli jest unormowana (posiada norme) oraz kazdy ciag Cauchy’ego posiada w niej granice
(jest zupelna).

Najwazniejszym przykitadem przestrzeni Banacha w tej pracy jest przestrzen funkcji
ciggtych na przestrzeni zwartej.

Przyktad 1.1 (Przestrzen funkeji ciagtych). Niech C'(X) := {f : X — C funkcja ciagta}
bedzie zbiorem wszystkich zespolonych funkcji ciagtych na przestrzeni zwartej X. Jest to
przestrzen Banacha z dzialaniami okreslonymi punktowo, tzn.

(f+9)(x) = fx) +9(x),  (AN)(x) = Af(2),



oraz norma zadan@ Wzorem

If1l = sup [f(£)].
teX

Skonczonos¢ normy w powyzszym wzorze wynika z faktu, ze funkcje ciagle na zbiorze
zwartym osiagaja swoje kresy, stad ||f]| = maxyex |f(t)] < oo. Zbieznoéé ciagu funkcji w
tej normie jest zbieznoscig jednostajng.

Innym waznym przyktadem jest przestrzen funkcji catkowalnych w p-tej potedze. Przy
czym chodzi tu o catke Lebesgue’a wzgledem miary. Przypomnijmy podstawowe sktadniki
potrzebne do zdefiniowania takiej catki.

Przestrzeniqg mierzalng nazywamy zbioér X wyposazony w o-ciafo, to jest niepusta ro-
dzine ¥ podzbioréw X taka, ze A € ¥ — A’ € 3, gdzie A" = X\A, oraz U2, 4, € &
dla kazdego ciagu {A,}°2; C . Miarg na zbiorze X, a wtadciwie na przestrzeni mierzal-
nej (X,), nazywamy funkcje p : X — [0, 400] taka, ze u(@) = 0, oraz pu(US, A,) =
>0, (A, dla parami roztacznych zbiorow A, Ay, ... € 3. W tej pracy skupimy si¢ na
miarach skonczonych, tzn. takich, ze u(X) < oo, a w zasadzie na miarach probabilistycz-
nych, tzn. takich, ze u(X) = 1. Jesli X jest przestrzenia topologiczna, to bedziemy ja
rozpatrywac jako przestrzen mierzalng wyposazona w o-ciato zbiorow borelowskich, to jest
najmniejsze o-ciato zawierajace wszystkie zbiory otwarte, ktére bedziemy oznaczaé B(X).
Miary okreslone na B(X) nazywamy miarami borelowskimi.

Niech (X, 3, ) bedzie przestrzenia z miara p. Funkcje f : X — R nazywamy mierzalng,
jezeli przeciwobraz kazdego zbioru borelowskiego na R jest mierzalny w X:

Vaesm ['(A) €,

Catke z funkcji mierzalnej f : X — R definiuje sie w trzech krokach. Dla prostoty zal6zmy,
ze [ jest miarg skonczona. Jesli f jest funkcja prostq, to znaczy jest postaci f = >"1" ; a;14,
gdzie a; € R sg liczbami, a 1,4, sa funkcjami charakterystycznymi zbiorow mierzalnych
A; € X i=1,...,n, to catke z funkcji f definiujemy wzorem

/X Fdp =3 a;p(A). (1.1)
i=1
Catke z nieujemnej funkcji mierzalnej f : X — R definiuje sie wzorem

/ fdp :=sup {/ sdp 0 < s < f, sjest funkcja prostad}.
X X

W tym wypadku funkcje f nazywamy catkowalna, jesli [y fdpu < co. Ogoélnie méwimy, ze
funkcja mierzalna jest catkowalna, jedli catkowalne sg funkcje f* := max{f,0} i f~ =
—min{f,0}, i wtedy caltke definiujemy wzorem

[ fdn= [ fran— | sdn.

Niech f : X — C bedzie funkcja zespolona, tzn. f = u+iv, gdzie u jest czescia rzeczywista
funkcji f, a v jej czescia urojong. Wtedy catke z funkeji f mozna przedstawi¢ w nastepujacy

sposob
/fd,u:/ ud,u+z'/ vdp.
X X X



Przyktad 1.2 (Przestrzenie LP). Niech LE(X) = {f: X — C: [ |f(t)[Pdu < oo}, gdzie
f jest funkcjg mierzalng. Tak zadana przestrzen jest przestrzenig Banacha z dziataniami

okreslonymi punktowo i norma
1
171 = ([ o)

gdzie 1 < p < co. W rzeczywisto$ci powyzszy wzor okresla tylko potnorme, gdyz warunek
| fll, = 0 implikuje jedynie, ze f jest réwne zero u-prawie wszedzie, to znaczy p(z € X :
f(xz) = 0) = 0. Dlatego formalnie elementy przestrzeni L (X)) definiuje si¢ nie jako funkcje,
lecz jako klasy réwnowaznosci funkcji rownych sobie p-prawie wszedzie.

Niech E i F' beda przestrzeniami Banacha nad ciatem F = R, C i niech T': £ — F
bedzie operatorem liniowym, czyli odwzorowaniem takim, ze T(f + g) = T'f + Tg, oraz
T(\f) = AT f, gdzie A € Fi f,g € E. Méwimy, ze operator T jest ograniczony, jesli
istnieje stata C' > 0, taka ze ||Tf|| < C| f]|, dla kazdego f € E (normy w F i F' oznaczamy
tym samym symbolem, gdyz nie prowadzi to do nieporozumien). Ograniczonosé¢ operatora
liniowego jest réwnowazna jego ciggtodci. Najmniejsza ze statych C' w nieréwnosci powyzej
nazywamy norma operatora ograniczonego i oznaczamy ||7'||. Norme operatora wyraza sie
tez wzorem [T = sup,—; [Tz|. W przypadku, gdy F' = F jest cialem skalaréw, to
operator 1" : E — F nazywamy funkcjonatem.

Zbior ograniczonych operatorow liniowych B(E, F') wraz z dziatlaniami okre$lonymi
punktowo i norma operatorows jest przestrzenia Banacha. Przestrzen ograniczonych funk-
cjonatéw liniowych B(FE,F) nazywa sie przestrzenig dualng do E i oznacza sie przez
E*. Na przestrzeni B(E) := B(E, E) operacja sktadania odwzorowan zadaje iloczyn,
wraz z ktérym B(FE) tworzy algebre Banacha. Rozwazmy grupe operatoréw odwracalnych
Inv(E) ={T € B(E) : T jest odwracalny w B(E)}, w ktorej elementem neutralnym jest
operator identycznosciowy [ : E — FE. Na mocy twierdzenia Banacha o odwzorowaniu
otwartym Inv(E) = {T € B(E) : T : E — FE bijekcja}. Grupa operatoréw odwracalnych
jest zbiorem otwartym, patrz [29, Sekcja 1.2, strona 16].

Widmem operatora T € B(E) nazywamy zbiér

o(T):={reF: T -\ ¢Inv(E)}.

Widmo operatora jest zbiorem zwartym, a takze niepustym, jezeli F = C, patrz [29, Twier-
dzenie 1.7 i Twierdzenie 1.9]. Promien spektralny operatora T € B(X) jest to promiei
najmniejszej kuli o srodku w zerze, zawierajacej widmo, tzn.

r(T) := Alglaa%) ||

Promien spektralny mozna réwniez wyrazi¢ wzorem Gelfanda, nazwanym tak na czesé
matematyka Israela M. Gelfanda, ktéry pozwala obliczy¢ promien spektralny dla danego
operatora w terminach jego normy:

. - . ol
r(T) = inf [[T"([» = lim T[],

patrz [29, Twierdzenie 1.9].



1.3 Miary borelowskie na przestrzeniach zwartych

W tej pracy X bedzie zazwyczaj metryzowalna przestrzenia zwarta. Miary borelowskie
na takich przestrzeniach posiadaja dobre wtasnosci i odpowiadajg funkcjonatom liniowym
na przestrzeni C'(X). Metryzowalno$¢ X odpowiada osrodkowosci przestrzeni C'(X), patrz
[10]. Przypomnijmy, ze B(X) oznacza o-ciato zbioréw borelowskich. Natomiast zbior bore-
lowskich miar unormowanych (probabilistycznych) bedziemy oznaczaé przez M(X). Kazdy
punkt z € X okresla element §, (miar¢ Diraca) zbioru M(X) wzorem:

1, gdyxre A
5“”(/4)_{0, gdy v ¢ A

Odwzorowanie x — §, zanurza X w M(X).

Twierdzenie 1.3. Kazda miara borelowska m : B(X) — [0, +00) na przestrzeni metrycz-
nej X jest reqularna, tzn. dla kazdego A € B(X) mamy

m(A) = inf{m(U) : A C U, U zbior otwarty} = sup{m(K), K C A, K zbior domkniety},

DowOD. Niech R bedzie rodzing zbioréw, ktére spelniaja warunek regularnosci, tzn. R =
{A € R : V.5¢3 otwarty U. oraz domkniety C., takie, ze C. C A C U, oraz m(U.\C.) < €}.
Zeby otrzymaé teze trzeba pokazaé, ze B(X) C R. W tym celu wystarczy pokazaé, ze
R jest o-algebra oraz ze R zawiera rodzine zbioréw generujacych o-algebre B(X). Taka
rodzina generujaca B(X) moga by¢ na przyktad wszystkie zbiory domkniete.
Pokazmy zatem, ze dowolny zbiér domkniety C' nalezy do R. Niech € > 0. Zdefiniujmy
ciag zbiorow U, == {x € X : d(C,z) < %}, n € N. Jest to zstepujacy cigg

U DUy D .2 U,.. (1.2)

zbioréw otwartych taki, ze
(Ui =C. (1.3)
i=1

W szczegélnosei (1.3) implikuje, ze
m(Ug) =2 m(C) 1 m(U\C) >0, (1.4)

dla kazdego k. Ponadto, skoro m jest miara o-addytywna (a wiec jest ciagta), to z (1.2) i
(1.3) mamy, ze

lim wu(U,) =m(C). (1.5)

n—oo

Teraz z (1.4) i (1.5)
klim m(Ui\C) = 0.

Zatem mozemy tak dobraé¢ k tak, aby m(Uy\C) < e. Ktadac U, = Uy i C. = C widzimy,
ze warunek definiujacy R jest spetniony. Czyli C' € R.



Wystarczy teraz pokazaé, ze R jest o-algebra. Oczywistym jest, ze X € R, bo X jest
zbiorem domknietym i otwartym. Zaltézmy, ze A € R. Chcemy pokazaé, ze X\A € R.
Dla £ > 0 istnieje zbiér otwarty U, oraz zbior domkniety C., takie, ze C. C A C U, oraz
m(U:\Ce) < e. Stad X\U: € X\A € X\C: 1 (X\C)\(X\U:) = U:\C, wiec

m((X\C)\(X\Ue)) = m(U\Ce) < e

Stad A\X € R.

Niech teraz {A4,}22, € R. Potrzebujemy pokazaé, ze A := U2, A, € R (czyli, ze
rodzina R jest zamknieta ze wzgledu na przeliczalne sumy). Niech € > 0. Z zalozenia, dla
kazdego n € N istniejg zbiory U, i C.,, takie, ze U.,, jest otwarty, C;, jest domkniety,
Cen €Ay C U, oraz m(U:n\Ce ) < 5. Polézmy

= UC’
n=1

Powyzszy gbiér jest borelowski, natomiast zbioér U, := U,~, U.,, jest otwarty i C’E cU,a
z tego m(C:) < m(U.) < oo. Teraz, jesli dla kazdego k potozymy

to mamy, ze

clcc?

N

LCCFCc 1 Yok =
Tak jak poprzednio z ciaglodci miary m mamy, ze
klim m(C\C*) =

Wiec mozemy wybraé k takie, ze m(C \UE_ 1 Cen) < 5. Zbior C. = U Cer jest do-
mkniety jako skonczona suma domknietych zblorow C. n. Mamy, ze C CA Q U.. Ponadto

m(UAC:) < m(UACE) +m(C\C-)

Z (Uen\Ce) + m(C\CL) ?jin

8

w\m

n=1 n:l
To dowodzi, ze A =2, A, € R. Zatem R jest o-algebra. ]

Kazda miara borelowska p : B(X) — [0, +00) zadaje poprzez calke ograniczony funk-
cjonat liniowy J na C'(X), ktérego norma jest réowna p(X) (przestrzen takich funkcjonatéw

oznaczamy przez C'(X)* i nazywamy przestrzenia dualna do C(X)). Rzeczywiscie, z linio-
wosci calki otrzymujemy, ze wzor

:/Xf(t)d,u(t), feC(Xx),
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definiuje funkcjonat liniowy J : C(X) — C. Ponadto,
P = [ #0duo)] < [ 11 Oldnt) < [ supl(5)1du(e) = 1 f o - w(X).
seX

Zatem ||J|| < w(X). Z drugiej strony, J(1) = u(X), skad ||J|| > 1, a zatem ||J| = 1.
Zauwazmy, ze dodatnio$¢ miary p implikuje, iz funkcjonal J jest dodatni, tzn.

feC(X)oraz f>0 = J(f) > 0.

Ponizsze twierdzenie méwi o tym, ze kazdy funkcjonat liniowy z przestrzeni C'(X)*, ktéry
jest dodatni mozna przedstawi¢ za pomoca caltki z pewnej miary dodatnie;j.

Twierdzenie 1.4 (Twierdzenie Riesza o reprezentacji funkcjonatéw na C(X)). Niech X
bedzie zwartq przestrzeniqg metryczng, a J : C(X) — C cigglym, liniowym odwzorowaniem
dodatnim (tzn. J(f) > 0) dla f > 0). Wtedy istnieje dokladnie jedna miara p € M(X)
taka, ze J(f) = [y fdp dla wszystkich f w C(X).

DowOD. Dowdd istnienia miary jest do$é diugi i zmudny, patrz [26]. Dlatego wykazemy
tu jedynie jednoznaczno$¢ miary p. Pokazemy, ze jesli m(f) := [y fdm = [y fdu = p(f)
dla kazdego f € C(X), wtedy m = p. Na mocy Twierdzenia 1.3 wystarczy pokazaé, ze
m(C) = u(C) dla wszystkich zbioréw domknietych C' C X, gdyz takie wartosci determinuja,
miary regularne. Zat6zmy, ze C' jest domkniety. Niech € > 0. Z regularnosci m mamy, ze
istnieje zbiér otwarty U taki, ze C C U oraz m(U\C) < €. Zdefiniujmy f: X — R

{0 gdy x ¢ U,

d(z,X\U)
wx\Ordeo 8y @ eU.

fx) =

Jest to poprawnie zdefiniowane, o ile mianownik jest niezerowy. Ponadto f jest funkcja
ciagla, f przyjmuje zerowe wartosci na zbiorze X\U, f = 1 na zbiorze C oraz 0 < f(z) < 1
dla kazdego z € X. Stad

u(C) < /deu - /dem < m(U) < m(U) + .

Zatem p(C) < m(C)+ e dla dowolnie matego € > 0, wiec u(C) < m(C). Z symetrycznosci
otrzymujemy m(C') < u(C). O

Z Twierdzenia Riesza wynika, ze odwzorowanie y — J jest bijekcja pomiedzy M (X),
a zbiorem unormowanych, dodatnich funkcjonatéw liniowych na C(X). Oznaczmy J,, jako
obraz p. Zauwazmy, ze ta bijekcja jest odwzorowaniem afinicznym, tzn. zachowuje kombi-
nacje wypukte:

Jp,u+(1—p)m = pJu + (1 _p)Jm: pE [Oa 1]a m, e M(X)

W szezegdlnosei, M(X) zanurza sie jako zbiér wypukty w kule jednostkowa w C'(X)*. Przy
tym zanurzeniu, M(X) dziedziczy *-staba topologie z przestrzeni C'(X)*, ktéra mozna
opisa¢ w nastepujacy sposob.
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Definicja 1.5. Topologia *-staba na M(X) jest najmniejsza topologia w ktérej dla kazdego
f € C(X) funkcjonal M(X) > u — [y fdu € R jest ciagly. Baza tej topologii jest dana
przez rodzine zbioréw postaci

%thm@:{mewmmW/ﬁM—/ﬁw%wJ<i<%,
gdzie p € M(X), k> 1, fi € C(X) ie > 0. Oczywistym jest, ze ta topologia nie zalezy
od metryki zadanej na X.

Twierdzenie 1.6. Jesli X jest zwartq przestrzenig metryzowalng, to *-staba topologia na
M(X) jest metryzowalna. Dokladniej, jesli {f,}52, jest gestym podzbiorem w przestrzeni
C(X) (taki cigg zawsze istnieje, gdyz C(X) jest osrodkowa), to

& | S fudm — [ frdp
Dl = 2 5

jest metrykg na M(X) zadajgcg *-stabg topologie.

DowOD. Jasne jest, ze funkcja D : M(X) x M(X) — [0, 400) zdefiniowana powyzej jest
metryka. Rozwazmy przestrzen metryczna (M(X), D). Dla kazdego ustalonego i odwzo-
rowanie p — [ f;du jest ciagle na (X, D), poniewaz | [ fidm — [ fidu| < 2| f;||D(m, i).
Biorac pod uwage, ze {f;}>2, jest podzbiorem gestym w C(X) mamy, ze dla kazdego
f € C(X) odwzorowanie u — [ fdu jest ciagte na (M(X), D). Zatem kazdy zbiér otwarty
w *-slabej topologii jest otwarty w przestrzeni metrycznej (M(X), D). Aby przeprowadzié
dow6d w druga strone wystarczy wykazaé, ze kazda kula {m € M(X) : D(m,p) < e} w
(M(X), D) zawiera zbiér V,,(g1, ..., gr;0), gdzie k > 1, g; € C(X), 1 < i < k, oraz § > 0.
Jesli p € M(X) ie > 0 sg dane, nalezy dobra¢ N tak, aby

> 2k
nonNy1 202
Niech
s—(y ! )1
2 o= 20l
Wtedy V,(f1,.... fn;6) € {m € M(X): D(m,pn) < e}. ]

Uwaga (1.5). (1) Ciag miar {u,} € M(X) zbiega w *-stabej topologii do u € M(X)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy [ fdu, — [ fdu dla kazdej funkcji ciagtej f € C(X).

(2) Zanurzenie X — M (X) dane przez z — 0, jest ciagte.
(3) Jesli pn, € M(X), n > 1, to nastepujace warunki sg réwnowazne:

(i) pn — p w *-stabej topologii,
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(ii) Dla kazdego domknietego podzbioru F' zbioru X, lim,, .. sup p,(F) < u(F),
(iii) Dla kazdego otwartego podzbioru U zbioru X, lim,, . inf u,,(U) > p(U),
(iv) Dla kazdego borelowskiego zbioru A z u(0A) = 0, u,(A) — p(A).

DowOD. Pokazemy, ze (i)=-(ii), a nastepnie, ze (ii)=-(iii) i (iv). Dowody pozostaltych im-
plikacji znajduja sie w [23].

Niech F' bedzie domknietym podzbiorem X i dla k > 1 niech Uy, = {z € X : d(z, F) <
1/k}. Zbiory Uy, sa otwarte oraz zbiegaja do F'. Stad u(Uy) — p(F'). Z Lematu Urysohn’a
(patrz [26, Lemat 1.12]), wybieramy f, € C(X) takie, ze 0 < fx < 1, fr = 1 na F oraz
fr = 0 na X\Uy. Wtedy

Jim sup i, (F) < lim Sup/fkdun = /fkdu < w(Ug),

wiee limy, o0 SUp i, (F) < p(F). Wige mamy (i)=-(ii). Zalézmy prawdziwosé¢ (ii) i niech U
bedzie otwartym podzbiorem X. Wtedy

dim sup i, (X\U) < p(X\U)  wiee  lim inf 1, (U) > p(U).

To dowodzi implikacji (ii)=-(iii). Zalézmy prawdziwos¢ (ii) oraz, ze u(0A) = 0. Wtedy

p(int(A)) = p(A) = p(A) oraz lim,, . sup 1, (A) < p(A) = p(A)ilim, o inf p, (int(A)) >
p(int(A)) = u(A). Wiee p,(A) — u(A). Zatem zostalo wykazane, ze (i)=(iv). O

Kolejnym waznym faktem jest, ze przestrzen M(X) jest zwarta w x-stabej topologii.
Zazwyczaj pokazuje sie to korzystajac ze zwartosci kuli jednostkowej w przestrzeni dualnej
C'(X)*, co wynika z Twierdzenia Banacha-Alaoglu. W ponizszym twierdzeniu udowodnimy
ten fakt wprost, nie korzystajac z Twierdzenia Banacha-Alaoglu.

Twierdzenie 1.7. Jesli X jest zwartq przestrzeniq, wtedy M(X) jest zwarta w *-stabej
topologia.

DowOD. WprowadZzmy notacje u(f) := [ fdu. Niech {u,,}°2, bedzie ciaggiem w M(X).
Nalezy pokazaé, ze posiada on podciag zbiezny, co dowiedzie zwartosci M(X). Wybierz-
my ciag funkcji fi, fa, ... tworzacy zbior gesty w C(X). Rozwazmy ciag liczb zespolonych
{pn(f1)}. Jest on ograniczony przez || fi||, wiec posiada on podcigg zbiezny {u{)(f,)}. Te-
raz rozwazmy cigg liczbowy {u(f)}. On takze jest ograniczony i ma podciag zbiezny
{u@(fy)}. Zauwazmy, ze {pP(f1)} takze jest zbiezny. Kontynuujemy ten proces i dla
kazdego i > 1 konstruujemy podciag {p} ciagu {u,} taki, ze {u®} C {uli—Y} C

. C {pM} C {u,}. Latwo zauwazyé,ze {ul)(f)} zbiega dla f = fi, f2, ..., ;. Rozwaz-
my ciag diagonalny {u(™}. Cigg {u™(f)} jest zbiezny dla wszystkich i. Stad {u{™(f)}
jest zbiezny dla wszystkich f € C(X). Niech J(f) = lim, oo ™ (f). Oczywistym jest, ze
J : C(X) — C jest liniowe i ograniczone, gdyz |J(f)| < ||f]|. Takze J(1) =11 jesli f > 0,
to J(f) > 0. Z Twierdzenie 1.4 istnieje borelowska miara probabilistyczna p na X taka, ze
J(f) = [x fdp dla wszystkich f € C(X). Stad,

[ fau> — [ fan,
X X
tzn. ™ — 1 w *-stabej topologii (patrz Uwaga 1.5 (1)). O
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Zatem M(X) jest zwarta, wypukla i metryzowalna przestrzenia co daje nam mozliwosé
stosowania twierdzen dla odwzorowan okreslonych na takich przestrzeniach.

1.4 Dyskretne uktady dynamiczne

Przez dyskretny uktad dynamiczny rozumiemy zbidr X z zadang pewng strukturg oraz
odwzorowanie ¢ : X — X zachowujace strukture na X. Interesowa¢ nas beda gléwnie
przypadki, gdy na X jest zadana topologia oraz miara.

Definicja 1.8. Miarowym ukiadem dynamicznym nazywamy uktad dynamiczny (X, o),
gdzie (X, 3, ) jest przestrzenia z miara unormowana, a ¢ : X — X jest odwzorowaniem
mierzalnym takim, ze

Vaes (e~ (A)) = u(A). (1.6)

Jesli zachodzi (1.6), to méwimy, ze ¢ zachowugje miare p lub ze miara p jest p-niezmiennicza.

Definicja 1.9. Topologicznym uktadem dynamicznym nazywamy pare (X ,p), gdzie X jest
zwarta przestrzenig metryczna, natomiast ¢ : X — X jest odwzorowaniem ciggtym. Zbior
wszystkich unormowanych borelowskich miar ¢-niezmienniczych oznaczamy M (X, ¢).

Rézne wlasnosci uktadéw dynamicznych, a w szczegdlnosci ich wtasnosci spektralne
mozna badaé za pomoca operatorow kompozycji, ktore te uktady zadaja. Jednym z pierw-
szych, ktéry te technike zastosowal byt Koopman [16]. Dlatego tez, w kontekscie uktadéw
dynamicznych operatory kompozycji nazywa sie czesto operatorami Koopmana.

Stwierdzenie 1.10. Jesli (X, ) jest miarowym ukladem dynamicznym na przestrzeni

z miarg (X,%, 1), to dla dowolnego 1 < p < oo operator kompozycji z odwzorowaniem
p: X — X.

T, f(x) := f(e(2))
jest poprawnie okreslong izometriq T, : L (X) — L% (X).

DowOD. Wystarczy pokazaé, ze zachodzi to dla funkeji charakterystycznych zbioréw z 3.
Jest tak, poniewaz kazda catke z dodatniej funkcji mierzalnej mozna przybliza¢ funkcjami
prostymi, ktore zbiegaja punktowo do tej funkcji. Zajdzie to rowniez dla dowolnej funkcji
ciagtej f : X — R poprzez rozwazenie jej dodatniej i ujemnej czesci. Dla p > 11 dla
kazdego A € ¥ mamy

ITo1ally = a0 0l = [ 1140 pldu = [ [1200dn
= e (A) = () = [ 1Laldpe = |14
[

Ustalmy teraz topologiczny uktad dynamiczny (X, ) i zdefiniujmy odwzorowanie ¢, :

M(X) — M(X) zadane wzorem
Vaes  pup(A) = plp™'(4)).
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Lemat 1.11. Przy powyzszych zalozeniach zachodzi

Vieo(x) L/fowdu=i/fﬂhw

DowOD. Wystarczy wykazaé, ze zachodzi to dla funkcji f € C(X) o rzeczywistym zbiorze
wartosci. Z definicji ¢,u dla kazdego A € ¥ mamy [1adp.p = [14 0 @du, gdzie 14 jest
funkcja charakterystyczna zbioru A. Stad

_/M%uz/hMMM

jesli h jest funkcjg prosta. Zachodzi to takze, gdy h jest nieujemng funkcjg mierzalng,
poprzez wybranie rosngcego ciggu funkcji prostych zbiegajacego punktowo do h. Zatem
powyzsze rownanie jest spetnione dla dowolnej funkcji cigglej f : X — R poprzez rozwa-
zenie dodatniej i ujemnej czesci tej funkcji. ]
Stwierdzenie 1.12. Jesli (X, p) jest topologicznym ukladem dynamicznym, to operator
kompozycji jest poprawnie okreslong kontrakcjg T, : C(X) — C(X), ktora jest izometrig
wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest surjekcjq. Miara p € M(X) jest p-niezmiennicza wtedy i
tylko wtedy, gdy

/wadu = /fd,u dla wszystkich f € C(X).

DowOD. Najpierw pokazemy, ze T,, jest kontrakcja. Wezmy f € C(X), wtedy

— — < =
ITof | = max | T, f (2)] = max |f (o(2)] < max|f(y)] =[]l (L.7)
Teraz pokazemy, ze T, jest izometria (tzn. [|T,f|| = [/ f]]) wtedy i tylko wtedy, gdy ¢

jest surjekcja (p(X) = X). Jesli o(X) = X, to maxzex | f((2))] = maxyex |f(y)], wice
w (1.7) mamy wszedzie réwnosci, co dowodzi, ze T, jest izometria. Z drugiej strony, jesli
o(X) # X, to wtedy ¢(X) :=Y jest zwartym podzbiorem X (obraz zbioru zwartego przy
ciaglym odwzorowaniu takze jest zwarty). Wezmy dowolny punkt zo, € X\Y. Wtedy z
Lematu Urysohn’a (patrz [26, Lemat 1.12]) istnieje funkcja f € C(X) taka, ze

0< flz) <1, z€X,

oraz
_ 17 gdy T =T
ﬂ”_{o,gmxey
Dla tej funkcji mamy || f|| = max,ex | f(x)| = |f(z0)| = 1 oraz

T 1l = ma |, ()] = max| £ ()| = ma | £ ()] = 0,

Zatem || T, f]| =0 < || f]| = 1. Czyli T}, nie jest izometria.
Druga cze$é¢ twierdzenia wynika z Lematu 1.11 oraz z jednoznacznosci w Twierdzeniu
1.4. ]
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Dla kazdego topologicznego uktadu dynamicznego istnieje borelowska miara niezmiennicza.
Jest to tak zwane Twierdzenie Bogoliubowa-Krylowa:

Twierdzenie 1.13 (Bogoliubow-Krylow). Dla kaZdego topologicznego uktadu dynamicz-
nego (X, @) zbidr M(X, ) jest niepusty, tzn. istnieje borelowska miara p-niezmiennicza.

DowOD. Niech {0,}22, bedzie ciagiem z M(X). Moze to by¢ na przyklad o, = 4, dla
kazdego n, gdzie y € X dowolnie wybrany punkt. Rozwazmy ciag miar {u,}5°; danych
wzorem f, = = 3" @lo,. Wtedy {p,}52, € M(X), a wiee ze zwartoéci zbioru M(X)
(patrz Twierdzenie 1.7) otrzymujemy, ze ciag ten posiada podciag ju,; zbiezny w *-stabej
topologi do pewnej miary p € M(X). Pokazemy, ze u nalezy do M(X, ¢). Dla dowolnego
f € C(X) mamy

[ oedu— [ fau| = tim | [ 1o dpa, ~ [ fdu,

J—00

Jj—00

1 n;—1 A '
—lim | [ Y (o™t [ oo,
ng v o

~ lim nl [(rogn — s,

Jj—00

2
< 1im 21

Jj—o0 nj

0.

Zatem pu € M(X, ) na mocy Stwierdzenia 1.12. O

Przyklad 1.14 (Obroty okregu). Niech X := S' = {z € C : |z| = 1} bedzie okregiem
jednostkowym oraz niech (z) := ¥z, gdzie w € [0,1). Odwzorowanie to jest obrotem o
kat 27w. Zatem zachowuje ono dlugos$é tuku na S!, czyli miare Lebesgue’a m.

Przyktad 1.15 (Endomorfizmy okregu). Niech, tak jak w poprzednim przykladzie, X =
S* bedzie okregiem i niech p(z) = 2z2. Wtedy kazdy punkt ma doktadnie dwa przeciwobrazy.
Za pomoca odwzorowania S 3 e?™ « t € [0,1) mozemy utozsamié¢ okrag z odcinkiem
[0,1) modulo 1. Wtedy
2t gdy t €0,3)
So(t)_{ 2t —1 gdy z€[i1)

Zatem ¢~ t((a,b)) = (%, %) U <%1, b+71> Stad oraz z wlasnosci miary Lebesgue’a m

(e (@) = m ((2 g)) rm ((“‘2”, T)) ~ =)+ 20— = m(@.b),

Czyli odwzorowanie ¢ takze zachowuje miare Lebesgue’a m. Powyzsze rozwazania prze-
nosza si¢ na wszystkie odwzorowania postaci p(z) = 2", dla pewnego n > 1. Zauwazmy,
ze okrag S! wraz z mnozeniem zespolonym jest grupa. Natomiast odwzorowanie ¢ jest
endomorfizmem tej grupy - zachowuje iloczyn: ¢(z1 - z2) = (21 - 22)" = 27" - 25 = p(21)(22)
dla zq, 2z, € C.
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Przyktad 1.16 (Topologiczne przesuniecia). Topologiczne przesuniecia nazywamy réwniez
"shiftami”. Zadajmy przestrzen

Y= {1, .0} = {(x1,29,..) 12, € {1,....n}}.

Wraz z topologia produktowa tworzy ona zwarta przestrzen metryzowalna. Wynika to
z Twierdzenia Tichonowa, patrz [11]. Baze topologii na ¥, tworza zbiory A, .. =
{(y1, s Yty Tho1, ...) © ;€ {1,...,n} dla j > k, gdzie yi,...,y, € {1,...,n} sa ustalone.
Topologicznym przesunieciem nazywamy odwzorowanie o, : 2, — 2,, gdzie

on(T1, T2, ...) = (29, x3,...).
Podstawowym obiektem badan teorii ergodycznej sa uktady i miary ergodyczne:

Definicja 1.17. Miarowy uktad dynamiczny (X, ¢) na przestrzeni z miara (probabilistycz-
na) (X, X%, ) nazywamy ergodycznym jezeli zachodzi implikacja

Vaes ¢ ' (A) = A = p(A) = 0 ub u(4) = 1.

Moéwimy wtedy tez, ze miara u jest @-ergodyczna lub ze odwzorowanie ¢ : X — X jest
ergodyczne wzgledem .

Uwaga. Implikacja w powyzszej definicji méwi, ze uktad ergodyczny (X, ¢) jest nieroz-
ktadalny na mniejsze czesci (ktore bylyby istotne z punktu widzenia teorii miary). Rzeczy-
wiscie, jezeli dla pewnego A € ¥ mamy ¢ !(A) = A, to wtedy réwniez p~1(X\A4) = X\ A4,
wiec zamiast bada¢ uktad (X, ) mozemy badaé jego “dwa poduklady” ¢ : A — A oraz
¢ : X\A — X\A. Przy czym taka redukcja ma sens jedynie, jesli 0 < pu(A) < 1.

Definicja 1.18. Jezeli (X, ) jest topologicznym uktadem dynamicznym, to zbiér bore-
lowskich miar -ergodycznych oznaczamy przez

Erg(X,¢) :={p € M(X,p): ujest p-ergodyczna}.

Przypomnijmy, ze podzbiér A przestrzeni liniowej nazywamy zbiorem wypuktym, jezeli
wraz z kazdymi dwoma swoimi punktami zawiera odcinek je taczacy, tzn. jesli x1, 25 € A
to dla kazdego t € [0, 1] kombinacja wypukta tx; + (1 — t)xs takze nalezy do A. Punkty
zbioru wypuklego A, ktére nie sa kombinacjami wypukltymi dwéch réznych punktéw (nie
leza na zadnym odcinku o koncach w A), nazywamy punktami ekstremalnymi tego zbioru.

Twierdzenie 1.19. Niech (X, @) bedzie topologicznym ukladem dynamicznym. Zbiér miar
niezmienniczych M(X, ) € M(X) jest zbiorem wypuklym i zwartym w *-stabej topolo-
gii. Miary ergodyczne Erg(X, ) sq¢ punktami ekstremalnymi tego zbioru, tzn. jesli u €
M(X, ), to

Erg(X, ) := {1 € M(X,0) : Vie0,1]V 1 jmemxp) 1= tpn + (1 =t g = 1= p11 = pia}.
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DowOD. Aby wykazaé zwartosé¢ M (X, ¢) wystarczy pokazaé, ze jest to domkniety pod-
zbior zbioru M(X), ktéry wiemy, ze jest zwarty na mocy Twierdzenia 1.7. Niech {u,}52
bedzie ciagiem z M(X, ) i p, — p w M(X). Wtedy

/fdw*uz/fosoduz,}ggo/fosodun zggngo/fdun z/fdu,

zatem pu € M(X, p), co dowodzi domknietosci zbioru M(X, ). Zatem M (X, @) jest zwar-
ty, jako domkniety podzbiér zbioru zwartego M (X).

Wypuktoéé wynika z tego, ze jesli uy, s € M(X,p) i A € [0,1] to Mg + (1 — N €
M(X, ).

Przejdzmy teraz do dowodu ostatniej czesci twierdzenia. Zalézmy, ze p € M(X, ) i
p nie jest miara ergodyczng. Wtedy istnieje zbior borelowski B taki, ze ¢~ '(B) = B i
0 < u(B) < 1. Zdefiniujmy miary g i pe w nastepujacy sposob

(AN B) AN(X\ B))

o ; _
i A TO S VI

gdzie A takze jest zbiorem borelowskim. Latwo zauwazy¢, ze pq, us € M(X, @), poniewaz

oy e (AN B)  u(e (AN (B))  ule' (AN DB))
T E(:) RT(2)

B u(ANB)
(B

Analogicznie mamy dla s (A). Ponadto
u(A) = p(B)un(A) + (1 — u(B))pa(A).

Zatem p nie jest punktem ekstremalnym zbioru M(X, ¢).
Z drugiej strony, niech u € M(X, ) bedzie miara ergodyczna i

= p(A).

p=ppy + (1 = p)pa,

gdzie py, s € M(X, ) 1ip € (0,1). Miara py jest absolutnie ciagta wzgledem miary g,
tzn. p(A) = 0 implikuje p1(A) = 0. Zatem istnieje pochodna Radona-Nikodyma ij—’/‘j, tzn.
dla kazdego zbioru borelowskiego B mamy

(B = [ d“;fj“")du(x),

patrz [30, Twierdzenie 0.10]. Mamy, ze ‘%1 > 0. Niech B = {xz: dd%(x) < 1}. Wtedy

dpy dyy -1
/B oy B L = m(B) = (o7 (B))

M1 M1
- Wi+ | g,
g dp T e mns dp
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Zatem J J
H1 H1
g, = / gy
/B\tp—l du a e 1(B\B di a

Skorocil%<1naB\g0*1(B)’d‘;1 1 na o (B)\ B iz tego, ze u(p=*(B)\ B) =

(e~ H(B)) — ple™(B) N B) = u(B) — p(¢”(B) N B) = u(B\ ¢~ (B)) mamy u(B \
0 1(B)) =0 = pu(p~"(B)\ B). Stad u(¢~'(B)AB) = 0, a zatem p(B) = 0 lub 1, patrz
[30, Twierdzenie 1.5]. Jesli u(B) =1 to w1 (X) = 5 ‘Z—’ﬁdu < pu(B) =1, czyli uy1(X) = 1.
Zatem p(B) jest rowne zeru.

Ktadac C = {z : % > 1} w analogiczny sposéb jak powyzej otrzymujemy, ze p(C') = 0.
Zatem d’” =1i st@d ul . Czyli p jest punktem ekstremalnym zbioru M (X, ¢). ]

Twierdzenie Krejna-Milmana méwi, ze kazdy zwarty zbior wypukly (w lokalnie wypuklej
przestrzeni liniowo-topologicznej) jest rozpiety przez swoje punkty ekstremalne (sktada sie z
kombinacji wypuktych takich punktéw). W szczegdlnosci kazdy taki zbiér posiada punkty
ekstremalne. Zatem taczac powyzsze twierdzenie z Twierdzeniem Bogoliubowa-Krylowa
(patrz Twierdzenie 1.13) otrzymujemy:

Whniosek 1.20. Dla kazdego topologicznego uktadu dynamicznego (X, ) zbior Erg(X, ¢)
jest niepusty, tzn. istnieje borelowska miara p-ergodyczna.

Miary ergodyczne mozna réwniez scharakateryzowaé¢ w jezyku operatorow kompozycji,
o czym mowi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.21. Niech ¢ : X — X bedzie odwzorowaniem zachowujgcym miare (1 oraz
niech p € [1,00). Wtedy nastepujgce warunki sq réwnowazne:

1) Miara p jest p-ergodyczna.

2) Jedli f jest funkcjg mierzalng na X oraz f =" fop to f "EY const.

3) Jedynka jest prostqg wlasnosciq operatora kompozycji T, : L1 (X) — LP(X), tzn. jesli
feLb(X)iT,f=f, toistnicje A € C takie, ze f = A1 w L}(X).

DowOD. Przejscie z 2) do 3) jest jasne.
3)=1). Niech ¢1(A) = A dla pewnego zbioru borelowskiego A. Wtedy funkcja cha-
rakterystyczna 14 nalezy do L (X), poniewaz

[Lallze = (/lpdu) = p(A)¥ < oo,
oraz
TaplA:]-AOSD:]-go—l(A):]-A-

Zatem z 3) 1,4 jest u-prawie wszedzie stata, wiec jest p-prawie wszedzie réwna zero badz
jeden, a stad p(A) =0 lub 1.
1)=2). Niech f = foyp prawie wszedzie i niech ¢ bedzie odwzorowaniem p-ergodycznym.
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Mozemy zatozyé, ze funkcja f : X — R (przechodzac ewentualnie do czesci rzeczywistej
badz zespolonej funkeji f). Dla kazdego k € Z i n > 0 potézmy

’ i’ ok
X;m:{meX < ) < ;1}:f‘1<l2n, ;1»

P (X)) DX € {22 flo() # f(2)}-
Jesli v € o (Xpp) \ X t0 @(2) € Xpn 1 © ¢ Xy . Natomiast, jesli € Xi,, \ 0 H(Xpn)
tox € Xgpn 1 @(x) & Xpn. Zatem p(o 1 (Xpn)AXkn) = 01 2z [30, Twierdzenie 1.5]
w(Xgn) = 0 badz p(Xy,) = 1. Dla kazdego n, X = |lpez it(Xkn), zatem jesli p(X) =1
to istnieje tylko jedno takie k dla ktérego pu(Xy,) = 1. Potézmy Y = N2, Xy, . Wtedy
w(Y) = 1, poniewaz

p(X\Y) = (UX\ann><iM(X\ann f_'f W(Xp) =1-1=0.

n=1

Wowezas

Ponadto, jesli pewne z1,z, nalezg do Y to dla kazdego n, z1, s naleza takze do Xy, ».
Zatem, dla kazdego n, |f(z1) — f(z2)] < 55 "= 0, a stad f(xl) f(z2). Zatem funkcja f
obcieta do Y jest stata i pu(X \'Y) =0. O

Na koniec przytoczymy fundamentalne twierdzenie Teorii Ergodycznej. Méwi ono, ze
dla uktadéw ergodycznych srednia po czasie jest rowna Sredniej po przestrzeni. Dowod
powyzszego twierdzenia mozna znalezé w [30, Twierdzenie 1.14].

Twierdzenie 1.22 (Twierdzenie Ergodyczne Birkhoffa-Chinczyna). Jesli i jest miarg -
ergodyczng, to dla kazdej funkcji catkowalnej f € Li(X ) mamy, Ze

gggoﬁ Z fop'= / fdp  p-p.w.

Jako ilustracje Twierdzenia Ergodycznego pokazemy jak mozna z niego otrzymac¢ Mocne
Prawo Wielkich Liczb Kolmogorowa. Niech (€2, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna
z prawdopodobienistwem P i o-algebrg F. Potézmy X = QY. Niech ¥ = FQF R ...
bedzie o-algebra produktowa i 4 = P @ P @ ... miara produktowa. Wtedy (X, 3, i) takze
jest przestrzenig probabilistyczna.

Twierdzenie 1.23. Jesli (X, 3, u) jest przestrzeniq probabilistyczng zadang tak jak powy-
Zej, to przesuniecie Bernoulliego o : X — X zadane wzorem o(wy,wa, ...) = (w2, ws, ...) jest
ergodyczne wzgledem f.

DowoOp. Patrz [30, Twierdzenie 1.12]. O

Whniosek 1.24 (Mocne Prawo Wielkich Liczb, Kolmogorow 1930). Niech {£{}2, bedzie
crggiem zmiennych losowych o tym samym rozkladzie & ~ & posiadajgcym wartos¢ oczeki-
wang E(§). Wtedy

1 N paw
E;fiﬁE(f)
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DowoOD. Niech (€, 3, u)-przestrzen probabilistyczna taka jak w Twierdzeniu 1.23, a &-
zmienna losowa. Wtedy &; ~ ¢ ciagiem niezaleznych zmiennych losowych. Ponadto & = & 0
o1 gdzie o jest przesunieciem Bernoulliego. Z Twierdzenia 1.23 wiemy, ze p = PQ P & ...
jest o-ergodyczna. Zatem, z Twierdzenia Ergodycznego % Y& = % S ot HR
Jx &dp = E(&) = E(). H



Rozdziat 2

Operatory przejscia i ich promien
spektralny

W tym rozdziale opiszemy og6lng postaé¢ operatoréw przejscia dla topologicznych uktadow
dynamicznych. Wyjasnimy ich zwiazek z operatorami Ruelle’a-Perrona-Frobeniusia, ktore
sg glownym obiektem w niniejszej pracy. Podamy réowniez ogdlng Zasade Wariacyjng na
promien spektralny operatoréw przejscia otrzymang niedawno przez Antonevicha, Bak-
thina i Lebedeva oraz pokazemy jak ja zastosowaé¢ do obliczenia promienia spektralnego
wazonych operatoréw przesuniecia.

2.1 Operatory przejScia i dodatnie funkcjonaty

Ten podrozdziat zostal napisany w oparciu o publikacje [5, 18]. Niech (X, ) bedzie topo-
logicznym uktadem dynamicznym. Czyli X jest zwartg przestrzenig metryczna, natomiast
p: X — X jest odwzorowaniem ciggltym.

Definicja 2.1. Operatorem przejscia dla uktadu (X, ) nazywamy operator liniowy L :
C(X) — C(X), ktéry

(1) jest dodatni tzn. L(f) > 0 jest funkcja nieujemng dla kazdej funkcji nieujemnej f > 0,
(2) spelnia homologiczng tozsamosé
L((feop)-g9)=1-L(g) (2.1)
dla wszystkich f,g € C(X).

Uwaga. Tozsamo$¢ (2.1) mozna zapisaé, korzystajac z operatora kompozycji T, : C(X) —
C(X), por. Stwierdzenie 1.12, jak nastepuje:

L(T,(f)-9)=1f L(9),  [f.g€CX).

21
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Przy dodatkowym zatozeniu, ze £ : C(X) — C(X) zachowuje jedynke, tzn. £(1) = 1,
otrzymujemy, ze operator L jest ledwo odwrotny do T,,. Rzeczywiscie mamy wtedy

L) = LT (- ) E foca)y=f  dafec(x),

Czyli Lo T, = idc(x). Na ogél operatoréw lewo odwrotnych do T, jest nieskoiiczenie
wiele. Jezeli jednak ¢ jest homeomorfizmem, to operator T, jest odwracalny i wtedy £ =
(T,,)~' = T,,-1 jest operatorem kompozycji z odwzorowaniem odwrotnym ¢! : X — X.

Przyktad 2.2 (Wazone operatory przesuniecia). Jesli ¢ : X — X jest homeomorfizmem i
a € C(X) funkcja ciagla, to operator kompozycji z waga a, zwany tez wazonym operatorem
przesuniecia, definiujemy wzorem

Jesli a < 0 jest funkcja nieujemna, to al" jest operatorem przejscia. Rzeczywiscie jest on
dodatni, bo a jest nieujemna i spelnia (2.1), poniewaz

aTy-1(f o g)(x) = a(x)(fopoy ) (@)gle  (2)) = f(z)a(z)g(¢p ()
= faT,-19(x).

Ponizej wykazemy, ze jezeli ¢ : X — X jest homeomorfizmem, to kazdy operator przejicia
dla (X, @) jest tej postaci.

Klasycznymi przyktadami operatorow przejscia sa operatory Ruelle’a-Perrona-Frobe-
niusa zwiazane z lokalnymi homeomorfizmami. Przypomnijmy, ze odwzorowanie ¢ : X —
X jest lokalnym homeomorfizmem, jesli dla kazdego punktu x € X jesteSmy w stanie
znalezé takie otoczenie otwarte U C X, ze zbior ¢(U) jest otwarty w X oraz obcigcie
ol + U — @(U) jest homeomorfizmem miedzy podprzestrzeniami topologicznymi U i
o(U). Oczywiscie kazdy homeomorfizm jest lokalnym homeomorfizmem. Odwzorowania z
Przyktadéw 1.15, 1.16 sa modelowymi przyktadami lokalnych homeomorfizméw.

Definicja 2.3. Operatorem Ruelle’a-Perrona-Frobeniusa zwiazanym z lokalnym home-
omorfizmem ¢ : X — X oraz nieujemna funkcja ciaglta ¢ € C(X), nazywamy operator
L.:C(X)— C(X) dany wzorem

L{(NHy)= > cla)f(x), [feC(X)yeX.

zep~(y)

Uwaga. Zauwazmy, ze dla dowolnej nieujemnej funkcji ¢ € C(X) operator Ruelle’a-
Perrona-Frobeniusa jest L. jest poprawnie okreslony i jest operatorem przejscia. Rzeczy-
wiscie, skoro ¢ jest lokalnym homeomorfizmem, a X jest zwarty, to istnieje skonczone
pokrycie otwarte {U; }, przestrzeni X takie, ze ¢ : U; — ¢(U;) jest homeomorfizmem dla
kazdego i. W szczegélnodei, dla kazdego y € X przeciwobraz ¢~ !(y) jest skoficzony, ma
co najwyzej n elementow. Zatem suma Y- ,c,-1(,) c(z) f(x) jest skoniczona. Co wigcej, przy
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ciaglej zmianie y suma ta zmienia sie w sposéb ciagly. Czyli L. : C(X) — C(X) jest po-
prawnie okreslonym operatorem. Liniowos¢ jest jasna, a dodatnio$¢ wynika z nieujemnosci
funkcji c. Tozsamosé homologiczng weryfikuje prosty rachunek:

L((fow)-g)y)= > c@)fop)z)glx)= > cx)f(p(z))g(z)

z€p~1(y) z€p—1(y)
= Y @) fwe(z) = Fy)Lg)(y).
rep ()

Jak wyjasnimy ponizej kazdy operator przejscia zwiazany z lokalnym homeomorfizmem jest
operatorem Ruelle’a-Perrona-Frobeniusa dla pewnego ¢ € C(X), patrz [18, Stwierdzenia
2.1, 2.6] (wzia¢ A = X)), [4, Podrodziat 2.2].

Teraz omowimy ogdlna postaé operatoréw przejscia. Zaczniemy od waznego i czesto
wykorzystywanego faktu, ze operatory dodatnie sg automatycznie ograniczone i ich norma
realizuje sie na jedynce:

Stwierdzenie 2.4. KaZdy operator liniowy dodatni L : C(X) — C(X) jest ograniczony
oraz ||L]| = [[£(1)]]-

DowOD. Poczatkowo udowodnimy ograniczonosé liniowego, dodatniego funkcjonatu, po-
wiedzmy ¢ : C'(X) — C. Dla funkcji f € C(X) o rzeczywistym zbiorze wartosci i || f]] < 1
mamy, ze 1 > f > —1,tzn. 1 — f > 0114 f > 0. Stad oraz z liniowosci i dodatniosci ¢
dla funkcji rzeczywistej dostajemy

I <= 90 —=f) =) =4(f) >0 i »A+f)=v1)+4(f) >0,

cO oznacza, ze
Il < 1= [o(A)] < (). (2.2)

Dowodzi to ograniczonosci ¢ dla funkcji rzeczywistych. Teraz przejdzmy do dowodu tej
ograniczonosci dla wszystkich ciagtych funkeji. Dowolna funkcje f € C'(X) mozemy zapisaé
jako kombinacje liniowg dwoch funkcji rzeczywistych:

f:f1+if27 gdZie fl ::Re.fafZ:Imf>

i wtedy

Z powyzszych nieréwnosci oraz z (2.2) dostajemy

Il <1 = [0 = [0(f1 +if2)l = [(f) + i (fo)] <L)+ 0(f)] < 20(1),

a to dowodzi ograniczonosci 1.

Przejdzmy teraz do wlasciwej czesci dowodu. Zauwazmy, ze wystarczy jedynie pokazac,
ze | L] = supyp=1 1NN = L), gdyz stad, ze [|[L(1)|] < oo dowiedzie to réwniez
ograniczonosci L. Dla kazdego x € X zdefiniujmy funkcjonal yu, : C(X) — C wzorem

pa(f) = L)), fel(X)
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Z liniowosci i dodatniosci operatora £ wynika, ze funkcjonal pu, jest liniowy i dodatni.
Zatem p, jest ograniczony na mocy pierwszej czesci dowodu. Stad na mocy Twierdzenia
Riesza (Twierdzenie 1.4) mozemy utozsamié pu, z pewna miara borelowska na X i wtedy

polf) = [ F@dp(t). f e CX).
Dalej mamy, ze

|£]| = sup ||L£(f)|| = sup max |L(f)(z)| = sup max |u.(f)| = sup max|/ t)dpi,(t)
I£lI=1 I fll=1 T€X I fll=1 T€X I fll=1 T€X

< sup max/ | f(t)|dp(t) max/ ldp,(t) = mgécaa;(l)zﬂﬁ(l)ﬂ.

Ifll=1 z€X
Czyli ||L|| < ||£(1)]|. Z drugiej strony ||L(1)[] < ||£] - |[1]] = [|£]]- O

Ustalmy operator przejscia £ : C(X) — C(X) dla dowolnego odwzorowania ciagtego
¢ : X — X. Tak jak w dowodzie Stwierdzenia 2.4, dla kazdego punktu z € X zdefiniujmy
funkcjonat p, : C(X) — C wzorem

pe(f) = L(f)(x), [ eC(X), (2.3)

i utozsammy go za pomoca Twierdzenia Riesza (Twierdzenie 1.4) z pewng miara borelowska
na X. Homologiczna tozsamos¢ oznacza takze, ze dowolnej funkeji f € C(X) zachodzi

L(fop)(x) =L(fop-1)(x) = f(x)- L(1)(z).

Stad .
5(1)(I)ux(f o) = f(z),
a zatem
supp o C ' (x). (2.4)

Dla punktu x mozliwe sa dwa przypadki:

(1) L(f)(x) = 0. To znaczy, ze p,(1) = 0, dlatego p, = 0 poniewaz u, jest dodatnim
funkcjonatem,

(2) L(f)(x) # 0. W tym przypadku p, # 0 i z Twierdzenie Riesza (Twierdzenie 1.4)
mozemy mu przyporzadkowa¢ miare p, na X.

Jasnym jest, ze odwzorowanie x — u, jest ciaglte w *-stabej topologii.
Lemat 2.5. Jesli v ¢ o(X) to L(1)(x) = 0.
DowOD. Zatézmy nie wprost, ze L(1)(z) # 0. Wtedy mozna wybraé taka funkcje f €
C(X), aby flox)y =01 f(x) = 1. Stad otrzymujemy sprzecznosé, bo

1
0= mﬁ(f op)(z) = f(z)=1.
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Rozwazane powyzej obiekty daja pelny opis operatorow przejscia. Rzeczywiscie dowolne
ciagte w *-stabej topologii odwzorowanie x — .., gdzie i, sa miarami borelowskimi, ktore
spetniaja:

(1) po =0, gdy z & (X)),

(2) p. spelnia (2.4), gdy = € p(X) (moze tu by¢ takze p, = 0),
zadaje operator przejscia (patrz wzor (2.5) ponizej), dla ktérego zachodzi (2.3). Z powyz-
szych rozwazan wynika nastepujace stwierdzenie:

Stwierdzenie 2.6. Kazdy operator przejscia L jest postaci
L@ = [ Sdnty)  feCX)re X (25)

gdzie nosnik miary p, jest zawarty w ¢~ (z) oraz odwzorowanie
X3z +— pu, € M(X)
jest ciggte w x-stabej topologii.

Dla kazdego operatora £ mozemy zdefiniowaé funkcje ¢ : X — [0, 00) wzorem

c(x) == pp@ ({r}) zeX. (2.6)
W ogdlnosci nie jest ona ciagta i nie okresla operatora £ jednoznacznie. Jesli istnieje po-
krycie otwarte {V;}!_; zbioru X takie, ze ¢ obciete do V;, ¢ = 1, ..., n jest r6znowartosciowe,
to funkcja ¢ jest ciagla. Faktycznie, jesli wezmiemy {h;}!, € C(X) jako rozklad jedynki
dla tego pokrycia, patrz [26, Twierdzenie 2.13]. Wtedy

(L(hi) 0 p)(x) = L(hi)(p(x)) = c(x)hi(z) 2 €V

Stad, dla kazdego ¢ = 1, ...,n funkcja c(z)h;(x) jest ciagta (gdyz £ przeprowadza funkcje
ciagta na funkcje ciagla), a zatem funkcja ¢ = Y0 | ¢ h; takze jest ciagta. Dodajmy jeszcze,
ze jesli o jest lokalnym homeomorfizmem to ¢! jest skoficzony. Z tych rozwazan wynika
nastepujace stwierdzenie:

Stwierdzenie 2.7. Jesli ¢ jest lokalnym homeomorfizmem, to kazdy operator przejscia L
jest operatorem Ruelle’a-Perrona-Frobeniusa, tzn. jest zadany wzorem

L)@)= > cwfly), zeX felX), (2.7)

yEp~1(x)
dla pewnej cigglej nieujemnej funkcji ¢ € C(X).
Whniosek 2.8. Jesli p : X — X jest homeomorfizmem, to kazdy operator przejScia L jest
postacs

L(f)(x) = c(x)f(¢~ (2))),
dla pewnej nieujemnej funkcji ciggltej ¢ € C(X). To znaczy, L jest waZonym operatorem
Przesuniecta.

DowOD. Skoro ¢ jest homeomorfizmem to suma w (2.7) posiada tylko jeden sktadnik dla
-1
y=¢ (x). O
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2.2 Promien spektralny operatora przejscia

W tym podrozdziale przedstawimy ogdlna zasade wariacyjna wyrazajaca promien spektral-
ny dowolnych operatoréw przej$cia otrzymang przez Antonevicha, Bakhtina i Lebedeva w
[2]. W otrzymanym wzorze pojawia sie pewien funkcjonal zalezny od operatora przejscia,
ktérego autorzy [2] nazwali t-entropia operatora przejscia. W pracy [3] definicje t-entropii
nieco uproszczono i te definicje tu przytoczymy.

Ustalmy operator przejécia £ : C(X) — C(X) dla pewnego topologicznego uktadu
dynamicznego (X, ). Na mocy Stwierdzenia 2.7 operator L jest dany wzorem (2.5). Z
takim operatorem mozemy zwiazaé rodzing operatoréw Lo @ C(X) — C(X) zaleznych
od funkcjonalnego parametru b € C(X,R) (b ma wartosci rzeczywiste), ktére dzialaja na
funkcje f € C(X) w nastepujacy sposéb

Lof = L(ef).

Operatory tego typu sa gléwnymi obiektami badanymi w teorii spektralnej uktadow dy-
namicznych, formalizmie termodynamicznym, teorii eliptycznej réwnan rézniczkowych itp.
Autorzy [2], [3] funkcjonat A : C(X,R) — R, gdzie \(b) jest logarytmem naturalnym z pro-
mienia spektralnego operatora L. nazywajg spektralnym potencjatem operatora przejscia
L. Zatem dla b € C(X,R), ze wzoru Gelfanda otrzymujemy, ze

A(b) =Inr(Lep) = lim 1 In || L% ]].

n—oo n,

Zauwazmy, ze A(0) = Inr(Leo) = Inr(L). Ponadto z dodatniosci operatora L7, patrz
Stwierdzenie 2.4, mamy

1
A(b) = lim —In ||L£%(1)]],

n—oon,

gdzie 1 oznacza funkcje tozsamosciowo réwng 1 na X. Dalej z homologicznej tozsamosci,

mamy, ze
_ n—1
s = o (2 ) <o (T e )
k=0

Stad otrzymujemy skomplikowany wzor

n—1
bopk
/@1%) Ll(xTL) 11 €% dps,,...dps, | -

k=0

1
A(b) = lim — maxIn
n—oo 1 r1€X

W szczegdlnosei,

1
Inr(£) = A(0) = lim —maxIn

n—oo n r1€X

1dyiy, ...dpty, | .
/<pl(x1> /<pl<wn> Han -l

Powyzsze skomplikowane wzory autorzy [2], [3] zamienili na inny skomplikowany wzér:
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Definicja 2.9 ([2], [3]). Niech £ : C(X) — C(X) bedzie operatorem przejscia. T-entropig
operatora £ nazywamy funkcjonat 7, : M(X, ) — [—00, 00) okreslony na zbiorze wszyst-
kich borelowskich miar p-niezmienniczych dany wzorem

(L g;)
—inf Linf ) In
(1) ;Lreanm Eﬁﬂ 0

, (2.8)

gdzie drugie infinimum jest brane po wszystkich ciagtych rozktadach jedynki zbioru X,
tzn. po rodzinach G = {g1, ..., gk}, gdzie g; € C(X) sa funkcjami nieujemnymi oraz ¢g; +
.+ gr =1na X. W (2.8) przyjmujemy konwencje, ze In(0) := —oo oraz jesli u(g;) = 0,
to przyjmujemy, ze odpowiedni sktadnik w sumie jest zerem.

Jedynym z gltéwnych wynikéw pracy [2] jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.10 (Zasada Wariacyjna dla spektralnego potencjatu). Niech £ : C(X) —
C(X) bedzie operatorem przejscia dla uktadu (X, ). Dla dowolnego b € C(X,R) zachodzi

A(b) = max (/ bdu + Tg(ﬂ)) (2.9)
HEM(X
Whniosek 2.11 (Zasada Wariacyjna dla promienia spektralnego operatora przejscia). Lo-
garytm promienia spektralnego operatora przejécia L : C(X) — C(X) dla topologicznego
uktadu dynamicznego (X, p) jest réwny maksymalnej t-entropii:
Inr(£) =A0) = max T .
(£) = X0) = _mx  7e(10)

Dowdd powyzszego twierdzenia jest skomplikowany i opiera sie na pojeciu transformacji
Legendre’a, patrz [2]. Ponadto samo obliczenie t-entropii w konkretnych przypadkach wy-
daje sie by¢ trudne. Jedyny konkretny przypadek, jaki w pracach [2], [3] opisano, dotyczy
sytuacji, gdy ¢ jest homeomorfizmem i £ = T, jest operatorem kompozycji:

Lemat 2.12. Jesli ¢ : X — X jest homeomorfizmem oraz L = T,-1, to 7.(p) = 0.

DOWOD Przy powyzszych zatozeniach L™ = T,,_,. Zatem dla dowolnej miary niezmien-
niczej 11 € M(X, p) mamy p(£"(g)) = u(g), a stad

Te(p ):}fé%;ﬁmf Z w(g 'ufiglg)z) :rlzlellf\lnlnf Z w(g;)Inl = 0.

]

Celem niniejszej pracy jest opisanie wzoru na promien spektralny operatora Ruelle’a-
Perrona-Frobeniusa, tj. rozwazenie przypadku, gdy ¢ jest lokalnym homeomorfizmem.
W szcezegbélnosci wyjasnimy w tym przypadku zwiazek t-entropii z klasyczna entropia
Kolmogorowa-Sinai oraz rola powyzszych poje¢ w formalizmie termodynamicznym. Zanim
to nastapi, zatrzymamy sie jeszcze na chwile w przypadku, gdy ¢ jest homeomorfizmem i
zadna entropia sie nie pojawia (por. Lemat 2.12).
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2.3 Promienia spektralnego operatora wazonego prze-
suniecia

Jak widzieliémy w poprzednim podrozdziale operatory przejécia dla homeomorfizmu ¢ :
X — X sa wazonymi operatorami przesuniecia z wagami dodatnimi. W tym podrozdziale
jako ilustracje pokazemy jak z ogblnego wzéru (2.9) otrzymacé zasade wariacyjna na promien
spektralny wazonych operatorow przesuniecia. Pierwotnie zasade te udowodnili niezaleznie
Kitover i Lebedev w 1979 roku [13], [19].

Ustalmy odwracalny topologiczny uktad dynamiczny (X, ¢). To znaczy, niech X bedzie
zwartg przestrzenig metryczng, a ¢ : X — X homeomorfizmem. Przypomnijmy, ze ope-
ratory wazonego przesuniecia skladaja sie z (sa ztozeniem) dwdch operatoréw: operatora
przesuniecia T, : C(X) — C(X) zadanego wzorem

Tof(x) = f(e(x)),  feCX),

oraz operatora wagi (operatora mnozenia) a : C(X) — C(X), zadanego wzorem

af(z) = alx)f(z),  felX),

gdzie X > x — a(z) € C jest funkcja ciagla. Dla operatora wagi bedziemy uzywaé tego
samego symbolu, co dla funkcji ktora go zadaje. Zatem operatorami wazonego przesuniecia
nazywamy operatory postaci al, : C(X) — C(X), gdzie a € C(X). Wzér Gelfanda
prowadzi do nastepujacego wzoru na promien spektralny operatora wazonego przesuniecia:

Stwierdzenie 2.13. Dla dowolnego a € C(X) promien spektralny wazonego operatora
przesuniecia aTy, : C(X) — C(X) wyraza sie wzorem

r(aT,) = lim max C]j \a(gpk(xﬂ) " (2.10)

n—oo reX

W szczegolnosci r(al,) = r(|a|T,).

DowOD. Zauwazmy najpierw, ze norma wazonego operatora przesuniecia jest réwna nor-
mie jego wagi. Rzeczywiscie,
laTell = sup [laTylc = sup max|a(z)f(p(z))]
[ fllo<1 [ fllee<1 #€
< Hfﬁgolllrggg<|a(w)| ~max | f(p(2))] < max |a(z)],

czyli [|aT,|| < ||allco- Nieréwno$é w druga strone otrzymujemy kladac f = 1. Zatem

laTe || = maxja(w)] == [|ac

Dalej zauwazmy, ze T} = Tyn oraz T,af(z) = Ty(af)(r) = a(e(x))f(e(z)), czyli Tya =
(ao)T,. Stad

(aT,)" =aT,-al,...-al,=a-(aoyp)-(ao go”’l)Tw,
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jest wazonym operatorem przesuniecia z waga a-(aop)-(aop™ 1) dla uktadu dynamicznego
(X, ™). Stad i z pierwszej uwagi otrzymujemy, ze

n—1

laT || = max T] la(e"(2))]-
k=0

Zatem korzystajac ze wzoru Gelfanda mamy

n—oo n—oo reX

) = i @ = Jng o (T e <x>\)i.

]

W niektérych przypadkach wzér (2.10) jest wystarczajacy, aby obliczyé promien spek-
tralny odpowiednich operatoréw. Drugim sposobem jest skorzystanie z ponizszej zasady
wariacyjnej, w ktérym kluczowa role graja zdefiniowane wczesniej miary ergodyczne.

Twierdzenie 2.14 (Zasada wariacyjna na promien spektralny wazonego operatora prze-
suniecia). Niech ¢ : X — X bedzie homeomorfizmem. Dla dowolnej funkcji a € C(X)
mamy

Inr(aT,) Mean/ta;((‘p / In |a(x)|du = ueé?ga%%w / In |a(x)|du. (2.11)
DowOD. Oryginalny dowdd Kitovera i Lebedeva dziala nawet w przypadku, gdy ¢ : X —
X jest dowolnym odwzorowaniem ciggltym (niekoniecznie homeomorfizmem), patrz [1] lub
[17]. My pokazemy jak otrzymac ten wzoér z Twierdzenia 2.10 w przypadku, gdy a # 0. Na
mocy Stwierdzenia 2.13 mamy r(aT,) = r(|a|T,). Operator T}, jest operatorem przejsicia
dla uktadu (X, ¢~ 1), patrz Przyktad 2.2. Zatem na mocy wzoru (2.9) mamy

Inr(aT,) = r(|a|T,) = AMnja)) =  max (/ In |a(z |du+m<u))

HEM(X,p~1)

Ale M(X, o) = M(X, ¢) oraz 77, (1) = 0 na mocy Lematu 2.12. Zatem

Inr(aT,) max /ln]a )|dp.

/LEM X,p)

Skoro odwzorowanie M(X,¢) 3 pu+— [y In|a(x)|dp jest afiniczne (zachowuje kombinacje
wypukle), to powyzsze maksimum realizuje sie w punktach ekstremalnych zbioru M (X, ¢),
czyli na zbiorze miar ergodycznych Erg(X, ), patrz Twierdzenie 1.19. O

Miar ergodycznych odwzorowania nalezy szuka¢ w tak zwanych punktach niewedruja-
cych.

Definicja 2.15. Punktem niewedrujgcym ciagtego odwzorowania ¢ : X — X nazywamy
punkt z( dla ktorego istnieje taki zbior otwarty U, ze xg € U oraz

e"(U)NU #10 dla kazdego n € N.

Zbiér wszystkich punktéw niewedrujacych oznaczmy przez Q(p).
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Definicja 2.16. Nosnikiem miary p nazywamy zbiér punktow nalezgcych do X, ktérych
kazde otoczenie otwarte posiada dodatnig miare, tzn.

supp = {x € X : p(U) > 0 dla kazego otwartego otoczenia U punktu x}.

Lemat 2.17. Dla kazdej miary @-niezmienniczej supp i C Q(p).

DowOD. Jedli xy jest punktem wedrujagcym to istnieje otwarte otoczenie U punktu x
takie, ze dla kazdego n > 0 mamy ¢"(U) NU = (). Wtedy

O"(U)N™U) =10, dla n # m.

Poniewaz ¢ jest homeomorfizmem oraz korzystajac z p-niezmienniczos$ci miary p dostaje-
my, ze

n(U) = p(eU)) = ... = ("™ (U)) = ... = p("(U)) = ...
Stad wnioskujemy, ze u(U) = 0, poniewaz, gdy zalozymy, ze miary te nie sa réwne zeru
tylko przyktadowo pewnemu € > 0, to

g @0 WU)) = gu(so"(z])) = e,

i stad otrzymujemy, ze no$nik miary jest zawarty w zbiorze punktow niewedrujacych, gdyz
rozwazamy miary unormowane. [

Definicja 2.18. Jezeli ¢ : X — X jest homeomorfizmem, to orbitg punktu x € X nazy-
wamy zbiér O(z) = {¢"(x) bnez.
Uwaga. Dla kazdego x € X orbita O(z) jest zbiorem niezmienniczym. Punkty kazdej

skoniczonej orbity O(x) = {z1,...,2,} naleza do zbioru Q(¢). Rozklad réwnomierny na
takiej orbicie zadaje miare -ergodyczna

n
2 O

Jest to jedyna miara ¢-ergodyczna, ktérej nosnik przecina niepusto orbite O(x). Jest to
réwniez jedyna miara ¢-niezmiennicza, ktorej nosnik jest zawarty w O(z).
Teraz, majac juz wszystkie potrzebne narzedzia oméwimy kilka konkretnych przyktadow

obliczenia promienia spektralnego operatoréw wazonego przesuniecia.

Przyktad 2.19. Niech ¢ : [0,1] — [0,1] bedzie dane wzorem ¢(x) = z? oraz niech

a € C([0,1]). Zauwazmy, ze z formuty (2.10) wynika, ze

1= 1
Inr(aT,)") = lim max —Zln|a z%)).

n—00 z€[0,1] N, {
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Wyrazenie £ Y77 In |a(2?*)| jest zbiezne albo do In|a(0)], gdy z < 1, bo wtedy z*" — 0
(poréwnaj Lemat 3.8 ponizej), albo do In |a(1)], gdy x = 1, bo wtedy 22" = 1. Sugeruje to
wiec, ze

r(aT,) = max{|a(0)], la(1)[}-

Jest to prawda, chociaz w powyzszym rozumowaniu formalnie popehiliSmy btad: zamiast
liczy¢ maksimum z granicy policzyliSmy maksimum granic! Jednakze, w pewnym sensie,
taka zamiane uprawomocnia Twierdzenie 2.14. Rzeczywiscie, jako ze ¢"(x) — 0 dla z <
1 oraz ¢(1) = 1, to odwzorowanie ¢ ma tylko dwa punkty niewedrujace 0 i 1. Miary
ergodyczne sa wiec skupione w tych punktach. Innymi stowy, Erg([0,1],¢) = {do, 01}
Zatem korzystajac z Zasady Wariacyjnej (2.11)

Inr(aT,) = maX/ In|a(z)|dp = max{In [a(0)[,In |a(1)[}.

Czyli po zdjeciu logarytmu otrzymujemy przewidywany wynik.

Przyktad 2.20 (Obrét wymierny). Niech X = S' = {z € C : |z] = 1} bedzie okregiem
jednostkowym, a ¢(z) = €z bedzie obrotem o kat o € R. Zalézmy, ze & € Q, czyli
¢(z) = e¥% 2 dla pewnych liczb m € Z, n € N. Wtedy ¢"(2) = (e¥™%)"z = ¥z = 2
dla kazdego z € X. Innymi stowy odwzorowanie ¢ jest okresowe o okresie n € N: ¢" = id.
Stad orbity tego odwzorowania sa postaci O(z) = {z,0(2), ¢?%, ..., "1 (2)}, 2 € St. Zatem

z Uwagi 2.3 mamy, ze dla kazdej miary ergodycznej u istnieje z € S* takie, ze

p(z) = plp(2)) = wW(@*(2)) = .. = ple"H(2)) = 711

Czyli innymi stowy Erg(S', ¢) = {u. : 2 € S'}, gdzie

1
MZ g 5(53 + 5(,02(2’) + + 5(,0"71(2))'

Teraz stosujac te wiedze do wzoru na Zasade Wariacyjna (2.11) mamy

n—1

Inr(aT,) = / 1 dyi. — 1 — max In( x
wr(aT,) = max [ Infa(:)ldn maxz 1a(=4)| = main(IT a(e*(2))
Skad 1

r(aTy) = max(ja(2) - a(p(2)) - a(@*(2) - .. - ale"(2))]),
Przyktad 2.21 (Obrét niewymierny). Niech X = S = {z € C: |z] = 1}, ¢(2) = ¢z
i 5= ¢ Q. Poczatkowo pokazemy, ze w tym wypadku istnieje tylko jedna miara, dla kto-
rej to odwzorowanie jest ergodyczne, a mianowicie jest to unormowana miara Lebesgue’a.
Oznaczmy a := €'*. Z niewymiernosci s~ wynika, ze {a"}, ., = S'. Zatem, z [30, Twier-
dzenie 5.4] mamy, ze ¢ jest odwzorowaniem minimalnym, wiec jest ono $cisle ergodyczne,
patrz [30, Twierdzenie 6.20]. Stad, istnieje tylko jedna unormowana miara @-niezmiennicza
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(ijest ona ergodyczna). Jest to unormowana miara Lebesgue’a, gdyz jest ona niezmiennicza
wzgledem obrotu.

Teraz, korzystajac z Zasady Wariacyjnej (2.11) i utozsamiajac S' 3 z = e z t € [0, 27)
dostajemy

1 27
Inr(aT,) = /S1 In|a(z)|dp = %/0 In |a(t)|dt.

Niech przyktadowo a(z) = a(e?) = e+ ¥ odzie 9(t) dowolna cigglta funkcja. Wtedy
In|a(e™)| = sint i z poprzedniego wzoru mamy

1 27
Inr(aTy,) = %/o sintdt = 0.

Zatem r(al,) = 1.



Rozdziat 3

Entropia

W poprzednim rozdziale omowiliSmy operatory przej$cia oraz ich promienie spektralne. Na-
stepnym celem, po opisaniu Zasady Wariacyjnej (2.11) dla homeomorfizmu oraz bedacej
jej uogdlnieniem Zasady Wariacyjnej (2.9) umozliwiajacej obliczenie promienia spektral-
nego dla operatora przejscia (wzor jest wzbogacony o t-entropie) bedzie opis promienia
spektralnego dla operatoréw Ruelle’a-Perrona-Frobeniusa. Jednym z istotnych elementéw
potrzebnych do opisu tych ostatnich jest entropia Kolmogorowa-Sinai’a. Co wiecej jest
on scisle zwigzany z cisnieniem topologicznym, ktore jest uogoélnieniem entropii topolo-
gicznej. Dlatego tez, w tym rozdziale przedstawimy doktadnie pojecie entropii metrycznej
(Kotmogorowa-Sinai’a), i topologicznej, a takze zasade wariacyjna je wiazaca.

3.1 Entropia w teorii informacji

Niech (€2, X, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Wyobrazmy sobie schemat obrazujacy
przekaz informacji. W tym celu potrzebne jest nam zrodto danej informacji, przekaznik oraz
odbiorca informacji. Ilos¢ informacji mozemy utozsamié¢ przyktadowo z objetoscig pamieci
komputera, badz tez iloscig pytan potrzebna do rozkodowania zaszyfrowanej wiadomosci.
Wtasnie te iloé¢ pytan oznaczmy jako funkcje Z. Formalnie jest to funkcja zadana na
zdarzeniach z rodziny ¥, ale powinna zaleze¢ tylko od prawdopodobienstwa P(A) danego
zdarzenia A € ¥. Powinna tez mie¢ nastepujace wtasnosci

(1) P(A)< P(B) = ZI(A) > 1(B)

(bardziej prawdopodobne zdarzenie tatwiej odgadnaé - potrzebujemy mniej pytan)

(2) P(ANB) = P(A)- P(B) = T(AN B) = T(A) + I(B),

(jezeli zdarzenia sa niezalezne, to ilo$¢ pytan by je odgadnaé jest niezalezna - sumuje sie)

(3) P(A) = 1= Z(A) =0,

(jezeli zdarzenie jest pewne, to nie potrzebujemy zadnych pytan)

(4) P(A) = 0 = T(A) = +oc.

(ile trzeba zadaé pytan, zeby odgadnaé zdarzenie niemozliwe?)

33
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Widaé¢ wiec, ze funkcja informacji Z jest nieujemna oraz w niektérych wypadkach (gdy
prawdopodobiefistwo wynosi zero) jest réwna nieskoriczonosci. Co wiecej traktujac ja ja-
ko funkcje od prawdopodobienstw zdarzen “zamienia iloczyn na sume”. Kazda funkcja
spelniajgca te warunki jest funkcjag logarytmiczng. Zatem Z jest postaci

I(A) = _loga P(A)7

gdzie a > 0 pewng stata. My zwyczajowo bedziemy przyjmowaé¢ a = e, czyli bedziemy
uzywaé logarytmu naturalnego. Wartos¢ funkcji Z na A € ¥ nazywa si¢ entropig zdarzenia
A. Aby uzyskaé entropie calego systemu, czyli jedng liczbe dla wszystkich A € ¥, trzeba
funkcje informacji Z "usredni¢”. Prowadzi to w naturalny sposéb do entropii opisanej w
nastepnym podrozdziale.

3.2 Entropia rozbicia

Niech (X, X, 1) bedzie ustalona przestrzenia probabilistyczna. Rozwazmy skoriczone roz-
bicie A = {A;}, przestrzeni X na zbiory mierzalne, tzn. A; € ¥ sa parami roztaczne
oraz X = Uy A;. W dalszej czesci sumy parami roztacznych zbioréow bedziemy oznaczac
symbolem sumy rozlacznej | |. Zatem X = [ [, A;.

Definicja 3.1 (Shannon). Entropig rozbicia A = {A;}, nazywamy liczbe

n

H(A) = — Z:U(Ai) In p(A;).

i=1
Definiujac funkcje Hartleya Z4 : X — [0, +oo] wzorem Zy(z) = Z(A4;), gdy = € A;
otrzymujemy, ze jej wartos¢ oczekiwna wynosi

n

E(Za) = ZM(Az‘)I(Ai) =H(A).

=1

Zatem entropia rozbicia jest wartoscia oczekiwana funkcji informacji. Wazna wtasnoscia
H(A) jest to, ze nie zalezy ona od rozbicia A, lecz od rozkltadu prawdopodobieristwa.

Przyktad 3.2. Niech A = {4, ..., Ay} oraz pu(A;) = 1. Wtedy

HA) = -3 St -l - e S
— —InN—=—XK—1n—=—1n = 1nkK.
ZEMe T TR

Definicja 3.3. Niech A = {4;}]L, oraz B = {B;}J., beda rozbiciami mierzalnymi prze-
strzeni X. Polgczeniem (7joinem”) A i B nazywamy rozbicie postaci
A\/B:{AlﬂB] 2:1,,]{?, ]:1,,777,}

Jesli AV B = B to piszemy A < B i méwimy, ze rozbicie B jest drobniejsze niz A. Zachodzi
to, gdy dla kazdego A € A jesteSmy w stanie znalez¢ takie zbiory z B, aby A = [I", B;.
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Uwaga. Zawsze A < AV B.

Definicja 3.4. Entropie rozbicia A pod warunkiem rozbicia B (tzn. entropie warunkowq)
definiujemy jako $rednig z entropii A wzgledem prawdopodobienstw zadanych przez B:

gdzie przyjmujemy konwencje, ze “zero razy cokolwiek to zero”, tzn. w sumach rozwazamy
takie j, ze p(A; N B;) # 0 (wtedy tym bardziej u(B;) > 0).

)

Uwaga. Korzystajac z wtasnosci funkcji logarytmu powyzszy wzor przyjmuje postac
H(A|B) = H(AV B) — H(B). (3.1)

Stwierdzenie 3.5 (Wtasnosci entropii warunkowej). Niech A, B oraz C bedg mierzalnymi
rozbiciami przestrzeni X . Wtedy

(1) H(AV B|C) = H(A|C) + H(B|AVC),
(2) A=B=H(A|IC) < H(B|C),
(3) B=<C= H(A|B) > H(A|C),
(4) H(AV B|C) < H(AIC) + H(B|C),
(5) H(AIC) < H(AIB) + H(B|C).
DowoOD. (1). Korzystajac z (3.1) otrzymujemy, ze
H(AV BIC) = H(AV BV C) —H(C),
H(A|C) = H(AVC) — H(C),
H(BJAVC)=H(AVBVC)—H(AVC).

Sumujac wszystko otrzymujemy teze.
(2). Zauwazmy, ze jesli A < B to AV B = B. Wiec

H(B|C) = H(AV B|C) 2 H(AC) + H(BIAV C) > H(AC).
(3). Niech B < C. Funkcja

| tlnt gdyt>0
k(t)_{O gdy t =0

jest wypukta. Zatem

i M(Cl N Bj) (A N Ol /L Cl N B; ) [/J(AZ N Ol)
ey (Zz: 1(B;) u(C ) zz: (B;) k( (<) ) '
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Poniewaz B < C, to pu(C; N B;) = p(C;). Stad

k( 1A, ﬂB)) aze k( 5 p(CN By plA mCl) ZuOmB) (u(AmCl))

N(Bj) 1.C,CB; N(Bj> u(C I j) n(Cr)

Mnozac przez pu(B;) otrzymujemy, ze

1(A; N By) p(AinCy) o p(4 NG
HANB) YT S A, MO B TET e
Stad
H(AIB) = —p(Ai 1 B;) - M0 B S 5~ o gy AN D pldi0C) e

1(B;) i 1(Ch) 1(Cr)

oS pAne) m MY
l M( l) (Cl)

(4). Wynika z wlasnosci 1) oraz 3)

H(AIC).

HAV BIC) L H(AIC) + H(BIAV C) S H(AIC) + H(BIC).

(5). Korzystamy tu z wtasnosci 1), 2) oraz 3)

(2) (3)
H(AIC) < H(AV BIC) 2 H(BIC) + H(AIBV C) < H(B|C) + H(A|B).

3.3 Entropia odwzorowania
Niech tak jak poprzednio (X,3, 1) bedzie ustalona przestrzenia probabilistyczna. Niech
¢ : X — X bedzie odwzorowaniem mierzalnym zachowujacym miare u, natomiast A =

{A;}*_| niech bedzie rozbiciem mierzalnym X. Wtedy ¢~ '(A) = {¢~'(A;)}r_ | réwniez jest
rozbiciem X. Dla n € N rozwazmy rozbicie

,\/ e (A = AV e YA V.. Ve DA, (3.2)

Definicja 3.6. Entropia odwzorowania ¢ wzgledem rozbicia A nazywamy liczbe

o) =ty (Vo).

n—0oo N, 0
i
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Istnienie granicy po prawej stronie powyzszego wzoru, jak i kolejna réwnowazna defi-
nicja dla h(yp,.A) beda wykazane ponizej, w Stwierdzeniu 3.9.

W Definicji 3.6 wartoéé¢ H(ViZy ¢ '(A)) rozumiemy jako $rednig ilogé¢ informacji za-
warta w n eksperymentach, natomiast granice przy n — oo z tej wielkosci podzielonej
przez n jako érednig ilo$¢ informacji w jednym eksperymencie, gdyby przeprowadzaé¢ go w
nieskonczonos¢.

Lemat 3.7. Niech \/7=) ¢~ (A) bedzie rozbiciem X danym wzorem (3.2). Wtedy
n—1 ' n—1 J A
H(vwWA0=Hu®+ZH(mvwwm).
i=0 =1 i=1

DowOD. Korzystamy z metody indukeji matematycznej po n.

e O e G VAR R S

(Vo) +n (Ve )

1=0

A) £ S H (A| \71 w‘(A)) M <A| \/ w‘(A))

j=1 i=1

A) + zn:H (A| \j/ w‘(m) .

Lemat 3.8. Niech {a,}>° | bedzie ciggiem liczbowym. Wtedy
1 n
Ay "\, Ay = —Zai \, Qo-
ni=

Dowo6p. Ciagg {£ >0, ai} jest nierosnacy, poniewaz

n n

72 Z: Z(n—ir +Z n+1

i=1 i=1 +1)n
n+1

& a; = Ap+1 = a; Ant1 o
Zn—i—1+z(n+1 lzzlrﬁ—l n+1 n—l—lzal

.
—_
H
|_|

Dalej mamy, ze

Qpitk = Ap+k <

Zatem z twierdzenia o trzech Clqgach przy k — 0o (an+k \\ o, n+k Sita; — 0)

1 n+k

a; \, dg-
n—l—k; 0
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7 dwoch powyzszych lematéow wynika nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 3.9. Ciggi *H(ViZy ¢ (A))) i H(A| VIS ¢ (A)) sq malejce oraz

h(p, A) = lim nH<\/ - )—g;HgOH<A| Vo™ >=H<A|§Zsﬁ‘i(«4)>-
Nastepujace wlasnosci entropii odwzorowania ¢ wzgledem rozbicia beda kluczowe w
dowodach wielu twierdzen.
Stwierdzenie 3.10. (Wlasnosci entropii odwzorowania ¢ wzgledem rozbicia).
(1) h(p, A) <H(A),
(2) h(e, AV B) < h(p, A) + h(p, B),
(3) A= B = h(p,A) <h(e,B),
(4) hip, A) < hip, B) + H(A|B),
(5) k> 1= h(p, A) = h(p, Vi ¢ (A)).
DowoOD. (1). Wynika z tego, ze

LHAV 0 (A) > . > h(p, A).

H(A) > 5

(2). Korzystamy tu z subaddytywnosci entropii rozbicia
n—1 i subaddyt n—1 i

w(Voave) =n (Ve Vew) " (Vo) (Ve m
i=0 i=0

Teze otrzymujemy dzielac przez n oraz przechodzac z n — oo.

(3). Jesli A < B to

Ve = V o)

Stad mamy, ze

H C\/: go‘i(A)> <H C\/: go‘%b’)) = h(p, A) < h(p,B).

(4). Z wlasnosci entropii warunkowe;j

M) <x (Yl )

—H ("\/1 o)+ H (v o (A) \/ o m).

1=0
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Teraz korzystamy z subaddytywnosci i monotonicznosci entropii rozbicia
n—1 » n—1 » subaddyt. n—1 » n—1 i monot.
HIV e AV e B)) < XH{eAWIVe?’B)] <
=0 =0 =0 §=0

monot. n—1

< LA (T (Al (B) TTE nr(AIB).
Stad
" (\_/ wi(A)) < ( V wi(B)) - H(AIB).

Przechodzac z n — oo otrzymujemy teze.
(5). Niech k£ > 1. Wtedy

h <s0, \:k/0 W(A)> = lim TllH (j\;/: v (\k/ W(«‘U))

1=0

L1 (rtRel on+k 1 "\ o
= h(p, A).
]

Definicja 3.11. Entropig odwzorowania ¢ : X — X wzgledem miary p nazywamy wartosé
hp) = sup hlp, A),

gdzie supremum bierzemy po wszystkich skonczonych rozbiciach mierzalnych A.
Z whasnosci (5) Twierdzenia 3.10 wynika nastepujacy lemat.

Lemat 3.12. Niech k bedzie liczbg naturalng. Wtedy

h(¢") = kh(p).

3.4 Twierdzenie Kolmogorowa-Sinai’a (o rozbiciu ge-
nerujacym)

W tym podrozdziale zostanie przedstawione jedno z najwazniejszych twierdzen pozwalajace
obliczy¢ entropi¢ postugujac si¢ tylko jednym rozbiciem.

Niech (X, X, u) bedzie przestrzenia probabilistyczna oraz niech R,S C X. Piszemy
R C S, jedli dla kazdego A € R istnicje taki B € S, 7e y(AAB) = 0. Jedli R CSiR D S
to piszemy R 2 5. Jako P oznaczmy rodzing wszystkich skonczonych rozbi¢ mierzalnych
przestrzeni X.
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Lemat 3.13. Niech A, B € P. Wtedy

H(AIB) = 0« AL B.
Dowd6d powyzszego lematu znajduje sie w [30, Twierdzenie 4.4].
Definicja 3.14. Metryke Rohlina dla rozbi¢ A, B € P definiujemy wzorem
d(A,B) = H(A|B) + H(B|A).

Lemat 3.15. Dla kazdego k € N i & > 0 jesteSmy w stanie znalezé takie o > 0, aby

..........

i=1

DowOD. Niech k € Nie > 0. Nalezy dobraé takie 9, aby
1 1
5<O—>,
e e
5

—k(k = 1) 0 — (1= 8)In(1 =) < .

oraz

Wtedy przy 6 — 0 mamy, ze 0 Ind — 0 oraz (1—0)In(1—4§) — 0. Niech C bedzie podzialem
X na A; N B; dla ¢ # j oraz Ule A; N B;. Wtedy

AvB=BVvC=AVC.

Ponadto dla kazdego i # j
k
A;NB; CJA A B,
=1
stad

n

k
AiﬁBj - UA[AB[?/J(UAlﬂBJ) <Z,U,(A1ABZ) < 0.
=1 itj =1

Otrzymujemy wiec, ze dla kazdego i # j
Z tego, ze (U A; N B;) = p(X\(Uiz; 4 N B;)) mamy, ze

u([ﬁnﬂ&>_1—u(LbLm&)>1—d

i=1 i#£]
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Dalej
H(C (A; N Bj)Inp(A; N By) A; N B;
== S mnsan5) (U a0z in(s (4o 2
— 3 6Ind — (1—6)In(1 — 6) = —k(k — 1)61n 6 — (1 — 6)In(1 — 6) g
i#]
Stad
H(AIB) = H(AV B) — H(B) “VE=BYC H(B v C) — H(B) = H(C|B) < H(C) < %

Analogicznie otrzymujemy, ze H(B|A) < H(C) < 5. Zatem

e £
d(.A,B)<§+§—€

]

Twierdzenie 3.16. Niech X bedzie algebrg zbiorow takq, Ze jej elementy generujg > z
doktadnosciq do zbioréow miary zero. Wtedy

vAgE V€>0 EIBQEO d(A,B)<€
AeP BeP

DowoOD. Niech A = {Ay, ..., Ay} oraz niech £ > 0. Z lematu (3.15) istnieje takie § > 0, ze
dla kazdego rozbicia B = {By, ..., By} C X

k
S WA AB) <d=d(AB)<e
=1

Zatem wystarczy znalezé taki podzial B = {By, ..., By} C X, aby
\V/izl 77777 k [L(AZ A Bz) < 4.

Wezmy takie A, aby
AME = D[+ 2k(k—1)] <.

Z [9, Twierdzenie 2.13] wiemy, ze
Vizl 77777 k Hciezo [L(AZ JAN Cz) <\
Dla ¢ 7&] mamy, ze C; N Cj CAANCU Aj A Cj, wiec ,U(Cz N Cj) < 2. Niech

Yo N = UszCj
i#]
Dla i # j mamy k(k — 1) kombinacji. Stad tez u(N) < k(k — 1)2X. Poltézmy
k-1

Vizl ..... k—1 Bz = CZ\N oraz Bk = X\ U Bz

=1
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Wtedy B = {Bjy, ..., By} C 3 jest podziatem. Ponadto
Vi k1 A AB CA AC;UN,
a z tego
Vick—1 WA A B;) < p(A; AC) + p(N) < A+ k(k—1)2X = A[1 4+ 2k(k —1)] < 6.

Dla A, A By mamy, ze

k—1 k—1
Ac A B C | A A Bi = p(Ap A By) < 3 (A A By) < Ak — D)[1 4 2k(k — 1)] < 6.

i=1 i=1
O
Z powyzszego twierdzenia wynika nastepujacy wniosek.

Whniosek 3.17. Niech A1 < Ay < A3 <X ... i B bedq skoniczonymi rozbiciami w Y. Wtedy
0 o n—oo
BCo (U An> = H(B|A,) —" 0.
n=1

Kolmogorow i Sinai wydzielili klasy rozbié¢ (tak zwanych podzialéw generujacych), na
ktorych osiagane jest supremum w Definicji 3.11. To pozwala natychmiastowo obliczy¢
entropie na podstawie Definicji 3.6, a nie szukajac supremum po rozbiciach w Definicji
3.11.

Definicja 3.18. Skoriczone rozbicie A C ¥ nazywamy rozbiciem (podziatem) generujgcym,
jezeli

Ve =a(Uer) L
n=0 n=0
gdzie o (U2, ¢ ™(A)) jest najmniejsza o-algebra generowana przez Jo2, o " (A).

Twierdzenie 3.19 (Twierdzenie Kolmogorowa Sinai’a (o rozbiciu generujacym)). Niech
v X — X bedzie odwzorowaniem zachowujgcym miare. Jesli A C 3 jest rozbiciem
generujgcym, to
h(p) = sup h(p, B) = h(p, A).
BCS
DowoOD. Niech B C ¥ bedzie dowolnym rozbiciem. Nalezy wykazaé, ze h(p, B) < h(p, A).
Zatem, z wlasnosci entropii odwzorowania

h(¢, B) < h(p,C) + H(B|C).
Wezmy C = Vi, p " (A). Wtedy

n

e B) < (Vo)) 41 (B v o) = e A) 4 (B v ).

=0 =
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Z wniosku 3.17 .
(81 ) =0
i=0
O

Jesli p : X — X jest odwzorowaniem odwracalnym to Twierdzenie Kotmogorowa Sinai’a
przyjmuje nastepujaca postac.

Twierdzenie 3.20 (Twierdzenie Kolmogorowa-Sinai’a dla odwzorowani odwracalnych).
Jezeli p : X — X odwracalne oraz A-rozbicie skoriczone, takie, Ze ;2 _ @~ "(A) 23, to

h() = h(p, A).

7 powyzszego twierdzenia wynika nastepujacy wniosek.

Whiosek 3.21. Jesli ¢ : X — X jest odwzorowaniem odwracalnym oraz \/5o o @~ " (A) 2
¥, to h(p) = 0.

DowOD. Z Twierdzenia Kolmogorowa-Sinai’a, wtasnosci entropii warunkowej dla rozbicia,
oraz Wniosku 3.17

1) = (e A) = (41 () —o.

[
3.5 Przyktady obliczania entropii
Przyktad 3.22 (Odwzorowanie trojkatne). Niech X = [0, 1] oraz niech
B | 2z gdy z € [0, 3]
o(x) = 2x[mod 1] = { 20— 1 gdy e[l ]
Niech &€ = {&, &} = {[0, 3], (3,1]} podzial X. Zauwazmy, ze
1 13 11 3
-1 _ - -2 -1 — (- = —
e =ogul53 @ =(55]v (G (33)

Latwo to mozna zauwazy¢ zapisujac podzialy & i & za pomocag systemu dwojkowego:
&= =0,m,m3,.)} 1 & ={z = (1,m2,m3,...)}, gdzie n; € {0,1}. Wtedy ¢~ 1(&) =
{z = (n1,0,n3,...)} oraz o 1 (&) = {z = (1, 1,73, ...)}, stad mamy (3.3). Ponadto

EVe () ={ane (&), ane (&), LNy (&), LN (&)}

=03 Gal 3 Gl
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Postepujac indukcyjnie w ten sposob otrzymujemy, ze

i 211k 2k + 1 » 2-1 9k 11 k41
") = kL:Jo [2,7%1 , 9 (&) = kL:JO (21“’21] .
Zatem
n—1 » 2n 1
H \/‘P &) =- Z M(A)lnu(A):—?llnz—n:nan.
=0 AV o)
Stad

1
hu(,§) = lim —nIn2 =1In2.
n—oo n

7 ogblnej postaci V7= i (€) widad, ze € jest podziatem generujacym. Teraz z Twierdzenia

Kotmogorowa-Sinai’a, otrzymujemy, ze
hu() =1n2.

Przyktad 3.23 (Odwzorowanie okresowe). Entropia odwzorowania identycznosciowego
id : (X, X, u) — (X,3,p) jest rowna zero (tzn. h(id) = 0). Ponadto, jesli ¢ = 1 dla
pewnego n to h(y) = 0, poniewaz z Lematu 3.12 mamy, ze

h = (¢") =nh(y) =0.
W szczegdlnosci, kazde odwzorowanie na przestrzeni skonczonej ma zerows entropie.

Przyktad 3.24 (Obrét o kat wymierny). Niech X = S' = {2z € C: |z| = 1}, ¢(2) = ¢z
(gdzie 5= € Q, czyli @ = ™, m,n € Z). Stad ¢"(z) = 2. Zatem h(p) = 0 z Przyktadu 3.23.

Przyktad 3.25 (Obrét o kat niewymierny). Niech zalozenia beda takie jak w Przyktadzie
3.24 i niech teraz a ¢ Q. To znaczy, ze zbiér {a" : n € Z}, gdzie a jest pierwiastkiem z
jedynki jest gesty w St (zatem {a™ : n < 0} takze jest gesty w S'). WeZmy podzial S*
jako & = {&1,&}, gdzie & jest gbrna potowa okregu, a & dolna. Dla n > 0 ¢~ "(§) zawiera
pélokregi zaczynajace sie od a™™ i —a™". Skoro {a ™" : n > 0} jest gesty to dowolny
polokrag nalezy do Voo, ¢ "(€). Stad Vo, o ™(€) £ ¥. Zatem h(yp) = 0 z Wniosku 3.21.

3.6 Entropia topologiczna

W poprzednich podrozdziatach opisana zostala entropia metryczna (Kotmogorowa-Sinai’a),
ktora jest zwigzana z miarami niezmienniczymi i pochodzi bezposrednio z teorii informacji.
W tym i w nastepnych podrozdziatach oméwimy entropie topologiczna, ktora odpowiada za
"mierzenie ztozonosci” topologicznego uktadu dynamicznego. W Podrozdziale 3.9 przedsta-
wimy Zasade Wariacyjng wiazaca entropie topologiczng z entropig Kolmogorowa-Sinai’a.

Niech X bedzie zwarta przestrzenig metryczng oraz niech i = {A;}ier, V = {B,} ey be-
da otwartymi pokryciami tej przestrzeni, tzn. zbiory A;, B; sa otwarte oraz X = U;c; Ai =
Ujes B;.
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Definicja 3.26. ”Join” pokryc¢ definiujemy jako
UVV:{AlﬂB] ZGI,]GJ}

Jesli kazdy element pokrycia V jest zawarty w pewnym elemencie pokrycia U to méwimy,
ze V jest drobniejsze od pokrycia U i oznaczamy U < V. Zatem, jezeli V jest podpokryciem
pokrycia U to U <V oraz zawsze U,V = U V V. Przyjmujemy oznaczenie

N(U) - liczba elementéw podpokrycia U o najmniejszej mocy.
Definicja 3.27. Entropie pokrycia U definiujemy jako
HU) = In N (U).

Entropia pokrycia przyjmuje wartosci ze zbioru [0, +00) oraz, jesli jest réwna zeru to
znaczy, ze jednym z elementow pokrycia jest cala przestrzen X.

Twierdzenie 3.28. Niech U iV bedg otwartymi pokryciami X. Wiedy
(1) U 2V =HU) <H(V),
(2) HUV V) < HU)+H(V).

DowOD. (1). Niech By, ..., Byy) € V pokrycie X. Skoro V jest drobniejsze od pokrycia
U to istnieja Ay, ..., Ay € U takie, ze dla kazdego i = 1,...,N(V), B; C A;. Zatem
{Ai}ﬁ(lv ) C U takze jest pokryciem X i stad mamy teze.

(2). Niech Ay, ..., Ay € U oraz By, ..., By(y) € V beda pokryciami X. Wtedy

jest pokryciem X. Zatem N (U V V) < N(U)N(V), a wigc mamy, ze
HUV V) = N UV V) < NN (V) = N U) + In N (V) = HU) + HV).
[

Niech ¢ : X — X bedzie odwzorowaniem ciagtym oraz niech U bedzie otwartym pokry-
ciem przestrzeni X. Wtedy o~ (U) = {p"1(A) : A € U} takze jest pokryciem otwartym X
ponadto H(p™(U)) < H(U) oraz H(p™'(U)) = H(U), gdy ¢ jest surjekcja. ViZ) ¢~ (U)
definiujemy w analogiczny sposéb jak w przypadku rozbi¢ (tzn. ViZ) o 'U) = UV
e UYV UV VT TOU) = {A N T (A) N (AR) NN DA
Ay Ay €UY).

Lemat 3.29 (Teoplitza-Feketa). Niech {a,}52, C R bedzie ciggiem subaddytywnym, tzn.
Vi Qnpm < Qn + Q. Wiedy limy, oo ©* istnieje © wynosi inf .

Dowdd znajduje sie w [30, Twierdzenie 4.9]. Powyzszy lemat bedzie pomocny w dowo-
dzie nastepujacego twierdzenia.
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Twierdzenie 3.30. Dia kazdego pokrycia otwartego U oraz odwzorowania ciggtego ¢ :
X — X istnieje granica

1 n—1 )
lim —H (\/ go—Z(U)) (3.4)
n—oo 7 o
DowOD. Oznaczmy a,, := H(ViZy ¢ {(U)). Wtedy
n+m—1 ) n—1 ) n+m—1 )
wen=H (V@) <1 (Vo) 1 (Vo)
=0 i=0 i=n
m—1 ]
=a, +H (cp_" ( \/ 30_2(2/1)>> < Ay + Ay
i=0

]

Granice (3.4) w powyzszym twierdzeniu nazywamy entropia odwzorowania ¢ : X — X dla
pewnego pokrycia U i oznaczamy h(p,U).

Definicja 3.31. Entropie topologiczng odwzorowania ¢ : X — X definiujemy jako
fiop(ip) = sup h(, U),

gdzie supremum brane jest po otwartych pokryciach U przestrzeni X.

3.7 Entropia topologiczna Bowena

Niech X bedzie zwarta przestrzenia metryczna z metryka d i niech A C X. Srednice zbioru
A definiujemy jako sup, ,c 4 d(z,y) i oznaczamy diam(A). Srednicg pokrycia U = {A;}icr
zbioru X nazywamy warto$¢ sup,.; diam(A;) i oznaczamy diam(if).

Twierdzenie 3.32 (Lebesgue’a o pokryciu). Przy weczesniejszych zaloZeniach, istnieje
0 > 0 taka, Ze kazdy podzbior X o srednicy mniejszej niz 6 jest zawarty w pewnym elemencie
pokrycia U.

DowoOb. Patrz [30, Twierdzenie 0.20] O

Liczbe 0 w powyzszym twierdzeniu nazywamy liczbg Lebesgue’a pokycia U. Jesli U oraz V
sa pokryciami X i diam(U) jest mniejsza niz liczba Lebesgue’a pokrycia V to V < U.

Twierdzenie 3.33. JeslilU, jest ciggiem pokryc zbiorami otwartymi o Srednicy diam(U,,) —
0, to istnieje granica (wlasciwa lub nie)

hiop(p) = lim h(p,U,).

n—oo

DowOD. Patrz [30, Twierdzenie 7.6]. O
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Definicja 3.34. N-tqg metryke Bowena definiujemy za pomoca wzoru

dn(l’,y) = max d((tpk<x>790k(y))

0<k<n

Definicja 3.35. Niech ¢ > 0. Zbior E C X nazywamy (n,¢)-rozdzielonym jezeli dla
kazdych réznych z,y € E| ich odlegto$¢ w metryce Bowena d,,(x,y) > ¢, tzn.

Veyer Jockan d(©"(2),0"(y)) > €.

Definicja 3.36. Niech € > 0. Powiemy, ze & C X jest (n, £)-rozpinajgcy, jezeli kule postaci
Bn(z,e) ={y € X : d,(z,y) < €} pokrywaja cala przestrzen X, tzn.

Vyex Jeee  Vogk<n d(p"(z), " (y)) <e.

Oznaczmy jako sep(n, €, ) liczbe elementéw w najliczniejszym zbiorze (n, €)-rozdzielonym,
jako span(n, e, ) moc najmniej licznego zbioru (n, e)-rozpinajacego oraz jako cov(n, e, ¢)
moc najmniejszego pokrycia przestrzeni X zbiorami o Srednicy mniejszej niz € w metryce

dp.
Lemat 3.37. Przy wczesniejszych zatozeniach zachodzg nastepujgce wtasnosci
cov(n,2e,¢) < span(n, e, @) < sep(n, e, ¢) < cov(n, e, p).

Oznaczmy jako h.(p) = lim, . + In(cov(n, e, ¢)). Granica ta na mocy Lematu 3.29
istnieje, jest skoniczona i réwna si¢ inf,, = In(cov(n, £, ¢)).

Definicja 3.38. Entropie topologiczng Bowena definiujemy jako

B
hum

1
(p) = lin% he(p) = supinf — Incov(n, €, ).

e>0 "N

Z Lematu 3.37 mamy, ze
1 1 1 1
—Incov(n,2e, ) < —Inspan(n, e, ) < —lnsep(n, e, ) < —lncov(n, e, @),
n n n n

i przechodzac z n — oo i € — 0 otrzymujemy, ze

B
hum

(p) < lim lim supspan(n, e, p) < hr% lim sup sep(n, g, p) < htop(gp)

e—0n—oo
Co oznacza, ze entropie topologiczna Bowena mozna rownie dobrze zdefiniowia¢ za pomoca
sep(n, e, @) i span(n, e, ¢).
hB

iop() = lim lim supspan(n, €, ) = lim lim sup sep(n, e, ¢).

Niech U bedzie otwartym pokryciem X z liczba Lebesgue’a 4. Jesli dla kazdego A C X,
diam(A) < § to A zawiera sie w pewnym elemencie pokrycia U. Ponadto

N(n\_/: </)‘i(u)) < Span< ,gwp) Sep< 72790) (3.5)
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oraz, jesli diam(U) < ¢, to

span(n, ,9) < sep(n, ) < (\/@ ). (36)

Niech U i V. beda pokryciami X kulami o promieniach 2e oraz 5. Wtedy

N (n\:_/: w(ug)> span(n, e, ¢) < sep(n, €, @) (\/ 0 ) . (3.7)

Twierdzenie 3.39. Jesli (X, d) jest zwartg przestrzeniqg metryczng, a ¢ : X — X odwzo-
rowaniem ciggtym, to

heop(10) = higy()-
DowoOD. Niech € > 0 i niech U. i V. beda takie jak w (3.7). Wtedy
1
h(p,U.) = lim 1nN<\/ 0 ) lim sup—lnsep(n g,) < lim — lnN <\/ ©-

n—oo N, 0 n—00 n—oo 7
i

Przy ¢ — 0 z twierdzenia (3.33) otrzymujemy teze. O

3.8 Przyktady obliczania entropii topologicznej dla
ekspansywnych odwzorowan

Niech X bedzie zwartg przestrzeniag metryczng. Przytoczymy teraz pojecie ekspansywnosci,
ktore pojawi si¢ réwniez w dalszej czesci pracy.

Definicja 3.40. Powiemy, ze odwzorowanie ¢ : X — X jest dodatnio ekspansywne, jesli
istnieje takie 0 > 0, ze dla kazdych dwéch punktéw x # y dla pewnego n € N mamy

d(¢" (), " (y)) > d.
W powyzszym & nazywamy stalg ekspansywnosci..

Niech ¢ : X — X bedzie odwzorowaniem ciggltym. Skoniczone pokrycie U nazywamy
generatorem dla ¢, jesli dla kazdego ciagu {U;}32, z U, zbior N2, 0 (U;) zawiera co
najwyzej jeden punkt z X. Jesli warunek ten zastapimy 32, ¢~ *(U;) to wtedy U nazywamy
stabym generatorem. Odwzorowanie ¢ posiada generator wtedy i tylko wtedy, gdy posiada
staby generator, patrz [30, Twierdzenie 5.20]. Generator U dla odwzorowania ¢ zadaje
topologie na X, o czym mowi ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 3.41. Przy wczesniejszych zaloZeniach, dla kazdego € > 0 istnieje n > 0
takie, ze kazdy 2bidr w \/'o o "(U) ma Srednice mniejszq niz . Odwrotnie, dla kazdego
n > 0 istnieje € > 0 takie, ze dla d(x,y) < € zachodzi

z,ye (e (U
=0

dla pewnych Uy, ...,U, € U.
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DowOD. Zalézmy, ze pierwsza cze$é twierdzenia nie zachodzi. Wtedy istnieje takie € > 0,
ze kazdego j > 0 istnieja x;,y; 1 d(z;,y;) > € oraz istnieja U;; € U, gdzie 0 < [ < j i
25,9 € M_o @ '(U;,). X jest zwarta, zatem mozemy wzia¢ podciag {jr} (jx € N) taki, ze
zj, — v 1y, — y. Mamy, ze z # y. Rozwazmy teraz zbiory U,, . Nieskoriczenie wiele z
nich si¢ pokrywa, skoro U jest skonczone. Zatem, dla nieskonczenie wielu k, x;,,y;, € Up i
stad z,y € Up. Ponadto, dla kazdego i nieskoniczenie wiele Uj, ; sie pokrywa i otrzymujemy,
e U €U 7w,y € ¢ (U;). Stad
v,y € (o (Th).
=0

Zatem mamy sprzecznos¢ z tym, ze U jest generatorem.

Aby udowodnié druga czes¢ twierdzenia, niech n > 0 bedzie dane. Zalézmy, ze & >
0 jest liczba Lebesgue’a dla U. Dobierzmy ¢ > 0 tak, aby przy d(z,y) < e zachodzito

d(p'(z), ¢ (y)) < 0 dla 0 < I < n. Stad, jesli d(z,y) < & to ¢!'(x), ¢ (y) € U, dla pewnych
U, e U. Zatem
vy e Je ()
1=0
[

Teraz przywotamy twierdzenie analogiczne do Twierdzenie Kotmogorowa-Sinai’a 3.19, kto-
re bedzie grato istotna role w obliczaniu entropii topologiczne;j.

Twierdzenie 3.42. Niech ¢ : X — X bedzie dodatnio ekspansywnym odwzorowaniem.
Wtedy

(1) Jezeli pokrycie otwarte U jest generatorem, to hiy,(U) = h(p,U).

(2) Jezeli 0 jest stalq ekspansywnosci dla ¢, to hi,(U) = span(0,dg, ¢) = sep(0, oy, @)
dla wszystkich 6y < i.

DowoOD. (1). Niech V bedzie otwartym pokryciem i niech § bedzie jego liczba Lebesgue’a.
Z Twierdzenia 3.41 wybieramy n > 0 takie, aby kazdy zbiér z /!, ¢~ () mial $rednice
mniejsza niz 6. Wtedy V < VI, o " (U) i

W, V) < h (so, v so_i(u)>
= lim kH C\;/: o (\n/ W(LD))
(G u

n—i—kz—l 1 n+k—1
:l.
ik nthk—1 (\/ i

= h(p,U).




50

Stad h(p, V) < h(p,U) dla wszystkich pokryé otwartych V, a zatem

hiop(0) = h(ip, U).

. Wybierzmy 1, ..., r; takie, ze X = U* | B(x;, 2 5 — 20p). Pokrycie
i < k} posiada l1csz Lebesgue’a rown@ 20y, wiec z (3.5) 1 (3.6)
. 0) < sep(0,dp, ) < higp(p). Skoro U jest generatorem to teza wynika
(1). O

Przejdzmy teraz do przyktadow.

Przyktad 3.43 (Jednostronne przesuniecia). Rozwazmy shift oy : ¥y — X (patrz Przy-
ktad 1.16. To znaczy %y := {0,....k — 1} = {(z¢,72,...) : @ € {0,....,k — 1}} ) oraz
or(xg, x1...) = (21, 22,...). Niech U = {Uy, ..., Ux_1} bedzie naturalnym generatorem, tzn.

U; = {(z0,22,...) tz0 = j}.

7 Twierdzenia 3.42 dostajemy

Przyktad 3.44 (Entropia topologiczna obrotu na okregu jednostkowym). Niech ¢ : X —
X bedzie homeomorfizmem na okregu jednostkowym X = S'. Wiemy, ze odwzorowanie ¢
przeprowadza przedzialy (odcinki) na przedziaty, poniewaz sa to jedyne spojne podzbiory
X. Wybierzmy ¢ > 0 takie, aby

N

d(z,y) <e = d(¢ '(z),¢ ' (y)) <

Rozwazmy zbiory rozpinajace dla odwzorowania ¢. Widaé, ze span(l,e,p) < [ﬂ + 1,
gdzie E] oznacza czes¢ catkowita % Teraz wezmy (n — 1, e)-rozpinajacy zbior F' o mocy
span(n—1, ¢, ) oraz punkty z " 1(F) i zadane przez to odcinki. Dodajmy punkty do tego
zbioru tak, aby nowe odcinki miaty dlugo$¢ mniejsza niz € (co najwyzej [ } + 1 punktéw).
Oznaczmy jako F zbiér nowych punktow i potézmy

F'=FUe " Y(E).

Wtedy F jest (n,€)-rozpinajacym zbiorem na X, co pokazemy. Niech x € X, wtedy istnieje
y € F taki, ze ‘
max_d(¢'(2), ¢'(y)) <. (3.8)

0<i<n—2

Jesli d(o" Hz), " (y)) < g, to F jest (n,e)-rozpinajacy. Jesli natomiast nie istnieje takie
y € F, ze obie te wlasnosci sa spelnione, to wybierzmy takie y € F, aby (3.8) zachodzi-
lo. Istniejg dwa domknigte odcinki z punktami koricowymi ¢" !(z) i " !(y). Wybierzmy
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jeden z nich i oznaczmy jako I, ktéry jest odwzorowywany poprzez ¢! na odcinek I’ posia-
dajacy punkty koficowe " 2(z) i " ?(y) oraz dlugo$¢ mniejsza badZ réwna . Nastepnie
wybierzmy punkt " 1(2) € I, gdzie z € F' zd(p" (), " 1(2)) < e. Wtedy " %(2) € I,
wiec d(¢"%(x), " 2(2)) < e. Odcinek I’ jest odwzorowywany poprzez ¢~ na odcinek I”
z punktami koricowymi ¢"?(z) oraz ¢"3(y) i dlugoécig mniejszg niz ;. Zatem diugosé I”
jest mniejsza, badz réwna e. Skoro " 3(2) € I” to mamy, ze d(p"3(x), " 3(2)) < e. Za
pomoca indukcji dostajemy

d(p'(x),9'(2)) <e dla 0<i<n-—1

Stad F” jest (n,e)-rozpinajacym zbiorem na X. Wiec

1
span(n, €, p) < span(n — 1,&,¢) + L} +1.

Zatem 1
span(n,e,p) < n ({} + 1)
€

Wiec mamy, ze span(0, e, ¢) = 0. Stad

htOp(SO) =0.

Przyktad 3.45 (Entropia topologiczna homeomorfizmu na odcinku). Rozwazmy home-
omorfizm ¢ : [0,1] — [0, 1]. Wtedy ¢(0) =01 ¢(1) =1, badz ¢(0) =11 ¢(1) =0. W obu
tych przypadkach obie wartoéci 0i 1 sg punktami statymi odwzorowania o2 (tzn. ©2(0) = 0
i ©?(1) = 1). Niech f bedzie dowolnym homeomorfizmem odcinka [0, 1], ktoéry przeprowa-
dzaOna01ilnal. Niech a: [0,1] — X bedzie ciaglym odwzorowaniem zadanym wzorem
a(t) = e*™. Odwzorowanie te jest injektywne na (0,1) i afa™! jest homeomorfizmem na
X, ktéry przeprowadza 1 na 1 w X. Niech U, bedzie otwartym pokryciem odcinka [0, 1] od-
cinkami [0, 1), (1—2,1] i (£, E2) gdzie 1 < k < 2n—3. Wtedy otwarte tuki a((£, ££2)),
gdzie 1 < k < 2n — 3 razem z o([0, 1) U (1 — 1,1]) tworzg pokrycie otwarte V,, przestrzeni
X. Mamy, ze

p—1 p—1

N (\/ g (un>) <N (\/ (Oéfa_l)j(Vn)) ,

j=0 Jj=0

a zatem

R(f,U,) <In2+ hlafa™V,).

Gdy n — oo to z Twierdzenia 3.33 otrzymujemy, ze hyp,(f) < In2 + hyp(afa™) = In2.
Zachodzi to dla dowolnego homeomorfizmu f odcinka [0, 1], ktéry przeprowadza punkty 0
na 011 na 1. Jedli polozymy f := ¢?? i 2qhi,(p) < In2, to otrzymujemy, ze

hiop(p) = 0.
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3.9 Zasada Wariacyjna dla entropii topologicznej

W tym rozdziale zostanie przedstawiona Zasada Wariacyjna wiazaca entropie topologiczna
z entropig Kolmogorowa-Sinai.

W calym podrodziale zaktadamy, ze (X, d) jest zwarta przestrzenia metryczna, a ¢ :
X — X odwzorowaniem ciggltym. Kluczowymi w drugiej czesci dowodu zasady wariacyjnej
dla entropii beda nastepujace lematy.

*—stabo

Lemat 3.46. Jezeli yu, i to dla kazdego zbioru borelowskiego A C X dla ktorego
miara jego brzegu wynosi zero, zachodzi p,(A) — p(A). (patrz Uwaga 1.5(3))

Lemat 3.47. Dla kazdego ¢ > 0 oraz pp € M(X) istnieje rozbicie A = {Ay,..., Ay}
przestrzent X na zbiory borelowskie takie, zZe

Vigi<k  diam(A;) <e  oraz p(04;) =
Dowdd powyzszych lematéw znajduje sie w [30, Sekcja 8.2].

Twierdzenie 3.48 (Zasada Wariacyjna). Entropia topologiczna jest réwna supremum po
entropiach metrycznych, tzn.

hiop(@) = sup  hu(p).
HEM(X,p)

DowOD. Dowdd nieréwnosci ”7>". Niech p € M(X,¢) i niech A = {44, ..., A;} bedzie
skoficzonym rozbiciem X na zbiory borelowskie. Wezmy & > 0 takie, ze ¢ < (klnk)™!
Poniewaz miara p jest regularna, to

Vigi<k  3pjca;  m(A\Bj) <e

gdzie B; jest zbiorem domknigtym. Wtedy B = { By, B, By, ..., By}, gdzie By = X\ Uj_, B
jest skonczonym rozbiciem X. Zauwazmy, ze

k k k k
= (U A\ U Bj) = p (U Aj\Bj) <D 1 (A\B)) < ke.
i=1 j=1 j=1 j=1
Stad tez

k k ' . k ‘
W) = = X3 (e ) (B E) -5 A (D)),

poniewaz dla ¢ # 0 mamy pu(B; N A;j) = 0, badz % = 1. Dalej, z wtasnosci entropii
rozbicia (entropia rozbicia jest ograniczona przez In k, patrz [14, dowdd na stronie 9])

H(A|B) = —u(By) Xk:

uBgﬂA) (u(BoﬂAj)
= wBo)

< u(By)lnk <eklnk < 1.
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Zauwazmy teraz, ze V; Bo U B; = X\ U, B; jest zbiorem otwartym. Zatem mozemy
utworzy¢ pokrycie otwarte U := {By U By, By U B, ..., By U By }. Dla kazdego n > 1

(o) e (i)

) (\/: w’(B)) <IN (\/: w%’(B)) <IN (\/: w@'(U)) nin2,

poniewaz N (V72 % (B)) to ilog¢ wszystkich niepustych elementéw rozbicia iy ¢4 (B).
Teraz dzielac przez n i przechodzac z n — oo otrzymujemy, ze

zatem

hu(B, ) < h(U,¢) + In2.
A stad i z wtasno$ci entropii metrycznej
hu(A, @) < hu(B, @) + Hu(AIB) < h(U, ) +In2 + 1,

teraz biorac supremum (odpowiednio po rozbiciach przy entropii metrycznej i po pokry-
ciach otwartych w przypadku topologicznej) otrzymujemy

hu() < huop(p) +In2 + 1.
Kladac w miejsce ¢ jej n-ta potege (¢" = p o o...o ) dostajemy
nh, () < nhyp(p) +1In2 4+ 1.

Dzielac przez n i przechodzac z n — oo otrzymujemy teze.
Dowdd nieréwnosci ”<”. Niech £ > 0. Skonstruujmy miare p € M(X, ¢) taka, aby

1
h,(e) > lim sup —ln sep(n, g, p).

n—oo
Niech E,, C X bedzie zbiorem (n,¢)-rozdzielonym o mocy sep(n, e, ). Rozwazmy miary

postaci
Oy i = ———— O,
sep(n £,%) erEn

majace rozktad rownomierny na E,. Potézmy

1n1

Z%OSO

Wtedy {u,}52, € M(X), a skoro M(X) jest zbiorem zwartym w *-stabej topologii, to
istnieje podciag zbiezny ju,,; do pewnego u € M(X) oraz

1 1
lim —1 =1 —l
Jim 0 nsep(n;, e, ) = lim sup nsep(n, e, y).
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Wtedy p € M(X, ). Z Lematu 3.47 wiemy, ze istnieje rozbicie A = {Ay, As, ..., Ay} takie,
ze diam(A;) < eip(0A;) =0dlal < i< k. Niech n > 0. Poniewaz kazdy element rozbicia
Vit o7 (A) = {Ai, N (A) N Ne™ DA, ) tig, i1, .y dpy € {1, ..., k}} zawiera co
najwyzej jeden element zbioru E, oraz, jezeli zawiera, to jego miara o, wynosi

Stad

sep(n,e,p)”

H,, <n\__/1 w(A)> — Insep(n, £, ).

Niech j i ¢ bedg ustalone. Wtedy istnieja liczby a(j) = [%4] oraz zbiér S taki, ze

q
{0,1,..on—1}={j+rq+i:0<r<a(j),0<i<q}Us,
gdzie |S| < 2¢. Ponadto
n—1 ) a(j)—1 l
VoA =\ ot \/ e AV V(4]
=0 r=0 les

Stad i z podaddytywnosci entropii

et (40) 2 e 000 (Y i0))

a(j)-1

q—1 )
+ Z HUTL (SO_Z(A)) < Z Hanogp*(T‘quj) ( \/ (,O_Z(A)) + 2(] Ink.
r=0 1=0

les
Teraz sumujac po j od 0 do g— 1 oraz korzystaj@c z faktu, ze Y1 piH L (A) = Hznﬂpm(fl),
gdzie 32" 1 pi =11 p, = Zl G OnO@™ ! otrzymujemy

n—1 q—1
glnsep(n,e,¢) <> Hypop» (\/ ©- ) +2¢° Ink < nH,, (\/ gO_Z(A)) +2¢° In k.
p=0 i=0
Stad
q -1 242
- Insep(n,e,¢0) < H, | V ¢ '(A4) | + e Ink. (3.9)
i=0

Na mocy Lematu 3.46 (elementy rozbicia \V—y ¢~ *(A) maja brzegi, ktérych miara jest
réwna zeru) dla kazdego B z tego rozbicia zachodzi lim;_ iun,(B) = p(B), a stad

]1320 Hun (q\/ Sp_i(A)> =H, (q\/ ¢_i<A)> :

Przechodzac z n — oo w (3.9) i dzielac przez ¢ dostajemy

1 1, ()
lim sup —ln sep(e,n, @) < lim —H, (\/ gp_Z(A)) = hu(p, A) < hu(p).
i=0

n— oo q—00 q

Lewa strona przy € — 0 jest réwna entropii topologicznej Bowena, wiec skoro X jest zwarty,
a p: X — X ciagte to z Twierdzenia 3.39 otrzymujemy teze. O]



Rozdziat 4

Formalizm termodynamiczny i
promien spektralny operatora
Ruelle’a-Perrona-Frobeniusa

Rozdzial ten, ktéry zostal napisany w oparciu o publikacje [4], stanowi zasadnicza czesé
niniejszej pracy. Poczatkowo oméwimy tu pokrdtce pojecie cisnienia topologicznego, kto-
re jest uogodlnieniem entropii topologicznej oraz elementy formalizmu termodynamiczne-
go dla odwzorowan rozszerzajacych. Nastepnie wykazemy Zasade Wariacyjna na promien
spektralny operatorow Ruelle’a-Perrona-Frobeniusa dla dowolnych odwzorowan rozszerza-
jacych. W calym obecnym rozdziale zaktadamy, ze (X, d) jest zwarta przestrzenia metrycz-
na, a ¢ : X — X odwzorowaniem ciggtym.

4.1 Cisnienie topologiczne

Cisnienie topologiczne jest charakterystyka liczbowa, ktora oprocz uktadu dynamicznego
(X, ) dodatkowo zalezy od wyboru rzeczywistej funkcji ciagtej b € C(X,R), nazywa-
nej w tym kontekscie potencjatem. W szczegdlnosci cisnienie topologiczne, oznaczane tu
jako P(p,b) mozna traktowaé jako odwzorowanie z C'(X,R) w R U {oo}. Jesli funkcja
b € C(X,R) jest tozsamosciowo réwna zeru, to ci$nienie topologiczne jest réwne entropii
topologicznej. Warto$¢ P(p,b) mozna zdefiniowaé za pomoca zbioréw rozpinajacych, roz-
dzielajacych czy tez pokry¢ otwartych (tak samo jak w przypadku entropii topologiczne;j).
W niniejszej pracy skupimy sie na dwoch pierwszych. Skoro X jest zwarty, to entropie
topologiczna mozemy zdefiniowaé, za pomoca entropii topologicznej Bowena (Twierdze-
nie 3.39) (stad tez nasz wybor sposobu zdefiniowania ci$nienia, jak wida¢ w podrozdziale
3.6 entropia topologiczna pierwotnie zostala zdefiniowana za pomoca pokryé¢ otwartych).
Oznaczmy

Quli.0) = juf, 3o (T 0)). (@)

95
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gdzie F jest zbiorem (n, €)-rozpinajacym, a € > 0. Jest to uogélnienie naszego span(n, &, @)
z definicji entropii topologicznej Bowena (odpowiednio entropii topologicznej, gdyz X jest
zwarty) po wprowadzeniu funkeji b € C(X,R).

Uwaga. Q,(p,b,e) posiada szereg wlasnosci:

(1) Jest ograniczone, 0 < Q,(p,b,¢) < || exp(X7=y b("))| span(n, e, ) < oo, patrz [30,
Uwaga(1) z sekcji 7.2].

(2) Jesli g1 <&z to QTL(907 ba 81) > Qn(@a b7 52)'

(3) Qulp,0,¢) = span(n, e, ).

(4) W (4.1) wystarczy wziaé infinimum po zbiorach (n, £)-rozpinajacych, ktére nie maja
podzbioréw (n, )-rozpinajacych X, poniewaz exp(3 7y b(¢'(x))) > 0.

Dla b € C(X,R) ie > 0 wprowadzmy nowe oznaczenie

1
Q(QO; b7 5) = lim sup—ln Qn(cpu b7 5)' (42)
n—00 n
Odpowiednikiem powyzszego dla entropii topologicznej jest lim,, ., sup % Insep(n, e, p).
Uwaga. Wielkosé (4.2) posiada nastepujace wlasnosci

(1) Jest ograniczona, Q(p,b,e) < || f|| + lim,_.oo sup + Inspan(n, e, ¢), patrz Uwaga 4.1 i
(30, Twierdzenie 7.7(ii)].

(2) Jedli g1 < g9 to Q(p,b,e1) = Q(p,b,e2) (Uwaga pod (4.1)).

Przejdzmy teraz do definicji ci$nienia topologicznego (zauwazmy analogie z definicja
dla entropii topologicznej).

Definicja 4.1. Cisnieniem topologicznym odwzorowania ¢ nazywamy odwzorowanie P(p, b) :
C(X,R) — RU {0}, spemiajace

P(p.b) = lim Q(p.b.<).
gdzie b € C(X,R).
Widzimy teraz, ze jesli wezmiemy b = 0, to
P(,0) = higp(10) = higy (p)-

Ciénienie topologiczne mozna réwniez zdefiniowa¢ w inny sposéb. Niech b € C(X,R) i
e > 0 jak poprzednio oraz niech n > 1. Oznaczmy

Puonhe) = sup X exp (z b(soi(x))) , (43)

gdzie E jest (n,e)-rozdzielonym podzbiorem X (czyli (4.3) to odpowiednik sep(n, €, ¢) dla
entropii topologicznej).



57

Uwaga. Wielkosé (4.3) posiada nastepujace wlasnosci
(1) Jesli ey < g9 to Po(p,b,e1) = Pu(p, b, e2).

(2) P(p,0,e) =span(n, e, p).

(3) W (4.3) wystarczy wzia¢ supremum po wszystkich (n, €)-rozdzielonych zbiorach, kté-
re przestaja by¢ (n,e)-rozdzielone, gdy doda sie do nich jakikolwiek punkt z X. Jest
tak, poniewaz exp(X12, b('(z))) > 0. Z tego tez i z faktu, ze (n,€) jest zbiorem
rozdzielonym z ktérego nie da sie utworzy¢ innego (n,e)-rozdzielonego zbioru po-
przez powiekszenie musi by¢ zbiorem (n, €)-rozpinajacym X wynika, ze Q,(p,b, &) <
P,(p,b,e).

(4) Jesli istnieje § > 0 takie, ze dla z,y € X, d(x,y) <
P(p,b,¢) < eXp(n(S)Qn(w, b, 5), patrz [30, Uwaga(1

implikuje |b(z) — b(y)| < 0 to

>
2) na str. 209].

Jeslib e C(X,R) ie >0, to wprowadzmy kolejne oznaczenie
) 1
P(p,b,e) :== lim sup —In P, (¢, b, ¢). (4.4)
n—oo n

Uwaga. Wyrazenie (4.4) posiada nastepujace wlasnosci
(1) Q(p,b,e) < P(p,b,e) (wynika to z Uwagi pod (4.3)).
(2) Jesli ey < 9 to P(p,b,e1) = P(p,b,e3).

(3) Jezeli istnieje taka 0 > 0, ze dla z,y € X, d(z,y) < § implikuje [b(x) — b(y)|, wtedy
P(p,be) <+ Qp,b,¢).

Twierdzenie 4.2. (Cisnienie topologiczne z potencjatem b mozna zdefiniowaé w nastepu-
jacy sposob

P(p,b) = hm P(p,b,e) = hm nhm sup sup - ln > exp (Z b(p ) ) (4.5)
yekE
gdzie zbior E jest (n,e)-rozdzielony w d,, a d, jest n-tg metrykq Bowena.

Dowdd powyzszego Twierdzenia znajduje sie w [30, Dowdd Twierdzenia 9.1, str. 209].
Wazne jest, ze cisnienie topologiczne mozna rowniez zdefiniowaé za pomoca miar -
niezmienniczych, o czym mowi ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 4.3 (Zasada Wariacyjna dla ci$nienia topologicznego Waltersa). Przy wcze-
sniejszych zatozZeniach

P(p,b) = sup (/ bdp + h, (e )) (4.6)

HEM(X
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Dowod powyzszej Zasady Wariacyjnej jest analogiczny do dowodu Zasady Wariacyjnej
dla entropii topologicznej i mozna go znalezé w [30, Twierdzenie 9.10]. Ze wzoru (4.6)
wynika, ze ci$nienie topologiczne P(¢p, b) nie zalezy od wyboru metryki.

Definicja 4.4. Jesli supremum we wzorze (4.6) realizuje sie dla pewnej miary p € M(X, ¢),
tzn. P(p,b) = [y bdp+ h,(p), to miare te nazywamy stanem réwnowagi dla uktadu dyna-
micznego (X, ¢) z potencjatem b.

Jesli odwzorowanie entropii M(X, ¢) 3 p+— h,(p) jest polciagte z gory (tzn. h,,(¢) >

*—slabo

limsup, ., b (@) jesli p, =" o), to P(p,b) = max,cam(x,p) ([x bdp + by (). Ponadto,
w tym przypadku zbiér stanéw réwnowagi jest niepusty. Co wiecej, jesli tylko P(p,b) <
00, to zbiér ten zawsze zawiera miare ergodyczng i dla gestego podzbioru funkcji w b €
C(X,R) stan réwnowagi jest jednoznaczny, patrz [30, 9.13 i 9.15.1]. Badanie jednoznacznie
okreslonych stanow réwnowagi zostato zapoczatkowane przez formalizm termodynamiczny.

4.2 (Odwzorowania rozszerzajace

Niech (X, ) bedzie topologicznym ukladem dynamicznym. To znaczy (X, d) jest zwarta
przestrzeniag metryczna, a ¢ : X — X odwzorowaniem ciggltym.

Definicja 4.5. Odwzorowanie ciagte ¢ : X — X jest (lokalnie) rozszerzajgce, jezeli

3€>0,9>1 v:c,yEX d(l’, y) <&g== d(90<x)7 @(y)) > ed(l’, y)
Pare (6,¢) bedziemy nazywaé podstawowym parametrem rozszerzalnosci.

W tym rozdziale bedziemy rozwaza¢ odwzorowanie rozszerzajace ¢ : X — X, ktore jest
dodatkowo otwarte. Z tych wlasnosci (tego, ze odwzorowanie jest otwarte i rozszerzajace)
otrzymujemy, ze ¢ : X — X jest lokalnym homeomorfizmem.

Teraz, przyblizymy nieco wtasnosci lokalnie rozszerzajacych uktadéw dynamicznych.
Nastepujace dwa stwierdzenia zostang wykorzystane w dowodzie twierdzenia w ostatniej
czesci pracy.

Stwierdzenie 4.6. Niech (X, ) bedzie lokalnie rozszerzajgcym uktadem dynamicznym na
zwartej przestrzeni metrycznej (X, d) z podstawowym parametrem rozszerzalnosci (0,¢).
Wtedy

(1) ¢ jest lokalnym homeomorfizmem. Dokladniej, dla kazdego v € X 10 < &' < ¢,
¢ : B(z,&') — p(B(z,e)) (B(x,€') to kula w metryce d) jest homeomorfizmem.

(2) Dla kazdego y € X, ¢ '(y) jest skoriczone. Ponadto, istnieje 0 < a < ¢ takie,
ze dla kazdego y € X dla ktérego zachodzi ¢~ (y) = {x1,...,x,} istniejg lokalne
odwrotnosci g1, ..., g, odwzorowania ¢ zdefiniowane na kuli B(z,a) takie, Ze g;(y) =
z; 1 gj(B(y,a)) (1 < j < n) sqg parami rozlgczne.
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(8) Niech a bedzie stalqg w (1). Jesli 0 < r < a, to odwzorowanie
©" : Bp(z,r) — B(¢"(x),71),
gdzie By(x,e)-n-ta kula w metryce Bowena, jest homeomorfizmem.

DowoOD. (1). Jasnym jest, ze odwzorowanie <p|m jest injektywne. Odwzorowanie ¢

jest ciagte na domknietej kuli B(x,e’) i skoro domknieta kula jest zwarta, odwrotnosé
go|m takze jest ciagle. Skoro ¢ : B(z,¢') — ¢(B(z,€")) jest bijekcja to jest takze
homeomorfizmem.

(2). Gdyby ¢ !(y) nie bylo skoiczone, to ¢ nie byloby homeomorficzne w punktach
granicznych ¢~1(y), co przeczy (1). Niech

d(y) = inf d(zy, ;) > 0

=y
bedzie najmniejsza odlegloscia pomiedzy przeciwobrazami y. Z (1), jesli 0 < r < min(e, @),
to ¢ : B(zj,r) — ¢(B(zj,r)) jest homeomorfizmem dla kazdego j. Skoro otwarty zbiér
M=y ¢(B(x;,7)) zawiera y, to musi takze zawiera¢ wystarczajaco maly kule B(y,r,) z
ry > 0, takg, aby odwzorowanie odwrotne g; odwzorowujace y w x; spetniato

g9; : Bly,ry) — g;(B(y,my)) C B(xj,7).

Skoro kule B(z;,r) sa roztaczne, to g;(B(y, r,)) takze sa roztaczne. Teraz wezmy skoficzong
liczbe kul B(y;,ry,) takich, ze {B(y;, “4)} sa pokryciem X. Pokazemy, ze

1
a=g min{r,, }

Y

jest zadana stata. W istocie, dla dowolnego y € X mamy, ze y € B(y;, TQ ) dla pewnych i.
Wtedy B(y,a) C B(y;,r,,). Zatem ' (B(y,a)) posiada swoje elementy odwrotne zawarte
w elementach odwrotnych ¢! (B(y;,7,,)), ktore s parami rozlaczne.

(3). Niech g1, ..., g beda lokalnymi odwrotno$ciami ¢ takimi, ze

z e p(a) - P (a) B2 " () S o (2).
Twierdzimy, ze dla kazdych 1 < k£ < n mamy

Gnt+1 © . 0 gn(B(9" (2),7)) = Bi(¢" (), 7).

Wykazemy to za pomoca metody indukeji po k. Dla k = 1 nalezy pokazaé, ze g, (B(¢™(z), 7)) =
Bi(¢" Y(x),r). Skoro (X, ) jest ukladem dynamicznym lokalnie rozszerzajacym, g, jest
kontrakcja, wiec

r

9u(B(¢"(@).)) € B (" (@), 1) € B (@).7).
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Z drugiej strony, skoro g, jest homeomorfizmem do ktérego odwzorowaniem odwrotnym
jest ¢, wiec y € g,(B(¢"(z),r)) wtedy i tylko wtedy, gdy ¢(y) € B(¢"(z),r). Z tych
dwoéch faktoéw wnioskujemy, ze dla k = 1 réwnos¢ zachodzi. Teraz zaltozmy, ze zachodzi dla

k. Wtedy
Gnt © -+ 0 Gu(B(¢"(2),7)) = gnr(Bi(p" " (2),7)).

Zatem musimy pokazaé, ze g,_r(Br(¢" *(x),7)) = Bryi(" ¥ (x), 7). W istocie, z €
Gn—k(Br(¢" ¥ (x), 7)) wtedy i tylko wtedy, gdy d(z, 9" *"1(x)) < rip(z) € Br(¢" ¥ (x),r).
(Korzystamy to z faktu, ze kule By (y,r) sie zmniejszaja, gdy k rosnie i, ze ¢ jest lokalnym
homeomorfizmem, ktéry odwzorowuje " *~1(x) w " *(z) z odwzorowaniem odwrotnym
Gn—k-). Rownowaznie,

d(z,¢" " (2)) <, de(2), 9" (@) <7,y d(™T(2), 0" (@) <

Zatem z € By, (" *(z),r). Ktadac ¢ po obu stronach

910 g2-.. © gn(B(¢"(2), 7)) = Bn(x,7),
dostajemy teze. O

Definicja 4.7. Otwarte odwzorowanie rozszerzajace ¢ : X — X nazywamy topologicznie
mieszajgeym, jesli dla kazdego niepustego, otwartego zbioru U mozemy znalez¢é takie n > 1,
aby o"(U) = X.

Stwierdzenie 4.8. Zaléimy, ze ¢ : X — X jest odwzorowaniem mieszajgcym zdefiniowa-
nym na zwartej przestrzeni metrycznej (X, d). Dla dowolnego r > 0 istnieje liczba catkowita
p=p(r) > 1 taka, ze *(B(x,r)) = X dla kazdego x € X.

DowOD. Ze zwartosci zbioru X, istnieje dla niego skonczone pokrycie kulami B(x;, §).
Dla kazdego i istnieje liczba catkowita p(z;) > 0 taka, ze

) (B <x2>) _ X

Niech p = max;{p(z;)}. Taki wybor spelnia nasze wymagania, poniewaz dla kazdego x € X
mamy, ze v € B(z;, ) dla pewnych i i stad B(z,r) D B(x;, 5). Zatem

P(Blar) 2 @@ (9 (B (21,5))) 2 7 7(0) = X,
]

7 pojeciem rozszerzalnosci zwigzane jest inne pojecie, a mianowicie ekspansywnos¢
(zdefiniowana w 3 rozdziale). W wigkszosci publikacji uzywa sie czesciej pojecia ekspan-
sywnosci, niz rozszerzalnosci. Okazuje sie jednak, jak wykazal Reddy, ze oba pojecia sa
réwnowazne (i nie zaleza od wyboru metryki):
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Twierdzenie 4.9 (Reddy [25]). Ani rozszerzalno$é, ani dodatnia ekspansywno$é odwzo-
rowania nie zalezy od wyboru metryki (zgodnej z topologiq). Ponadto, ¢ : X — X jest
rozszerzajgce wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ : X — X jest dodatnio ekspansywne.

Z Twierdzenia Schwartzman’a, patrz [21], [12], homeomorfizm ¢ : X — X jest od-
wzorowaniem rozszerzajacym (dodatnio ekspansywnym) wtedy i tylko wtedy, gdy X jest
zbiorem skonczonym. Stad rozszerzalno$c¢ jest pojeciem przeznaczonym dla uktadéow dyna-
micznych nieodwracalnych (tj. takich, gdzie odwzorowanie ¢ : X — X jest nieodwracalne).
Poprawnym odpowiednikiem pojecia rozszerzalnosci dla homeomorfizméw jest obustronna
ekspansywnosé. W literaturze mozna znalezé wiele faktow zwiazanych z ekspansywnymi
homeomorfizmami, jednakze powszechnie wiadomo, ze (jednostronna) wersja takich twier-
dzen zachodzi réwniez dla odwzorowan rozszerzajacych (dodatnio ekspansywnych), patrz
[30, Uwaga na stronie 145], [12, strona 58]. Odpowiednik [30, Twierdzenie 5.24], [12, Wnio-
sek 3.3] mowi o tym, ze kazde odwzorowanie rozszerzajace ¢ : X — X jest polsprzezone z
jednostronnym podshiftem (por. Przyktad 1.16). To znaczy istnieje domkniety podzbiér Z z
Yo, = {1,...,n}" taki, ze 0(Z) = Z oraz ciggle oraz surjektywne odwzorowanie ¢ : Z — X
takie, ze ¢ o 0 = 0 o ¢. Co wiecej, takie jednostronne podshifty (Z, ) moga by¢ sklasyfi-
kowane jako odwzorowania rozszerzajace na przestrzeniach zerowo-wymiarowych.

Twierdzenie 4.10. Dla dowolnego ekspansywnego odwzorowania ¢ : X — X odwzoro-
wanie entropii M(X,¢) > p — h,(p) jest polciggle z gory i sted stany réwnowagi dla
odwzorowan rozszerzajgcych zawsze istniejq.

DowOb. Patrz [24, Twierdzenie 3.5.6]. O

4.3 Miary Gibbsa

Modelowymi stanami réwnowagi (patrz Definicja 4.4) sa miary Gibbsa badane przez for-
malizm termodynamiczny. Takie stany réwnowagi sa rowniez istotne w analizie spektralnej
operatorow Ruelle’a-Perrona-Frobeniusa. W tym podrozdziale opiszemy te obiekty.

W literaturze zazwyczaj miary Gibsa sg rozwazane dla odwzorowan topologicznie mie-
szajgcych (tzn. takich, ze dla kazdego niepustego zbioru U istnieje n > 0 takie, ze o™ (U) =
X), patrz [6], [27], [31], [7]. Jednakze, jak pokazano w [24] mozna réwnie dobrze zamieni¢
warunek na odwzorowanie ¢ : X — X na nieco stabszy. Mianowicie, bedziemy tu zakta-
da¢, ze odwzorowanie ¢ jest topologicznie tranzytywne, tzn. dla kazdych dwéch niepustych
zbioréw otwartych U,V C X istnieje takie n € N, ze ¢"(U) NV # 0. Jedli ¢ jest odwzo-
rowaniem rozszerzajacym i otwartym, jest to rownowazne warunkowi, ze istnieje N € N
takie, ze " jest topologicznie mieszajace. Méwimy, ze funkcja f : X — C jest hélderowsko
ciggla, jesdli istnieja state L > 01 «a € (0, 1], ze dla kazdych z,y € X zachodzi

|f(x) = f(y)| < L|z —y|*
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Definicja 4.11. Méwimy, ze miara p € M(X, ) jest rozkladem Gibbsa dla ciaglego
odwzorowania ¢ : X — X z potencjatem b € C(X,R), jesli dla dostatecznie matego € > 0
mozemy znalezé¢ takie P € Ris > 1, aby dla kazdego z € X in > 1

Sfl < ,u(Bn(x,e))
= exp(Xig b(¢(w)) — nP

gdzie B, (x,¢) jest kula otwartg w n-tej metryce Bowena.

) S

Twierdzenie 4.12 (Istnienie i jednoznaczno$¢ miar Gibbsa). Niech ¢ : X — X bedzie
odwzorowaniem rozszerzajgcym i niech b € C (X, R) jest hélderowsko ciggle. Wtedy istnieje
jednoznaczny rozktad Gibbsa p,p, € M(X, ) dla ¢, b, oraz statej P, gdzie P w Definicji
4.11 jest cisnieniem topologicznym P(p,b). Ponadto, ji, jest jedynym stanem réwnowagi
dla ¢ i b, wiec dla kazdego y € X mamy

P = Plo) = [ Mitgs + hus(e) = Ji T T e (Tt 0).

n—oo n,
zep~H(y)

DowOD. Teza wynika z polaczenia [24, Stwierdzen 3.4.3, 4.4.1, 4.1.5 i Twierdzen 4.3.2,
4.6.2], patrz tez [4]. O

Rozktad Gibbsa pi,p jest skonstruowany w oparciu o Twierdzenie Ruelle’a Perrona Fro-
beniusa. Przypomnijmy, patrz Definicja 2.3, ze operator Ruelle’a Perrona Frobeniusa jest
dany wzorem

L= > cw)fly), zeX, fel(X),

yEp~(z)

gdzie ¢ : X — [0,00) jest pewna ustalona i nieujemna funkcja ciagta. Z dodatniodci,
operator L.* = C(X)* — C(X)* (dualny do operatora L. : C'(X) — C(X) ) ogranicza
si¢ do afinicznego odwzorowania na stozku z miar bolerowskich. Nastepujace twierdzenie,
pierwotnie byto dowiedzione dla jednostronnych shiftéw przez Ruelle’a, nastepnie zostato
rozszerzone przez innych autor6w na mieszajace odwzorowania rozszerzajace, patrz [6], [31],
[27], [7]. W tej pracy zostanie ono uogdlnione na topologicznie tranzytywne odwzorowania
rozszerzajace:

Twierdzenie 4.13 (Twierdzenie Ruelle’a-Perrona-Frobeniusa). Niech ¢ : X — X be-
dzie otwartym, rozszerzajgcym oraz topologicznie tranzytywnym odwzorowaniem na zwartej
przestrzeni metrycznej X. Zatozmy, zZe b € C(X,R) jest holderowsko cigglte. Niech p =
r(Lew) bedzie promieniem spektralnym operatora przej$cia Ruelle’a-Perrona-Frobeniusa L -

C(X) — C(X) (c(x) = et@),
(1) Istnieje jednoznacznie wyznaczona miara probabilistyczna v na X taka, ze Ly = pv.

(2) p jest Scisle dodatnig wartoScig wlasng operatora Lo z jednoznacznie wyznaczong
scisle dodatnig funkcjq wlasng h € C(X)* zv(h) = 1.
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Z tak zadanymi h oraz v, a € C(X), hv(a) = v(ah) jest miarg Gibbsa pi,p dla ¢ i b.
Ponadto P(p,b) =Inr(Lys).

DowOD. Dla uproszezenia potézmy £ = L i niech M(X) bedzie zbiorem borelowskich
miar probabilistycznych.

Dowdd 1). Istnienie miary v € M(X) takiej, ze L*(v) = cv dla pewnych ¢ > 0 wynika z
Twierdzenia Tichonowa o punkcie statym, patrz [24, Twierdzenie 5.2.8]. Zat6zmy, ze p,n €
M(X) spetniaja £*(n) = cipp i L5(n) = con dla pewnych ¢1,co > 0. Z [24, Stwierdzenia
5.2.11, 5.1.14], ¢; = ¢ = @Y oraz miary p i n sa réwnowazne z miarg Gibbsa i b
Ponadto mamy, ze P(p,b) = Inr(L) = Inp, co przy wczesniejszych zalozeniach mozna
udowodnié¢ uzywajac wzoru z Twierdzenia 4.12. Stad L*(u) = pu, L*(n) = pn, oraz istnieje
n-catkowalna funkcja h taka, ze p = hn. Dla kazdego a € C(X) mamy, ze L(a)h =
L(a(hop))istad L*(hn) = (ho p)L*(n) = p(ho p)n. Z tego mamy, ze

hip=p=p 'L (n) = p ' L(hn) = (ho @),

Wiec h = (h o ¢) n-prawie wszedzie. Jednak, poniewaz miara 1 jest réwnowazna mierze
Gibbsa iy, ktéra jest g-ergodyczna, patrz [24, Wniosek 5.2.13], to h jest stala n-prawie
wszedzie. Stad n = p.

Dowdd 2). Istnienie funkcji h € C(X)T z v(h) = 11 L(h) = ph wynika z [24, Stwier-
dzenie 5.3.1]. Wtedy hv = p,p jest miara Gibbsa z [24, Twierdzenie 5.3.2]. Stad, jesli
g € C(X)* jest inna funkcja, ktora posiada wlasnosci h, to zachodzi hv = gv, wiec g = h,
v-prawie wszedzie z czego wynika, ze ¢ = h, poniewaz g i h sg funkcjami ciaglymi i
suppv = X. O]

Powyzsze zaleznosci moga by¢ uzyte w bardziej ogdlnych sytuacjach przy zastosowaniu
rozktadu spektralnego. Przypomnijmy, ze €2(y) oznacza zbiér wszystkich punktow niewe-
drujacych. Jesli ¢ jest rozszerzajace to Q(¢) jest réwny domknigtemu zbiorowi punktéw
okresowych, patrz [24, Stwierdzenie 4.3.6]. Z [24, Wniosek 4.2.4] nastepujace twierdzenie
jest specjalnym przypadkiem [24, Twierdzenie 4.3.8]:

Twierdzenie 4.14 (Rozktad spektralny). Zaldzmy, ze p : X — X jest otwartym i roz-
szerzajgcym odwzorowaniem takim, Ze zbior punktow okresowych jest gesty w X (to zna-
czy Qp) = X). Wtedy X = [_]j.\[:1 X; jest zbiorem zloZonym z sumy skonczonej liczby
p-niezmienniczych, roztgcznych zbioréw otwartych X;, j =1,..., N, takich, ze dla poszcze-
gélnych j, odwzorowanie ¢|x, : X; — X; jest topologicznie tranzytywne. Ponadto, kaZde
X jest zbiorem zlozonych z k(j) roztacznych zbioréw otwarto-domknietych X]’-“, ktore sq cy-
klicznie permutowane przez o 1 takie, Ze gp"“(j)b(](c : X]’? — XJIC jest topologicznie mieszajgce

dla kazdych j i k.

Przyktad 4.15. Niech A = [t;;]7';_, bedzie macierza zero-jedynkowa bez wierszy ztozo-
nych z samych zer. Topologicznym shiftem Markova ze zbiorem stanéw {1, ...,n} i macierza
przejscia A nazywamy odwzorowanie oy : 3y — 24, gdzie

Ya = {(6,6,..) e {1,...,n}: te e = 1}, 0a(61,82,8,..) == (£2,83,...).
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Tutaj X, jest metryzowalng i zwarta przestrzenia wyposazona w topologie produktowa
otrzymang z {1, ..., n}"Y, natomiast o jest rozszerzajacym, lokalnym homeomorfizmem. Ten
uktad moze by¢ réwniez rozpatrywany jako zbiér danych z ktérych mozna skonstruowac
graf skierowany ze zbiorem wierzchotkéw {1,...,n} i zbiorem krawedzi {(¢,j) : t;; = 1}.
Wtedy ¥, jest przestrzenia ztozong z nieskonczonej liczby drog w tym grafie. Liczba drog
z i do j dlugosci n wynosi tﬁf;), gdzie A" = [tz(?})];fj:l jest n-ta potega macierzy A. Pi-
szemy ¢ — 7, jesli istnieje Sciezka z ¢+ do 7, to znaczy tﬁj;) > ( dla pewnych n. Stan ¢
jest nazywany powtarzalnym, jesli i — j implikuje 7 — i dla kazdego stanu j. Mamy, ze
Qon) = {(&1,&,...) € Xy : & jest powtarzalny dla kazdego ¢ = 1,2,...}. Stad Q(oa) = Xa
wtedy i tylko wtedy, jesli wszystkie stany sg powtarzalne. Ponadto o, jest topologicznie
tranzytywne wtedy i tylko wtedy, gdy A jest nieredukowalna (tzn. dla kazdego i oraz j
istnieje n takie, ze tl(-z) > 0), jesli tylko i «» j dla wszystkich stanéw i i j. Ponadto o, jest
topologicznie mieszajace wtedy i tylko wtedy, gdy A jest nieokresowa (tzn. istnieje n € N
takie, ze wszystkie kolumny i macierze w A" sg dodatnie). Jesli Q(oy) = Xy, wtedy i < j
jest relacja rownowaznosci i stad {1, ...,n} rozklada si¢ na roztaczne klasy réwnowaznosci.
Po ewentualnym ponownym oznakowaniu, te klasy sa postaci {k;+1, ...,k 41}, 7 =1,..., N,

gdzie k1 = 0 < ky < ... < kyyy = n. Whedy A = diag(Ay, ..., Ay), gdzie A; = [t,,]575) 1,
dlaj=1,...,niX, = |_|§V:1 Ya jest rozktadem z Twierdzenia 4.14 zastosowanym do oy.

4.4 Zasada Wariacyjna dla promienia spektralnego ope-
ratora Ruelle’a-Perrona-Frobeniusa dla rozszerza-
jacych lokalnych homeomorfizméw

Ten koncowy podrozdzial bedzie poswiecony opisowi metody obliczenia promienia spek-
tralnego operatora Ruelle’a-Perrona-Frobeniusa i jego relacji z ci$nieniem topologicznym
dla uktadéw dynamicznych generowanych przez lokalne homeomorfizmy rozszerzajace.
Zaktadamy, ze ¢ : X — X jest lokalnym homeomorfizmem, a ¢ : X — [0,00) ciagta
funkcja. Niech £, : C(X) — C(X) bedzie operatorem Ruelle’a-Perrona-Frobeniusa omoé-
wionym w Rozdziale 2. Z Twierdzenia 4.13 oraz 4.3, jesli ¢ jest Scidle dodatnia i hélderowsko
ciagta oraz ¢ jest odwzorowaniem rozszerzajacym i topologicznie tranzytywnym, to

Inr(L.) = sup ) (/X In edp + hu(go)> :

PEM(X,p

Pokazemy, ze powyzszy wzor zachodzi dla dowolnej funkcji cigglej ¢ oraz dowolnego, otwar-
tego odwzorowania rozszerzajacego ¢. Dowdd nie zalezy od Twierdzenia 4.13.

Korzystajac z rownosci || L2 = [|[£2(1)]|, n € N, (patrz Stwierdzenie 2.4) oraz wzoru
Gelfanda na promien spektralny, w ogélnosci mamy

Inr(L.) = lim mauxl > nl:[ (' (7). (4.7)
) =0

n—oo yeX n J:Ecp*”(y .
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Nastepujacy lemat jest czescia [20, Twierdzenie 12].

Lemat 4.16. Jesli ¢ : X — X jest lokalnym homeomorfizmem oraz funkcja c : X — (0, 00)
jest scisle dodatnia, wtedy

Inr(L.) < P(p,Inc) = sup (/ Incdp + h,(e )> (4.8)

HEM(X,p)

DowOD. Patrzac na wzory (4.5) i (4.7) wystarczy pokazaé, ze istnieje € > 0 takie, ze dla
dowolnych n € N i 2z € X zbiér ¢ "(x) jest (n,e)-rozdzielony w n-tej metryce Bowena
d,,. Drugi warunek zachodzi dla kazdego lokalnego homeomorfizmu. W rzeczy samej, zbior
A = {x : |p~ (z)| = 1} jest otwarty-domkniety w X. Funkcja d : X\A — (0,00) dana
wzorem d(x) = min{d(y1,vy2) : Y1,%2 € ¢ ' (x),y1 # y2} > 0 jest ciagta na zbiorze zwartym
X\A. Stad

I .
€ := 5 min { in, d(z),d(X\A, A)} > 0.

Latwo sprawdzi¢, ze jest to oczekiwana liczba. O

W ogélnosci, jesli ¢ nie jest rozszerzajace, nieréwnos¢ (4.8) moze by¢ ostra. W istocie,
jesli ¢ jest homeomorfizmem i ¢ = 1, wtedy Inr(L.) = 0 oraz P(p,0) = hip(p) moze by¢
dowolna, nieujemna liczba, patrz podrozdziat 4.1.

Twierdzenie 4.17. Niech ¢ : X — X bedzie rozszerzajgcym, otwartym odwzorowaniem
na metryzowalnej i zwartej przestrzeni X . Dla dowolnej cigglej funkeji ¢ : X — [0, 00)
zachodzi

Inr(£.) = max </Xlncd,u+hu(cp)> = max (/ Incdp + hy(o ))

HEM(X,p) pEErg(X
gdzie h,(p) jest entropig Kolmogorowa-Sinai’a (mamy, Ze h,(¢) < 00).

DOWOD. Z tego, ze ¢ jest rozszerzajace, odwzorowanie entropii M (X, ¢) 3 u — h,(p) €
[0, 00) jest pélciagte z gory (patrz [30, 7.11.1 1 8.2] i Uwagi pod Twierdzeniem 4.9). Ponadto
odwzorowanie M(X,¢) 3 u — [y Incdp jest zawsze poélciagle z gory, patrz dowod z [28,
Lemat 1.4]. Zatem supremum sup,en y,q)([x nedp + hu(p)) jest w istocie maksimum.
Co wiecej, uzywajac rozktadu ergodycznego (ktéry umozliwia wyrazenie nie-ergodycznych
miar jako $redniej po miarach ergodycznych) otrzymujemy

Meg\n/[axw </ I edpe + hu(¢ )> B uelglg%§,w) (/X hvedp + h“(@) ’
patrz [24, Wniosek 2.4.3], badz [30, 9.10.1].

Dowdd twierdzenia bedzie przebiegal poprzez kolejne rozluznianie zatozen. Poczatkowo
zaltozmy, ze funkcja ¢ > 0 jest $cisSle dodatnia. Wiec z Lematu 4.16 musimy pokazac, ze
P(p,Inc) <Inr(L.).

1) Poczatkowo, niech odwzorowanie ¢ : X — X bedzie topologicznie tranzytywne. Z
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Twierdzenia 4.14 X = |_| X jest zbiorem ztozonym z sumy k rozladcznych zbiorow X
otwarto-domknietych, ktore sa cyklicznie permutowane przez ¢ oraz takie, ze p* : X; — X
jest topologicznie mieszajace. Wiec z 4.8 dla kazdego j = 1,..., k i kazdego £ > 0 istnieje
pj(e) € N takie, ze ¢*Pi®(B(x,¢) N X;)) = X; dla kaZdego x € Xj. Stad istnieje p(e) >
max;_; . p;j(e) takie, ze P (B(r,e) N X;)) = X, dla kazdego € X; i j = 1,....,k. Z
4.6 dla wystarczajaco malego ¢ > 0 mamy, ze ¢"(B,(z,¢)) = B(¢"(z),¢) dla wszystkich
n € Niz € X (gdzie B,(x,¢) jest kula w n-tej metryce Bowena). Odpowiednio, dla
kazdych z € X;, e =1,...,k i n € N dostajemy

PP (By(w,€) = " (B(g"(2),2)) 2 X; jesli ¢"'(2) € X
7 tego mamy, ze dla dowolnego elementu y; € X;, i = 1, ..., k, zbior o~ "PED Ly, ..,y })
jest (n,e)-rozpinajacy. Teraz, jak wiadomo z (4.5) ci$nienie topologiczne jest dane wzorem

n—1

P(p,Inc) = hm lim sup 1nf —ln ST el (2)),

0 n—oo
yek =0

gdzie E jest (n,e)-rozpinajacy, patrz [30, 9.3]. Dla dowolnego skonczonego zbioru £ C X
i funkcji b: X — [0, 00) mamy, ze

by < Y b)) = Z > @) <[e"(B)lsup > b(x),

vel z€p~ (o™ (E)) ve™ (E) z€0~"(y) VX zepn(y)
co, biorac b(z) = [172, c(¢'(x)) daje
—lnz Hc max—ln > Hc ) +In|p"(E )|%
2€E i=0 VeX M o1y i=

Stad, z (4.7) i z powyzszego wzoru na P(p,Inc), wystarczy pokazaé, ze dla dostatecznie
matego € > 0 mamy, ze

lim sup 1nf In |p" (E)|% 0,

gdzie E jest (n,e)-rozpinajacy. Biorac E := ¢~ ") ({y, ... y}) dostajemy

1

In|o™(E)|* = In|¢" (¢~ Ly, oy ) = Il ({y, o )7

co zbiega do zera, gdy n — oo. Dowodzi to twierdzenia w rozwazanym przypadku.

2) Teraz zalézmy, ze zbiér punktéw okresowych jest gesty w X (réwnowaznie Q(p) =
X). Z Twierdzenia 4.14 o rozkladzie spektralnym mamy, ze X = |_|§V:1 X;, gdzie X; =
¢ '(X;) sa zwarte oraz odwzorowania ¢|x, : X; — X sg topologicznie tranzytywne (oraz
rozszerzajace i otwarte). Widaé wiec, ze L. = @j-v:l L, c|x, OTaz Erg(X,¢) = |_|§-V:1 Erg(X;, ¢lx;).

:M—‘

Stad, z kroku 1) dostajemy

Incdpthy (o) In cduth
r(L;) = max T(ﬁlnqx )= max efXJ =  max efX n cdp+ u(‘P)’
j=b.N nEErg(X;,0) 1EErg(X )
j=1,.,N
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co dowodzi twierdzenia w tym przypadku.

3) Niech ¢ : X — X bedzie dowolnym rozszerzajacym i otwartym odwzorowaniem.
Jesli zastosujemy warunek na ¢ taki, ze Q(¢) = Per(y) (gdzie Per(y) to punkty okresowe
odwzorowania ¢), to pozostanie ono nadal rozszerzajace i otwarte, patrz [24, Lemat 3.3.10].
Zatem mozemy rozwaza¢ operator przejscia L, C(Qp)) — C(Q2p)) zwiazany z
odwzorowaniem ¢ : Q(¢) — Q(p). Jesli Hﬁﬁwm(w)(l)H < LED)]s to r(Linelg,,) < 7(Le).

Stad, z kroku 2) i z tego, ze nosnik kazdej miary u € M(X, ) zawiera sie w {2(p) dostajemy

In cdpu+h
max efX Incdpthu(e) _ max efQ(Lp) nedpthy(e) = T(ﬁlndﬂ(p)) < T(/Cc)a
HEM(X,p) HEM(Up),0)

wiec otrzymujemy zadang nier6wnosc.

4) W tym przypadku bedziemy rozwazaé ¢, ktére moze posiadaé wartosci zerowe. Wy-
bierzmy $cisle dodatnie i ciggte funkcje ¢, > 0 takie, ze ¢, \, c¢. Latwo zauwazy¢, ze
{r(Lime,) 22, jest ciagiem malejacym, ktéry nie posiada wiekszej wartosci niz r(L.). Za-
tem, z potciaglosci z gory promienia spektralnego dostajemy, ze 7(Ly,.,) \, 7(L.). Ponad-
to ktadac P := max,cx,) ([x Incdp + hu(@)) otrzymujemy, ze max,ep(x,z)([x Incdp +
h,(¢)) \, P. W istocie, zbiory A,, := {p : [x In¢,du+h,(¢) > P} saniepuste i malejace. Sa
one zwarte, poniewaz odwzorowania M(X, ¢) 3 p — [y Inc,dp+ h,(p) sa polciagle z go-
ry. Stad N;>, A, # 0 i dla dowolnej miary po € N2y A, mamy, ze P = [y Incdpug+hy, ().
Teraz, z kroku 3) dostajemy

r(L.) = lim 7(Li.,) = lim  max elxmenduthue) = pax el mednthule),
n—00 " n—00 pe M(X p) HEM(X )
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