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Wstep

Twierdzenie charakteryzujace kiedy jedna miara posiada gestos¢ wzgledem
drugiej miary, znane obecnie jako Twierdzenie Radona-Nikodyma, zostato po
raz pierwszy sformutowane w przestrzeniach R, w 1913 roku przez Johan-
na Radona, po czym zostalo uogoélnione na przypadek abstrakcyjnych miar
w 1930 roku przez Ottona Nikodyma. Specjalista w dziedzinie teorii miary
David Fremlin [5] uwaza, ze twierdzenie to znajduje sie wérdd szesciu najwaz-
niejszych wynikéw teorii miary. W trakcie studiéw licencjackich i magisterskich
poznajemy najbardziej znang wersje Twierdzenia Radona-Nikodyma dla miar
skonczonych i o-skonczonych. Najczesciej wykorzystujemy je podczas studio-
wania rachunku prawdopodobienstwa i przedmiotéw z nim zwigzanych.
Niniejsza praca ma trzy glowne cele:

1) przeglad rezultatéow otrzymanych przez matematykéw podezas prac nad
uogdblnieniem Twierdzenia Radona-Nikodyma,

2) préba znalezienia najogoélniejszej wersji Twierdzenia Radona-Nikodyma
(dla miar niekoniecznie o-skonczonych),

3) zastosowanie otrzymanych wynikoéw do operatoréw w przestrzeniach L,,.

Ostatecznie w pracy mozna znalez¢ dziewie¢ roznych wersji Twierdzenia Ra-
dona-Nikodyma, poczynajac od klasycznego przypadu dla miar skonczonych,
gdzie przedstawimy trzy jakosciowo roézne dowody pokazujace silne zwigzki
Twierdzenia Radona-Nikodyma z r6znymi zagadnieniami z zakresu teorii mia-
ry i calki, rachunku prawdopodobienstwa i analizy funkcjonalnej. Wykazemy
mniej znang wersje, kiedy jedynie miara dominujaca jest o-skonczona i wy-
chodzac catkowicie poza $wiat miar o-skonczoych oméwimy twierdzenia Sega-
la [18], Lewin6éw [11] i Ogdlne Twierdzenie z quasi-funkcja (Twierdzenie 3.3).
Ostatnie z wymienionych twierdzen jest najogoélniejszym, poniewaz zakltada
tylko absolutna ciagtos¢ dwoch dowolnych miar. Jednakze wtedy pojecie po-
chodnej Radona-Nikodyma (gestosci) trzeba rozumieé¢ nie jako funkcje, lecz
jako quasi-funkcje. Quasi-funkcja jest pewna rodzing funkcji mierzalnych i
mozna ja utozsami¢ z funkcja mierzalng wtedy i tylko wtedy, gdy z doktadno-
Scig do zbioréw miary zero supremum elementow quasi-funkcji jest mierzalne.
Ma to zawsze miejsce, gdy rozpatrywane miary sa lokalizowalne. Pojecie loka-
lizowalnosci zostato rozpropagowane przez Segala [18], ktérego wynik czesto
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mylnie interpretuje sie jako rownowazno$c¢ lokalizowalnosci miary z istnieniem
pochodnej Radona-Nikodyma wzgledem kazdej miary absolutnie ciagtej. Pro-
blem polega jednak na tym, ze Segal w [18] przez miare rozumiatl jej obciecie
do rodziny zbioréw o mierze skonczonej. W jezyku ogdlnych miar okreslo-
nych na o-algebrach sprowadza sie to do zalozenia, ze rozpatrywane miary
sa wspoélnie semi-skoniczone (por. Definicja 3.27 i Twierdzenie 3.30). Ogdl-
nie lokalizowalno$¢ nie jest warunkiem koniecznym na istnienie pochodnej
Radona-Nikodyma. Jak wykazaliémy, wystarczy zatozy¢ istnienie supremow
mierzalnych oraz warunek wzglednej semi-skonczonosci, ktory jest stabszy niz
wspoélna semi-skonczonos$¢ (patrz Twierdzenie 3.29).

Warunek wzglednej semi-skoficzonosci (Definicja 3.5), jest uogdlnieniem
dobrze ukonstytuowanego pojecia semi-skonczonosci i jest bardzo bliski warun-
kowi, ktory w pracy Lewinéw [11] zostal nazwany kompatybilnoscig. Kompa-
tybilnos¢ jest warunkiem koniecznym istnienia pochodnej Radona-Nikodyma.
Jesli miara dominowana jest skonczona, to kompatybilnos¢ jest réwnowaz-
na wzglednej semi-skonczonosci oraz istnieniu pochodnej Radona-Nikodyma.
Wynika to z pracy [11], ktorej gléwny wynik uogélnilismy na przypadek, gdy
dominowana miara jest o-skoficzona (Twierdzenie 3.35).

Jako zastosowanie powyzszych wynikéw do operatoréw w przestrzeniach
L, otrzymaliSmy m.in.:

a) Ogodlna charakteryzacje kiedy warunkowa wartosé oczekiwana dla usta-
lonej funkcji istnieje oraz ogdlny warunek, przy ktérym warunkowa war-
to$¢ oczekiwang definiuje rzut na przestrzeni Ly (Twierdzenia 4.3, 4.5).
Jest to wazne na przykltad dlatego, ze otwiera to droge do uogdlnie-
nia klasycznych charakateryzacji rzutéw na przestrzeniach L, dla miar
skoniczonych i o-skonczonych, otrzymanych przez Douglasa [4] i Ando

[1];

b) Uogolnilismy klasyczne Twierdzenie Ridge’a [14] charakteryzujace kiedy
operator kompozycji jest ograniczony na przestrzeniach L, (Twierdze-
nie 4.7). Twierdzenie Ridga jest fundamentalnym faktem w teorii ope-
ratorow kompozycji. Nasze uogolnienie sugeruje, ze calg teoriie takich
operatoréw mozna sformutowaé na przestrzeniach L, z dowolna miarg
(zatoznie o-skonczonosci jest zbedne o ile pojecie pochodnej Radona-
Nikodyma zastapi sie przez quasi-pochodna Radona-Nikodyma);

¢) Scharakteryzowali$my izometryczne wazone operatory kompozycji (Twier-
dzenie 4.18). Ten wynik jest wstepem do uogélnienia Twierdzenia Banacha-
Lampertiego charakteryzujacego izometrie na przestrzeniach L,. Naj-
ogolniejsza znana dotad wersja tego waznego wyniku zachodzi dla miar
lokalizowalnych, patrz [10], [6].

Struktura pracy przedstawia si¢ nastepujaco:
W pierwszym rozdziale zawarlismy podstawowe informacje takie jak defi-
nicje przestrzeni z miara, oraz konstrukcje catki. Wiekszosé¢ drugiego rozdziatu
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poswiecona jest trzem réoznym dowodom Twierdzenia Radona-Nikodyma dla
miar skonczonych, gdzie kazdy z nich jest spojrzeniem na to twierdzenie z per-
spektywy innej dziedziny matematyki (czyli teorii miary, analizy funkcjonal-
nej i rachunek prawdopodobienstwa). Dalej omawiamy Twierdzenie Radona~
Nikodyma dla miar o-skonczonych, a w szczegdlnosci wersje, gdzie jedynym
zatozeniem, oprocz absolutnej ciagtosci, jest o-skonczonos¢ miary dominuja-
cej. Trzeci rozdziat zaczyna si¢ Ogélnym Twierdzeniem Radona-Nikodyma,
a nasepnie przedstawiamy pojecia semi-skonczonosci i lokalizowalnosci miar.
Ostatnie dwa podrozdziaty pokazuja wyniki otrzymane przez Segala i Lewi-
now, oraz ich uogélnienia. Czwarty rozdzial zawiera zastosowania otrzymanych
wynikéw do operatoréw w przestrzeniach L.



Rozdziat 1

Preliminaria

1.1 Miara i1 catka

W catej pracy €2 bedzie oznaczac¢ pewien zbior, a 3 bedzie o-algebra podzbio-
row (). To znaczy X jest niepusta rodzing podzbioréw zbioru 2, dla ktorej
A € ¥ implikuje Q\ A = A" € ¥, oraz ;2 A, € ¥ dla kazdego ciagu
{A,}°, C X. Pare (9, X) nazywamy przestrzeniqg mierzalng. Miarg nazywa-
my funkcje p: 3 — [0, +o0| taka, ze

u(0) =0,
1( ul Ap) = Z:IM(AH)

dla kazdej rodziny parami roztacznych zbiorow {A,}>2, C ¥ (piszac kwa-
dratows sume¢” | | mamy zawsze na mysli, ze sumowane zbiory sg parami roz-
taczne). Przestrzeniq z miarg nazywamy trojke (2, %, p).

Jezeli mamy dwie przestrzenie mierzalne (2,%) i (M, ¥) to funkcje f :
Q — M nazwiemy mierzalng, gdy dla kazdego E € M zachodzi f~}(F) € X.
Innymi stowy, funkcja jest mierzalna, jezeli przeciwobraz dowolnego zbioru
mierzalnego jest mierzalny. Rozpatrujac funkcje mierzalne f : @ — R o war-
tosciach rzeczywistych standardowo za przestrzen mierzalng na przeciwdzie-
dzinie przyjmujemy (R, B(R)), czyli R wraz o-algebra zbioréw borelowskich,
tj. najmniejsza o-algebre zawierajaca wszystkie zbiory otwarte. W niniejszej
pracy bedziemy réwniez rozpatrywaé funkcje mierzalne f : Q — R U {400}
przyjmujace warto$¢ oco. Standardowa o-algebra na RU{+oc} jest najmniejsza
o-algebra zawierajacg wszystkie zbiory otwarte w R.

Teraz przypomnimy konstrukeje catki. Ustalmy przestrzen z miara (2, 2, p).
Catke z funkcji charakterystycznej f = 1g zbioru mierzalnego E € ¥ definiu-
jemy jako

/Q fdp = p(E).
Kolejnym krokiem jest catka z nieujemnej funkcji prostej, czyli funkeji postaci

f=>ra;i- 14, gdzie a; > 01 {A;}, C X sa parami roztaczne. Poprzedni
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wzOr i liniowos¢ catki determinuje nastepujacy wzor

/Qfd,u = iai - f(Ai).

Przyjmujemy tu standardowe konwencje, ze a; - (+00) = 400, +00+00 = 400
oraz a;iu(A;) = 0 jesli u(A;) = 0 (nawet jesli a; = 4+00). Calke z dowolnej
nieujemnej funkeji mierzalnej f : Q — [0, +oo| definiujemy jako

/ fdp :=sup {/ sdp:0< s < f, sjest funkcja prost@} . (1.1)
Q Q

Ostatecznie, dowolna funkcje mierzalng f mozemy zapisaé jako réznica dwoch
nieujemnych funkcji mierzalnych. To znaczy

f=f"—f", gdzie fT :=max{f,0}, f := | min{f,0}].

Pozwala, to zdefiniowaé catke z dowolnej funkcji mierzalnej wzorem

|faus= [ rrap= [ £ ap

o ile poprawej stronie nie wystepuje symbol nieoznaczony (+00)—(+00). Ogdl-
nie powiemy, ze funkcja mierzalna f jest calkowalna jezeli obie calki [ f* du
i [ f~ du sa skonczone. Jest to réwnowazne zalozeniu, ze [q |f|dp < co. W
dowodach réznych wtasnosci catki czesto pokazujemy, ze dana wtasnosé zacho-
dzi dla funkcji prostej, nieujemnej funkcji mierzalnej, a na koncu dla dowol-
nej funkeji mierzalnej. Taki sposéb dowodzenia nazywamy metodg stopniowe;j
komplikacyi.

Calke z funkcji f na podbiorze mierzalnym A € ¥ definiujemy jako catke
z funkcji f - 1,4. Doktadniej méwimy, ze f jest calkowalna na A jezeli funkcja
f - 14 jest catkowalna i piszemy wtedy [, fdu = [o f-L1adu.

Jednym z najwazniejszych twierdzen teorii catki jest Twierdzenie Leviego
o zbieznosci monotonicznej, ktore mowi, ze dla niemalejacego ciagu nieujem-
nych funkcji mierzalnych, catka z jego granicy jest granica catek. Przy czym
zatozenie o monotonicznosci implikuje, ze pojecie granicy jest tu rownowazne
pojeciu supremum.
Twierdzenie 1.1 (Leviego zbiezno$ci monotonicznej). Niech {f, }nen bedzie
ciggiem funkcji mierzalnych na Q. Jezeli 0 < fi(w) < fo(w) < ... < o0 dla
kazdego w € Q, to funkcja sup,cy frn @ Q@ — [0, 400] jest mierzalna oraz

sup [ fpdp = / sup frdpu.
neN JQ Q nelN

DowOD. Dowdd twierdzenia mozna znalezé na przyktad w [16, 1.26]. O
Uwaga 1.2. Dla kazdej nieujemnej funkcji mierzalnej f : Q — [0, +00] ist-
nieje ciag funkcji prostych {f,}nen taki, ze 0 < fi < fo < ... < f oraz
f =sup,en fn = lim,,_ fr. Zatem w $wietle Twierdzenia 1.1 definicje (1.1)
moznaby zastapi¢ wzorem

/ Fdy = lim / xm
Q n—0o0 JO
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1.2 Przestrzenie Banacha i operatory ograni-
czone

Na przestrzeni wektorowej X nad cialem F = R, C mozemy okresli¢ norme,
czyli funkcje || - || : X — [0,00) taka, ze [|z]] = 0 <= z =0, [|[\z| =
Al - [|z|| oraz ||z + y|| < ||z|| + |lyl|, gdzie z,y € X i A € F. Przestrzen
wektorowa wyposazona w norme nazywamy przestrzenig unormowang. Jezeli
przestrzen unormowana jest zupetna, czyli kazdy ciag Cauchy jest zbiezny, to
takg przestrzen nazwiemy przestrzeniq Banacha.

Klasycznymi przyktadami przestrzeni Banacha sa przestrzenie funkcji cat-
kowalnych w p-tej potedze. Niech (€2, 3, 1) bedzie ustalong przestrzenia z miara
oraz niech p € [1, +00). Méwimy, ze funkcja f : Q — F jest calkowalna w p-tej

potedze, gdy
Pd T
([ 117 di)” = 051,

jest wartoscig skonczong. Zbior funkeji catkowalnych w p-tej potedze wraz z
dziatanimi okreslonymi punktowo i funkcja || - ||, jest przestrzenia unormowa-
na, a nawet przestrzeniag Banacha, o ile utozsamimy ze sobg funkcje réwne
sobie p-prawie wszedzie, patrz np. [12], [16]. Rzeczone przestrzenie Banacha
oznaczamy L,(p). Przypomnijmy, ze dwie funkcje f,g : Q@ — RU {400} sa
sobie réwne p-prawie wszedzie jezeli sa sobie réwne poza zbiorem miary zero,
czyli
p{w e Q: f(w) #gw)}) =0.

Jest to relacja rownowaznosci i gdy méwimy o L, (), to tak naprawde mamy
ma mysli przestrzen ilorazowa wzgledem relacji réwnosci u-prawie wszedzie,
a jej elementami sg klasy abstrakcji. Jednak dla uproszczenia jezyka i notacji
bedziemy mowié o przestrzeni funkcji catkowalnych w p-tej potedze L,(u) i
elementy bedziemy nazywaé¢ funkcjami. Nieréwnos¢ trojkata w przestrzeniach
L,(1) nazywana jest nieréwnoscia Minkowskiego. Kojelng nieréwnoscia dla
tych przestrzeni jest Nieréwnosé Holdera.

Twierdzenie 1.3 (Nier6wnosé Holdera). Jezeli p i q sq wykladnikami sprze-
Zonymi (tzn. %—i—% =1,1<p<oo)ifely(n),gec L), tofge Li(p)
oraz

gl <[ f1lp - llgllg-

DowoOb. Patrz [16, 3.8]. O

Wazna podklasa przestrzeni Banacha sg przestrzenie Hilberta. Mianowicie,
przestrzen Hilberta to przestrzen Banacha H wyposazona w iloczyn skalarny,
czyli funkcje (-,-) : H x H — [, ktora jest dodatnio okreslona, liniowa w
pierwszym argumencie i antysymetryczna:

(x,z) >0 i (x,z) >0 dlaz#0,
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(ax + By, 2) = afz, z) + By, 2),

(z,y) = (y, 7),
gdziex,y,z € Hia, 8 € F. Co wiecej, zaktadmy tu, ze norma w tej przestrzeni
jest zadana przez iloczyn skalarny, to znaczy

[zl = /(z, z)

dla dowolnego x € H. Dla dowolnego iloczynu skalarnego powyzszy wzor
zadaje norme oraz zachodzi kluczowa nierownosé Schwartza:

(= o) < llzll - Tl

Podstawowymi przyktadami przestrzeni Hilberta sg przestrzen funkcji catko-
walnych w kwadracie Lo(u) z iloczynem skalarnym zadanym poprzez

(.y) = [ agdu

dla z,y € Ly(p). De facto (niezeorwa) przestrzen L,(u) jest przestrzenig Hil-
berta wtedy i tylko wtedy, gdy p = 2. Nieréwnos¢ Schwartza dla przestrzeni
Lo(p) jest szczegdlnym przypadkiem nieréwnosci Holdera.

Przez operator liniowy miedzy dwiemami ustalonymi przestrzeniami unor-
mowananymi X, Y nad ciatem F rozumiemy odwzorowanie liniowe 7" : X — Y,
tzn. funkcje taka, ze

T(ax + fy) = oT'(x) + ST (y)

dla kazdego z,y € X i o, € F. Méwimy, ze operator liniowy T jest ogra-
niczony jezeli istnieje stala C' > 0, dla ktérej || Tz|| < Cllz|| dla dowolnego
x € X. Najmniejsza z takich statych nazywamy normg operatora, tzn.

|T|| :==inf{C > 0: ||Tz|| < C|jz|| dla kazdego x € X}.

Réwnowaznie, norma operatora 7' wyraza si¢ wzorem ||T'[| = sup, = [|Tz]-
Operator liniowy jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy jest odwzorowa-
niem ciggtym. Operatory liniowe przyjmujace wartosci w ciele skalarow, tzn.
gdy Y =F, nazywamy funkcjonatams.



Rozdziat 2

Twierdzenie Radona-Nikodyma
dla miar sigma skonczonych

W tym rozdziale omoéwimy podstawowa wersje Twierdzenia Radona-Nikodyma
dla miar skonczonych. Przedstawimy trzy niezalezne i catkowicie rézne w swo-
jej istocie dowody tego twierdzenia - dowod klasyczny wykorzystujacy Twier-
dzenie Hahna o rozktadzie miary znakowej, dow6éd Von Neumanna opierajacy
si¢ na Twierdzeniu Riesza o reprezentacji funkcjonatow w przestrzeniach Hil-
berta, oraz dowod Samuelsa bazujacy na pojeciu warunkowej wartosci oczeki-
wanej.

Na koniec pokazemy jak Twierdzenia Radona-Nikodyma dla miar skonczo-
nych uogolnia sie na przypadek, gdy miara dominowana jest dowolna, a miara
dominujaca jest o-skonczona.

2.1 Wprowadzenie

Na przestrzeni mierzalnej (£2, ¥) mozna rozpatrywaé wiele roznych miar. Twier-
dzenie Radona-Nikodyma charakteryzuje pary miar v, u, ktére sa ze soba
zwiazane relacja, ktora symbolicznie mozna zapisaé dv = fodu, gdzie fy jest
pewng funkcja mierzalna, a formalnie zdefiniujemy ja nastepujaco.

Definicja 2.1. Niech v i u beda dowolnymi miarami na przestrzeni mierzalnej
(Q,3). Powiemy, ze miara v ma gestosé, czy tez pochodng Radona-Nikodyma
wzgledem miary p jesli istnieje funkcja mierzalna fy : Q — [0, 400] taka, ze

V(A) = /fo dp,  dla kazdego A € %, (2.1)
A

Piszemy wtedy j—l’: = fo 1 funkcje te nazywamy pochodng Radona-Nikodyma
miary v wzgledem .

Stwierdzenie 2.2. Dla dowolnych dwioch miar v, i na przestrzeni mierzalnej
(Q,%) ¢ dowolnej funkcji mierzalnej fo : Q@ — [0, +00] nastepujgce warunki sq
rownowazne
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1) fo= j—;, tzn. v(A) = [, fodp dla kazdego A € %,

2) kazda funkcja mierzalna f : Q@ — R jest v-calkowalna wtedy i tylko wtedy,
gdy f - fo jest p-catkowalna i jesli to zachodzi, to

| rav=[ f-fodn.

W szczegolnosci, jesli powyzsze rownowazne warunki zachodzg, to odwzorowa-
nie L1(v) 3 f— [ fo € Li(n) jest izometrig liniowg.

DowOD. Dowdd implikacji 2) = 1) jest tatwy; stosujac 2) do funkeji f =14
mamy

V(A):/AdV:/Q]lAdy:/Qfdz/:/ﬂﬂfodu:/ﬂm-fodu:/Afodu.

Implikacje 1) = 2) przeciwng dowiedziemy metoda stopniowej komplikacji.
Zalozmy 1) i niech f : Q) — R bedzie funkcja mierzalna.

(i) Niech f = Y7 ja; - 14, gdzie A = ] A;, A; € X, a; > 0, dlai =
1,2,...,n. Korzystajac z 1) i liniowosci catki mamy

/Qfdu—iilaiu(/li) —iilai/jqfodu—iilai/sl]lAi-fodu
:/Qiz:ai']lm‘fodﬂ:/gf‘fodﬂ-

(i) Jesli f < 0, to w $wietle Uwagi 1.2 mamy f = lim, ., f,, gdzie f, =
S a; - 1y, jest funkcja prosta jak w przypadku (i), oraz ciag {fn.}22,
jest monotonicznie niemalejacy. Jako ze fy > 0, to ciag {f,}5%, jest
rowniez niemalejacy i ffo = lim, .o fufo. Zatem stosujac dwukrotnie
twierdzenie o zbieznosci monotonicznej (Twierdzenie 1.1) oraz (i) mamy

/Qfdv: lim /andy: lim /an.foduz

= [ Jim o fodu= [ £ fodn
Q n—0oo Q

(iii) Jesli f jest dowolna, to f = fT — f~ i wtedy korzystajac dwukrotnie z
(ii) mamy

|gav= [ grav— [ rrav= [ 1*fodn— [ 5~ fodn
= [ £t ho = fod= [ F+ fodu.
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Teraz pokazemy, ze jesli te warunki zachodza, to odwzorowanie Li(v) 3 f +—
f fo € Li(p) jest liniowa izometrig. Z warunku 2) widzimy, ze to odwzoro-
wanie jest poprawnie okreslone. Liniowosé¢ tego odwzorowania jest oczywista.
Przypomnijmy sobie, ze fy jest funkcja nieujemna. Zatem

£ fll = [ 1~ foldu = [ 171 fod = [ |Fldv = |l

czyli to odwzorowanie zachowuje norme. O

Catka dowolnej funkcji po zbiorze o mierze zero zawsze wynosi zero. Za-
tem warunkiem koniecznym istnienia pochodnej Radona-Nikodyma miary v
wzgledem miary v jest absolutna ciggtoscé:

Definicja 2.3. Powiemy, ze miara v jest absolutnie ciggta wzgledem miary p,
co zapisujemy v < u, jezeli dla kazdego A € X

n(A) =0 = v(4) =0,

tzn. miara ¥ ma niemniej zbioré6w miary zero, niz miara .

dv

Whniosek 2.4. Jezeli pochodng Radona-Nikodyma an 1stnieje, to v <K [.

Przyklad 2.5. Niech p bedzie miare Lebesgue’a, a v miarg liczaca na prze-
strzeni mierzalnej (R, B(R)). Jasne jest, ze v & u, bo jedyny zbi6ér v-miary
zero, to zbiér pusty; natomiast p ma wiele zbioréw miary zero (np. kazdy
zbiér przeliczalny albo zbiér Cantora). Zatem nie istnieje pochodna Radona-
Nikodyma v wzgledem .

Przez Twierdzenie Radona-Nikodyma zazwyczaj rozumie sie kazde twier-
dzenie, ktore pokazuje, ze absolutna cigglo$¢ jest nie tylko warunkiem ko-
niecznym, ale tez dostatecznym na istnienie pochodnej Radona-Nikodyma.
Podstawowa wersja takiego twierdzenia, znana kazdemu absolwentowi studiow
matematycznych, sformutowana jest dla miar skonczonych:

Twierdzenie 2.6 (Radona-Nikodyma dla miary skonczonej). Niech p, v be-
dg miarami skoriczonymi na przestrzeni mierzalnej (,%). Jezeli v < p to
istnieje mierzalna funkcja fo: Q — [0, +00) taka, Ze

V(A) = /fo du,  dla A€
A

Ponadto, funkcja fy jest p-catkowalna i jest wyznacznona jednoznacznie -
prawie wszedzie.

Twierdzenie 2.6 méwi tyle, ze w przypadku absolutnie cigglych miar skon-
czonych pochodna Radona-Nikodyma zawsze istnieje, przyjmuje wartosci skon-
czone, jest catkowalna, i jest wyznaczona jednoznacznie jako element Lq(pu),
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czyli p-prawie wszedzie. Zanim przejdziemy do dowodu Twierdzenia 2.6 za-
uwazmy, ze na ogot dla ,patologicznych” miar nieskonczonych absolutna cig-
glod¢ nie jest réwnowazna istnieniu pochodnej Radona-Nikodyma. Pochodna
Radona-Nikodyma moze nie istnie¢, a nawet gdy istnieje, to moze nie by¢
wyznaczona jednoznacznie.

Przykltad 2.7 (Przyklad Saksa). Zamiefimy rolami miary z Przyktadu 2.5.
To znaczy niech p bedzie miara liczaca, a v miara Lebesgue’a na (R, B(R)).
Miara liczaca jest absolutnie ciggla wzgledem kazdej miary. Zatem v < pu.
Jednak pochodna Radona-Nikodyma v wzgledem p nie istnieje. Rzeczywiscie,

jezeli zatozymy istnienie pochodnej Radona-Nikodyma % to dla dowolnego

{z}, gdzie x € R, otrzymamy 0 = v({z}) = [,y j—;du. Zatem Z—Z = 0, ponie-
waz pu({z}) = 1. Ale w konsekwencji otrzymujemy, ze dla dowolnego A € 3
zachodzi v(A) = [,0du = 0, co jest sprzecznoscia, poniewaz v jest miara

Lebesgue’a.

Przyklad 2.8. Niech p bedzie trywialng miara nieskonczong na dowolnej
przestrzeni mierzalnej (2, Y); trywialna w tym sensie, ze u(A) = oo dla kaz-
dego niepustego A € Y. Wtedy dowolna niezerowa funkcja jest pochodng
Radona-Nikodyma p wzgledem v := p. Rzeczywiscie, catka z dowolnej mie-
rzalnej, niezerowej funkcji po zbiorze o mierze nieskonczonej jest rowna oo.
Zatem otrzymujemy oo = oo, czyli réwnos¢ zachodzi w trywialny sposob.

2.2 Trzy dowody dla miar skonczonych

W tym podrozdziale przedstawimy trzy rézne dowody Twierdzenia 2.6. W
szczegblnodel zaktadamy tu, ze v i p sa miarami skonczonymi na (2, %) oraz
v < u. Najpierw pokazemy jednoznacznos¢ pochodnej Radona-Nikodyma.

Niech fo, fo beda funkcjami speliajacymi warunek (2.1). Zauwazmy, ze
{weQ: folw) # folw)} = Hy UH_, gdzie

H, ={weQ: folw) > folw)} oraz H_ = {w € Q: folw) < folw)}.

Stosujac (2.1) mamy
/ fodp =v(Hy) :/ fodﬂ-
Hy Hy

Stad in(fo — fo)du = 0. Ale fo — fo > 0 na H, i catka za funkcji nieujemne;j
wynosi zero wtedy i tylko wtedy, gdy ta funkcja jest réwna zero p-prawie
wszedzie. Stad p(H,) = 0. Analogicznie u(H_) = 0. Zatem fy i fo réznia sie
tylko na zbiorze o u-mierze zero.

Wspomaniane wyzej trzy rézne dowody beda dotyczyty istnienia pochod-
nej Radona-Nikodyma.
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2.2.1 Dowdd klasyczny

Dowdd ten wykorzystuje pojecie miary znakowej (tzn. miary ktéra moze przyj-
mowaé wartosci ujemne) i Twierdzenie Hahna. To twierdzenie mowi, ze dla
kazdej miary znakowej istnieje podzial przestrzeni na dwa roztaczne zbiory
taki, ze na jednym z tych zbioré6w miara przyjmuje wartosci nieujemne, a
na drugim niedodatnie. Dla naszych potrzeb wystarczy rozpatrzeé¢ skonczone
miary znakowe:

Definicja 2.9. Niech (€2, X)) bedzie przestrzenia mierzalna. Miarg znakowg na
(©, %) nazwiemy funkcje p: ¥ — R, ktora jest o-addytywna, tzn.

u( B = 3 u(E)

dla parami roztacznych E, € X..

Twierdzenie 2.10 (Hahna o rozkladzie). Jezeli v jest miarg znakowg na X
o-algebrze podzbioréw przestrzeni Q, to istnieje rozklad Q = AUB, ANB =)
taki, ze dla kazdego E € X zachodzi

WANE)>0iu(BNE)<0.
DowOD. Dowdd twierdzenia mozna znalezé w [16, 6.14]. O

Dowdd istnienia pochodnej Radona-Nikodyma zacznjijmy od oznaczenia
przez F' zbiér wszystkich funkeji mierzalnych f : Q — [0, +00) takich, ze dla
dowolnego E € Y zachodzi

/E fdu < v(E).

Zauwazmy, ze F' jest niepusty, poniewaz f = 0 nalezy do F. Wezmy w takim
razie f1, fo € F' i potézmy

Ei={weQ: filw)> folw)}iEr:={we: fi(w) < fo(w)}
Zatem dla dowolnego E € . zachodzi
[omax{fi, foddu= [ fidpt [ fadp < v(B) + v(Ez) = v(E),
E Ey Es

czyli max{fi, fo} € F.
Wezmy ciag { fu}oey C F taki, ze limy, oo fo fodp = supsep fo fdu. Wtedy

gn ‘= maX{flany .- -afn}

jest nieujemnym ciggiem niemalejacym zbiegajacym do sup s fo fdu. Oznacz-
my g(w) = Jim. gn(w). Z Twierdzenia Leviego o zbieznosci monotonicznej
otrzymujemy, ze dla dowolnego F € ¥ zachodzi

/gd,u: lim /gnd,u <v(E),
E n—oo
B
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poniewaz g, € F. Zatem g € F i supscp [o fdp = [q gdp, czyli g jest elemen-
tem maksymalnym zbioru F'.
Skoro g € F' to

w(E) = (E) ~ [ gy (2.2)

definiuje miare na Y. Pokazujac, ze 1y = 0 otrzymamy teze. Zalézmy nie
wprost, ze vy # 0. Wtedy istnieje € > 0 takie, ze () > eu(Q). W takim
razie vy — ep jest miara znakowa. Korzystajac z Twierdzenia Hahna mamy
rozklad Q = AU B iz (2.2) otrzymujemy

u(E):yO(E)Jr/Egdu>VO(EHA)+/Egdu>
>8u(EﬂA)+/gdu:/€]1A+/gdu:
E E E
= 14)d
/E(g+ a)dpu,

co mozemy zapisa¢ jako

/E(g +1)dp < v(E). (2.3)

Zauwazmy, ze u(A) > 0, bo jezeli u(A) = 0 to z absolutnej ciagtosci v(A) = 0.
Z definicji vy mamy vp(A) < v(A), wiec vy(A) = 0. Wtedy

(v = ep) () = (vo — ep)(A) + (v — ep)(B) = (vo — ep)(B) <0,

czyli vp(2) < ep(f2) co daje nam sprzecznosé z vo(2) > eu(€2). Zatem osta-
tecznie mamy p(A) > 0. Wiedzac to i korzystajac z (2.3) otrzymujemy, ze

/(g—i-]lA) <v(Q) < o0,

czyli (g4 14) € F i zachodzi
sup/ fdp = / gdu < /(ngA)du,
fer JQ Q Q

co jest sprzeczne z faktem, ze g jest elementem maksymalnym F'. Zatem za-
tozenie vy # 0 jest falszywe i vy = 0, czyli dla dowolnego E € ¥ zachodzi

= / gdp.
E

Skoro g jest p-catkowalna, to p-miara zbioru {w € 2 : g(w) = oo} jest réwna
zero i mozemy zdefiniowaé¢ funkcje f : 2 — R nastepujaco

Fw) = {g(w) dla g(w) <

00
0 dla g(w) = 0.
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2.2.2 Dowdd Johna Von Neumanna

Drugi dowdd pochodzi od Johna Von Neumanna. Idea tego dowodu opiera sie
Twierdzeniu Riesz-Frécheta (zwanym tez Twierdzeniem Riesza o reprezentacji
funkcjonatu), ktére méwi, ze dowolny ograniczony funkcjonat liniowy na prze-
strzeni Hilberta da sie przedstawi¢ w postaci iloczynu skalarnego z pewnym
elementem tej przestrzeni:

Twierdzenie 2.11 (Riesz-Fréchet). Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta oraz
T :H — F. OdzwzorowanieT' jest ograniczonym funkcjonatem liniowym wtedy
1 tylko wtedy gdy istnieje doktadnie jeden y € H taki, ze

T(x) = (z,y)
dla kazdego x € H. Ponadto, wtedy ||T|| = ||y||-
DowOD. Dowdd tego twierdzenia mozna znalezé w [3, 3.4]. O

Zastosujemy to twierdzenie do pewnego funkcjonatu na przestrzeni Hilber-
ta H = Lo(p) zwiazanej z miara ¢ : u + v. Mianowicie, rozwazmy funkcjonat
dany wzorem

T(f) ::/Qfdu dla f € La(y).

Korzystajac z nieréwnosci Schwartza, patrz tez Twierdzenie 1.3, dla kazdego
f € La(p) mamy

[ e < [ istav = [ 151 taa < ([ 1) ([ 1) <
1/2
< @) ([ Iffae)

Zatem T jest ograniczonym funkcjonatem liniowym (i f jest v-calkowalna).
Teraz z Twierdzenia 2.11 wynika, ze istnieje g € Lo(p) takie, ze

/fduz/fgdap. (2.4)
Q Q
To réwnanie mozemy zapisaé inaczej
1— g)dv = / dp. 2.5
/Q F(—g)dv= | fodu (2.5)

Zbadamy teraz jak zachowuje si¢ funkcja g. Pot6zmy

N ={we:g(w) <0},
B:={we:gw)>1}.

Dla f =1y z (2.4) mamy [, Indv = [, Ingdep, czyli

/dV:/gdga.
N N
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Lewa strona rownania jest nieujemna, poniewaz v jest miara, a prawa stro-
na jest niedodatnia, poniewaz g przyjmuje wartosci ujemne na N. Ta sytuacja
moze mie¢ miejsce tylko wtedy, gdy obie strony sa réwne zero, czyli v(N) = 0
iu(N)=0.Dla f =15z (2.5) mamy [,15(1 — g)dv = [, 1ggdu, czyli

/B(l —g)dv = /Bgdu.

Na zbiorze B funkcja g przyjmuje wartosci wieksze niz 1, wiec lewa strona
rOwnania jest niedodatnia, a prawa jest nieujemna. Ta sytuacja moze miec
miejsce tylko wtedy, gdy obie strony sa rowne zero. Z prawej strony mamy
calke po zbiorze B z funkcji g (przyjmujacej wartosci wieksze od 1 na B),
ktéra jest réwna zero, wiec u(B) = 0. Z absolutnej ciaglosci v wzgledem p
mamy v(B) = 0. Z powyzszych rozwazan wynika, ze zbiory N i B sa miary
zero wzgledem miary ¢. Zatem mozemy zatozy¢, ze funkcja g przyjmuje na
nich wartosci 0 i 1 odpowiednio.

Teraz rozpatrzmy zbiory

G:={we:0<gw) <1},
S ={we:gw) =1},
ktére tworza rozbicie 2. Niech f = 1¢ i podstawiajac to do (2.5) otrzymujemy

/Q]ls(l—g)dV:/Q]ngdu = /S(l—l)dV:/Sdu < 0=pu(9),

co w polaczeniu z absolutng ciagtoécia tych miar daje nam, ze v(S) = 0. W
konsekwencji oznacza to, ze zbiér G jest zbiorem pelnej miary, tzn. u(G) =
w1(2). Oznaczajac

1
Gn::{weQ:O<w<1—g}

mozemy napisaé, ze G = U;~; G,,. Dla ustalonego n € Ni E € ¥ niech
=1,

Jest to funkcja nieujemna i ograniczona z géry przez n (mianownik jest wigkszy

od %) Ciag {fn}>2, jest niemalejacym ciagiem funkcji mierzalnych i

lg.nE
fn =

. o 1gne(w)  lgne(w)
M) = B T @) T - g(e)

=: f(w).

Na mocy Twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej f jest mierzalna,
catka z f,, zbiega do calki z f i na mocy (2.5) mamy

1 1
al—g al—g
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Ostatecznie otrzymujemy, ze funkcja ﬁ jest ta szukang funkcja spelniajaca
teze.

2.2.3 Dowdd Samuelsa

Trzeci dowdd autorstwa S. M. Samuelsa pochodzi z artykutu [17] opubliko-
wanego w 1978 roku. Artykul ten mial pokaza¢, ze Twierdzenie Radona-
Nikodyma jest fundamentem wspoétczesnej teorii prawdopodobienstwa. W tym
celu autor wykorzystuje przeliczalng warunkowsg warto$¢ oczekiwang, ktora
pozwala udowodni¢ Twierdzenie Radona-Nikodyma. Jest to bardzo zaskaku-
jacy wynik, poniewaz zazwyczaj pokazuje sie, ze z tego Twierdzenia wynika
istnienie warunkowej wartosci oczekiwanej, a tu mamy sytuacje odwrotna.
Niech X : Q — R bedzie catkowalna zmienna losowa (tzn. catkowalna funk-
cja mierzalna) na przestrzeni probabilistycznej (2, F, P) (tzn. (Q, F, P) jest
przestrzenia z miara i P(2) = 1). Niech Y : Q — R bedzie dyskretna zmienna
losowa, czyli Y(Q) = {y1, 92, ...} jest zbiorem przeliczalnym. Zatézmy, ze dla

A=Y y)eF i=12,...

mamy P(A;) > 012, A; = Q.
Mozemy zdefiniowaé¢ rowniez prawdopodobienstwo warunkowe w nastepu-
jacy sposob: prawdopodobienstwem zdarzenia A pod warunkiem B nazwiemy

liczbe
P(ANB)

P(A|B) := P
gdzie A, B € Q oraz P(B) > 0.

Definicja 2.12. Warunkowq wartoscig oczekiwang (WWQO) zmiennej losowej
X pod warunkiem Y = y; nazywamy liczbe

1
EXY:i:/XM%Y:i:———/XMZ
(XY =) = [ XAPCY =) = 5o [
WWO zmiennej X pod warunkiem Y nazywamy zmienna losowa
EXY (w)) = E(X]Y =y;) gdy Y(w)=uy
tzn. BE(X|Y) ==Y, %IAZ- XdP - 14,.

Uwaga 2.13. Warunkowa warto$¢ oczekiwana F(X|Y') zalezy tylko od X i od
rozbicia {4,}5°,, ktére mozemy odtworzy¢ z o-algebry o({4;}2,) = o(Y) =:
G generowanej przez to rozbicie. Zatem mozemy pisac

E(X|Y) = B(X|G).

Ponadto, warunkowa wartos¢ E(X|G) jest wyznaczona P-prawie wszedzie
przez warunki:
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1) E(X|G) jest G-mierzalna,
2) dla dowolnego A € G zachodzi [, E(X|G)dP = [, X du, poniewaz

XdP - 1,4,dP = /XP-]l.
/A;P(Ai) /A dF-1ad ZP(AZ-) 4, 24P Lana

=1
_ XdP = / XdP.
>, ,

:A;CA

Dla dowolnej o-podalgebry G C F |, niekoniecznie generowanej przez przeli-
czalne rozbicie, powyzsze warunki stuzg za definicje WWO, patrz Definicja
4.1 ponizej. Co wiecej korzystajac z Twierdzenia 2.6 moglibysmy teraz poka-
zaé, ze tak zdefiniowana WWO zawsze istnieje zawsze, patrz Twierdzenie 4.3
ponizej. My jednak w tym podrozdziale pokazemy na odwrot, ze przeliczalna
WWO pozwala udowodni¢ Twierdzenie 2.6.

Chcemy pokazaé, ze jezeli mamy dwie miary skoniczone v, 1 na przestrzeni
mierzalnej (€2, %) i ¥ < u to istnieje nieujemna, mierzalna funkcja fy taka, ze
dla dowolonego A € ¥ zachodzi v(A) = [, fodu. Zauwazmy, ze skoro v <
to dla dowolnego ¢t € R funkcja v — tu jest miarg znakowa. Zastosujmy do niej
Twierdzenie 2.10, czyli otrzymujemy zbiér A; € ¥ taki, ze dla G € X

GCA = u@) > tv(G) (2.6)
G C A = u(G) <tv(Q). '
Bedziemy rozpatrywaé tylko ¢ = 2%, dla k,n = 0,1,2,..., zeby mie¢ przeli-

czalny zbiér wskaznikéw. Zatézmy, ze Ay := Q. Dla r > s korzystajac z (2.6)
mamy

W < p(Ar\ Ag) <

V(A \ Ay)
r
i otrzymujemy pu(A, \ As) = v(A, \ As) = 0. W rezultacie mozemy zatozy¢,
ze rodzina {A;}; jest nierosnaca, tzn. r > s =— A, C A,. Dodatkowo
biorac G := NyA; mamy u(G) > tv(G) dla dowolnego t € R, ale v jest miara
skoniczona, wiec u(MyA;) = 0.
Teraz dla kazdego n € N potézmy

Gn = {Gn = AQL\A@ tk=0,1,2,...}.
1o omn
Zauwazmy, ze jest to przeliczalne rozbicie ) i rozwazmy nastepujace przeli-

czalne WWO

BiGa) = 3 :Egz’;; e

Poréwnujac to z Definicja 2.12 mozemy zauwazy¢, ze 1 odpowiada P, a v(A)
odpowiada [, XdP. Korzystajac z (2.6) otrzymujemy, ze
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s ACAL = v(4A)> 2= 1(A),

o AC AL, = v(A) < EfLu(A),

on

© ACGu=Ag\ A = Euld) <v(A) < 5u(A),

czyli dla kazdego A € ¥ mamy

k V(G NA) k41
A) < <
g STE T ) S T

Zatem na (G, zachodzi

E+1

k
— < E(v|G,) < 5

2n

Jako, ze podziaty {GG, }>° | sa coraz drobniejsze, to E(v|G,,) zbiega do funkcji
mierzalnej E(v|u) =: fo. Teraz musimy tylko pokazaé, ze

1) dla dowolnego A € ¥ [, E(v|G,)dp — [4 fodu,
2) dla dowolnego A € ¥ [, E(v|G,)du — v(A).
Wezmy
E n)dp — dp| < E n)| d
[ E1G.)dp /fo ol < [1E@IG) d
1
= Z/ E(v|G,) — foldu < 27M(A) — 0,

n—oo

czyli otrzymalismy 1). Teraz pokazemy, ze

[ E01G.)an - ()] =

EW|G,)dp —v(ANGue)| =

& ANGpk
V(Gok) V(AN Gu)
Gup) — ——————u(ANG,
2 Gy ) = AR G AN )
V(Gnk) V(A N Gnk)
< — -u(ANG,
; ,U(Gnk) ;L(Aﬂ Gnk) M( k)
1 1
<> 27#(14 NGux) = 27#(14) —0,
k

czyli zachodzi 2). Ostatecznie otrzymalismy, ze ciag funkcji mierzalnych E(v|G,,)
zbiega do dwoch wartosci, czyli one muszg by¢ sobie réwne, tzn. dla dowolnego

A € ¥ zachodzi
= / Jodp.
A
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2.3 Twierdzenie Radona-Nikodym dla miar o-
skonczonych

Wiemy juz, ze twierdzenie Radona-Nikodyma zachodzi dla miar skonczonych.
Teraz udowodnimy, ze twierdzenie to zachodzi rowniez w przypadku, gdy mia-
ra dominujaca jest o-skonczona, a miara dominowana moze by¢ dowolna. Za-
czniemy od prostszego i powszechnie znanego wariantu Twierdzenia Radona-
Nikodyma dla przypadku, gdy obie miary sg o-skonczone.

Jedyna réznica miedzy teza ponizszego twierdzenia i teza Twierdzenia 2.6
(dla miar skoriczonych) jest taka, ze pochodna Radona—leodyma Q-
R* = [0, 00) nie musi by¢ funkcja catkowalng. Oczywistym jest, ze funkqa ta
bedzie catkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy miara v jest skonczona.

Twierdzenie 2.14 (Radona-Nikodyma dla miar o-skoniczonych). Niech (2, %)
bedzie przestrzeniq mierzalng, © niech p, v bedg o-skonczonymi miaramai. Jezeli
v < u to istnieje X-mierzalna funkcja fo : Q@ — Rt =[0,00) taka, ze

A):/fodu, dla A€y,
A

Funkcja fy jest wyznaczona p-prawie wszedzie.

DowoD. Z o- skoﬁczonoéci miar wynika, ze istnieja dwa mierzalne rozktady
przeliczalne Q = |_| Ql = |_| 02, dla ktorych pu(9)) < oo, v(Q2) < o0, n € N.

Wtedy {Q N Qm}n m>1 Jest przehczalnym rozbiciem {2 na zbiory dla ktérych
obie miary p i v sa skonczone. Zatem istnieje rozbicie {Q2,}5°, C ¥ prze-
strzeni 2 takie, ze v(£2,), u(2,) < oo dla n € N. Dla kazdego n € N rodzina
{BNQ, : B € X} jest o-algebra na (2, na ktérej miary p,v sa skonczone.
Zatem z Twierdzenia Radona-Nikodyma dla miar skoriczonych (Twierdzenie
2.6) istnieja funkcje f, : 2, — RT wyznaczone p-prawie wszedzie, dla ktérych

m:/ﬁ@,AegAgm.
A
Teraz zdefiniujemy fo(w) := fu(w), gdy w € Q,,n > 1. Funkcja ta jest do-
brze okreslona i Y-mierzalna. Mozna ja opisa¢ wzorem fo = > 074 [, - Lo, -

Korzystajac z Twierdzenia 1.1 i z definicji funkcji fy dla dowolnego A € ¥
otrzymujemy

V(A):V(GAHQ i (ANQ,)

n=1 =
"=lang, n=13

-/ (i fnﬂﬂn> di= [ fodp
n=1 A

A
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Jezeli f§ jest inna funkcja mierzalng spelniaja teze twierdzenia, to dla kazdego
n € N, funkcje f{j i fy sa sobie réwne p-prawie wszedzie na €2,,. Jako ze zbioréw
(2, jest przeliczalna ilos¢ to fi i fy sa sobie réwne p-prawie wszedzie na calej
przestrzeni €

p{w € Q: folw) # fo(w)}) = iu({w € Qy: fo(w) # fo(w)}) = 0.

]

Teraz przejdziemy do ogdlniejszego Twierdzenia Radona-Nikodyma, w kto-
rym miara v moze by¢ dowolna. Ta wersja nie jest juz tak dobrze znana. W
ksigzce Halmosa jest wymieniona jako ¢wiczenie, patrz [7, VI.31(7)]. Poniz-
szy dowod oparty jest o rozumowanie przedstawione w ksiazce Rao [13, 5.4.1]
(gdzie jest rozpatrywany przypadek, gdy u jest miara skonczona). Nowym ele-
mentem w przypadku, gdy v jest dowolng miara, jest to ze musimy dopusci¢
pochodna Radona-Nikodyma Z—Z : Q — Rt =0, 00| przyjmujaca warto$é oco.

Twierdzenie 2.15 (Radona-Nikodyma dla dowolnej miary absolutnie ciagtej
wzgledem miary o-skorniczonej). Niech p, v bedg miarami na przestrzeni mie-
rzalnej (2, X)), gdzie v jest dowolna, a p o-skoniczona. Jezeli v < p to istnieje
Y-mierzalna funkcja fo: ) — R" taka, ze

V(A) = /fo du, dlaAex.
A

Funkcja fo jest wyznaczona jednoznacznie p-prawie wszedzie. Ponadto funkcja
fo jest p-prawie wszedzie skonczona na zbiorach, na ktorych miara v jest o-
skonczona.

DowOD. Zaltézmy najpierw, ze p jest skoniczona, tzn. pu(2) < oco. Niech

Y, ={Ae¥:AC UAn, A, e X v(A,) < oo}

n=1

bedzie rodzina zbioréw o v-mierze o-skonczonej. Jasne jest, ze X, jest o-
pierdcieniem. Zauwazmy, ze supremum « := SUpP ¢y, u(A) jest skonczone,
bo a < wu(2) < oo, i realizuje sie dla pewnego Ay € X,. Rzeczywiscie,
dla dowolnego ciagu {A4,}5°, C 3, takiego, ze lim, .. p(A,) = a mamy
Ay = U Ay € X, oraz pu(Ap) = a. Twierdzimy, ze na dopelnieniu Aj
zbioru A miara v jest trywialna, tzn. przyjmuje tylko wartosci 0 lub oco.

Rzeczywiscie, zal6zmy nie wprost, ze istnieje B € X taki, ze B C Aj, oraz
0 < v(B) < 0o. Wtedy B € %, z definicji X2, a zatem BU Ag € X,,. Ponadto,
skoro v < p, to pu(B) > 0. Prowadzi do sprzecznosci

a < u(Ag) + u(B) = u(AgU B) < . (2.8)
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Zatem dla kazdego B € X zawartego w A{ mamy v(B) € {0,00}. Ponadto,
jesli v(B) = 0, to u(B) = 0. Rzeczywiscie, gdyby v(B) = 01 u(B) > 0, to
B e ¥, skad Ay U B € %, co prowadzi do sprzecznosci (2.8). Reasumujac,
miara v na Aj jest trywialna i jest rownowazna mierze p, tzn. dla B € ¥
zawartego w Aj mamy

v(B)=0 <= u(B)=0.

Miara v obcigta do przestrzeni mierzalnej (Ao, X(Ao)), gdzie £(A4y) := {4 €
¥ A C Ay}, jest o-skonczona. Oczywiscie miara p obcieta do 3(Ag) pozostaje
skonczona. Zatem na mocy Twierdzenia 2.14 istnieje funkcja mierzalna fy :
Ay — RY, wyznaczona jednoznacznie u-prawie wszedzie, taka ze

V(A) = / fodu, dla A€ X(A).
A

Przedtuzmy fy na Q2 ktadac fyl Ay = oo. Wtedy dla B € X zawartego w Aj
mamy

Stad dla dowolnego B € ¥ mamy
/ fodu:/ fod,u+/ fodu=v(BNAy) +v(BnNA,) =v(B).
B BNA BNA)

Zatem pozostaje jedynie pokazaé, ze fy jest wyznaczone jednoznacznie -
prawie wszedzie na zbiorze Ajf, tzn. ze jezeli f) : Ay — [0,400] jest funkcja
mierzalng taka, ze v(B) = [ f{ dpu dla kazdego B € &, B C Ay, to f} = +o0
p-prawie wszedzie. Zatézmy nie wprost, ze istnieje mierzalny zbior B C Aj
taki, ze u(B) > 0 oraz f} < oo na B. Polézmy, B, := {w € B : f{(w) < n}.
Wtedy {B,}y, C A} oraz B, /' B, skad lim,, .. u(B,) = u(B) > 0. Zatem
dla dostecznie duzych n mamy u(B,) > 0, co implikuje, ze v(B,) = oo. To
prowadzi do nastepujacej sprzecznosci

oo =v(B,) = /B fodu < nu(B,) < oo.

To konczy dowoéd w przypadku, gdy miara p jest skonczona.

Jesli p jest o-skonczona i {2,}52, C ¥ jest rozbiciem przestrzeni €2 na
zbiory o p-mierze skonczonej, to mozemy zastosowaé udowodniona juz teze
twierdzenia do miar skoniczonych v i p obcietych do zbioru €2, (poréwnaj
dowdd Twierdzenia 2.14). W ten sposob otrzymujemy funkcje f, : €, — R
wyznaczone p-prawie wszedzie, dla ktoérych

v(A) = [ fudu, AT, ACQ,
A
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oraz f, jest u-prawie wszedzie skoniczona na zbiorach, na ktérych miara v jest
o-skonczona. Ktadac fo = Y07, fn - 1o, otrzymujemy poprawnie okreslona
funkcje Y-mierzalna, ktéra jest p-prawie wszedzie skonczona na zbiorach, na
ktorych miara v jest o-skonczona. Ponadto dla dowolnego A € ¥ mamy

v(A) = i v(ANQ,) = i / fndp = / <§: fnjlﬂn> dp = /fodﬂ-
n=1 n=140q, a4 \n=l 4

W szczegdlnodcei, z powyzszych rozwazan wynika, ze funkcja fy jest wyznaczo-
na p-jednoznacznie (poréwnaj dowoéd Twierdzenia 2.14). O



Rozdziat 3

Ogoblne Twierdzenie
Radona-Nikodyma i miary
lokalizowalne

3.1 Quasi-pochodna Radona-Nikodyma

Definicja 3.1. Quasi-funkcjg na przestrzeni z miara (£, X, u) nazywamy ro-
dzing funkcji {fa}aex, indeksowana przez o-pierscien zbiorow o mierze o-
skoniczonej ¥, = {A € ¥ : A =U2, Ay, u(A4,) < oo} taka, ze dla kazdych
A BeX,

(1) fa jest funkcja mierzalna znikajaca p-prawie wszedzie poza zbiorem A,
(2) funkcje f4 i fp rownaja sie sobie u-prawie wszedzie na AN B.

Powiemy, ze quasi-funkcja {fa}acx, jest nieujemna, jezeli f4 > 0 p-prawie
wszedzie, dla dowolnego A € ¥,

Uwaga 3.2. Quasi-funkcje moznaby zdefiniowa¢ jako rodziny {fa}aecz, in-
deksowane wzgledem o-pierécieniem zbioréw o mierze skoficzonej F,, := {A €
¥ u(A) < oo}. Jednakze kazda taka rodzine spelaniajaca warunki (1) i
(2) w powyzszej definicji mozna rozszerzy¢ do quasi-funkcji {fa}aes,. Mia-
nowicie, dla kazdego zbioru A € X, o mierze nieskonczonej, mozna ustali¢
clag {An}re, C F, taki, ze A = U;2; A, 1 potozy¢ fa(w) = fa,(w), jesh
w € A, \ {21 Ay oraz fa = 0 poza A.

Twierdzenie 3.3 (Ogélne Twierdzenie Radona-Nikodyma). Dla dowolnych
miar v, i na tej samej przestrzeni mierzalnej (2,X), jesli v < u, to istnieje
quasi-funkcja { fa} aes, taka, Ze

V(A):/AfAd,u, Aey,. (3.1)

23
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Quasi-funkcja {fA}Aeg# jest mieujemna i wyznaczona jednoznacznie [L-prawie
wszedzie, tzn. dla innej takiej quasi-funkcgi, {ga} aes, mamy ga = fa p-prawie
wszedzie, dla kazdego A € ¥,,.

Dowo6p. Dla kazdego A € ¥, mozemy zastosowaé Twierdzenie 2.15 do miar
v i pu obcietych do o-algebry 3(A) :={AN B : B € ¥} na A. Wtedy istnieje
nieujemna 3(A)-mierzalna funkcja f4 taka, ze v(C) = [ fadp dla kazdego
mierzalnego C' C A. Ponadto funkcja fa z tymi wlasno$ciami jest wyznaczona
jednozancznie p-prawie wszedzie na A. Ktadac f4 = 0 poza A otrzymujemy
nieujemna funkcje X-mierzalng na Q speliajaca v(A) = [, fa du. Zatem tak
skonstruowana rodzina { f4}aes, spelnia warunek (1) definicji. Ponadto, jesli
A, B € ¥, to dla wolnego mierzalnego C' C AN B mamy

v(C) = [ fadp= [ fodu= [ fansdp

Zatem ze wczesniej wspomnianej jednoznacznosci funkeji f4, otrzymujemy, ze
fai fp rownaja si¢ y-prawie wszedzie na AN B funkcji fanpg. Stad {fa}aes,

jest zadana quasi-funkcja. O]
Definicja 3.4. Quasi-funkcje {fa}aes, z Twierdzenia 3.3 bedziemy oznaczac
j—; i nazywaé quasi-pochodng Radona-Nikodyma miary v wzgledem .

W Swietle powzszych rozwazan naturalnym staja sie dwa pytania. Po
pierwsze kiedy quasi-funkcje {fa}aes, da si¢ sklei¢ do funkcji mierzalnej. To
Znaczy,

(1) Kiedy istnieje funkcja mierzalna f :  — R taka, ze dla
kazdego A € X, funkcje f i f4 réwnaja sie¢ sobie p-prawie wszedzie
na A?

Po drugie, jesli taka funkcja f juz istnieje, to kiedy wzér (3.1) da sie rozciagnac
na wszystkie zbiory z ¥ (niekoniecznie o p-mierze o-skonczonej). To znaczy

(2) Kiedy funkcja f opisana w (1) jest pochodna Radona-Nikodyma
miary v wzgledem p?

W trywialny sposob taka funkcja f istnieje i jest pochodna Radona-Nikodyma,
jesli p jest miarg o-skonczona, bo wtedy Q2 € ¥, i mozna wzig¢ f = fo. W
ogblnym przypadku Segal [18] i Zaneen [20] odpowiedzieli na te pytania odpo-
wiednio: lokalizowalnos¢ oraz semi-skonczonosé. Ponizej dogtebnie omoéwimy
te pojecia.

3.2 Miary semiskonczone

Definicja 3.5. Niech p i v beda miarami na przestrzeni mierzalnej (€2,3).
Powiemy, ze miara v jest p-semi-skorniczona (lub semi-skoriczona wzgledem 1),
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jezeli dla kazdego A € X o niezerowej v-mierze istnieje mierzalny podzbioér
B C A o niezerowej v-mierze oraz p-mierze skoriczonej, tzn.
Y

0<v(A) = 0<wv(B)oraz u(B) < oo dla pewnego B C A.
Powiemy, ze miara p jest semi-skonczona jezeli jest p-semi-skonczona, tzn.
0<u(A) = 0< u(B) < oo dla pewnego B C A.

Przyktad 3.6. Jesli p jest o-skoniczona, to kazda miara v (okreslona na tej
samej przestrzeni co p) jest p-semi-skoniczona. Rzeczywiscie, jezeli 0 < v(A),
to zapisujac A = U2, A, gdzie p(A,) < oo, n € N, i korzystajac z ciagtosci
miary mamy v(A) = limy_ v(U)_, A,). Zatem dla dostatecznie duzego N

N

v @1 An> >0 oraz (,Q An> <Y p(Ay) < o,

n=1

czyli warunek z definicji zachodzi dla B = JY_; A,,. W szczegdlnodci kazda
miara o-skonczona jest semi-skonczona.

Przyklad 3.7. Miara liczaca p jest zawsze semi-skonczona, ale nie jest o-
skonczona jesli jest okreslona na przestrzeni nieprzeliczalnej. Co wiecej na
og6! nie kazda miara jest p-semi-skonczona. Rzeczywiscie, rozwazmy miary
z Przyktadu 2.7 (Przyklad Saksa). To znaczy niech p i v beda okreslona na
(R, B(R)) i niech v bedzie miara Lebesgue’a. Wtedy warunek p(B) < oo dla
miary liczacej oznacza, ze zbior B jest skonczony, co dla miary Lebesgue’a
implikuje, ze v(B) = 0. Zatem v nie jest p-semi-skonczona.

Stwierdzenie 3.8. Niech (2, %) przestrzen mierzalna, F C X rodzina za-
mknieta na podzbiory i skonczone sumy, tzn. B C A € F = B € F oraz
ABeF = AUB e F. Jesliv : F — [0,00| jest o-addytywng funkcjq
zbioru takg, ze v(0) =0, to wzdr

v(A) =sup{v(B): BC A, B € F}

definiuje miare na (2, X)) bedgcq przedtuzeniem v. Miara ta jest semi-skonczona
jesli funkcja v przyjmuje wartosci skonczone.

DowoOD. Jasne jest, ze 7(()) = 0. Niech {A,,}°°, C ¥ bedzie ciagiem zbioréw
prami roztacznych. Niech B C |72, A,, oraz B € F. Kladac B, := A, N B C
A, otrzymujemy ciag {B,}:>, parami roztacznych zbioréw z F (bo F jest
zamknieta na podzbiory i B € F). Zatem korzystajac z o-addytywnosci v
mamy v(B) = v(L2, Bn) = Y02, v(By) < Y02, 7(A,). Stad

n=

7( |i|1 Ap) < f:v(An).

n=1
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Zauwazmy, ze dla sum skonczonych w tej nierownosci mamy réwnosé. Rzeczy-
wiscie, jesli B, C A, oraz B, € F,dlan=1,...,N,to B :=|"_, B, € F (bo
F jest zamknieta na skoficzone sumy). Skoro v jest addytywnai B C U)_| A,,
to quzvzl v(By) = v( 711\[:1 B,) =v(B) < y(Usz:I Ay). Stad

Z:lv(An) <7( |j|1 Ay).

W $wietle poprzedniej nieréwnosci (ktéra dowiedlismy dla ciagdéw nieskonczo-
nych, ale ktora zachodzi tym bardziej dla ciagéw skonczonych) mamy wiec
SN p(A,) =LY, A,). Korzystajac dodatkowo z monotonicznoéci 7 (kté-
ra wynika wprost z definicji 7) otrzymujemy

> o) =w(] 4) <o 40

Przechodzac z N do granicy dostajemy > o>, 7(A,) < (L2, 4,). Konczy to
dowdd o-addytywnosci 7.

Jesli A € F to 7(A) = v(A), gdzie nieréwnosé¢ 7(A) < v(A) wynika z
monotonicznosci v, a nieréwnos¢ przeciwna wynika wprost z definicji 7. Zatem
U|lF = v. Jasne jest, ze U jest semi-skonczona, jesli v : F — [0, 00) przyjmuje

wytacznie wartosci skonczone O

Whniosek 3.9. Niech p i v bedg miarami na przestrzeni mierzalnej (Q,%).
Wtedy wzor
7(A) =sup{v(B) : BC A, u(B) < oo}

definiuje miare na (2, Y), ktdora jest p-semi-skonczona. Ponadto, v =7 wtedy
i tylko wtedy, gdy v jest p-semi-skonczona. Ogolnie 7 < v a réowno$é zawsze
zachodzi na zbiorach o p-mierze o-skonczoney.

DoOwOD. Ze Stwierdzenia 3.8 zastosowanego do pierécienia F, := {B € ¥ :
pu(B) < oo} zbior6w o p-mierze skonczonej, otrzymujemy, ze U jest miara.
Pozostala tresé tezy tatwo wynika z definicji . O]

3.3 Suprema mierzalne dowolnych rodzin zbio-
réow i funkcji
Definicja 3.10. Niech (£2,%, u) bedzie przestrzenia z miarg. Powiemy, ze
rodzina A C X ma mierzalne supremum, jezeli istnieje Ag € X takie, ze
(1) p(A\ Ap) =0 dla kazdego A € A,

(2) dla kazdego B € 3 speiajacego (1) tzn. takiego, ze pu(A\ B) = 0 dla
kazdego A € A, zachodzi u(Ap \ B) = 0.
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Bedziemy wtedy pisa¢ sup A := Ay lub u-sup A = A,.

Uwaga 3.11. Jezeli By € ¥ inny zbiér spetaniajacy warunki (1), (2) powyz-
szej definicji, to

(Ao N Bo) = p(Ag \ Bo) + p1(Bo \ Ag) = 0.

Czyli supremum mierzalne Ay, o ile istnieje, jest wyznaczone jednoznacznie z
doktadnoscia do zbiorow miary zero.

Przyktad 3.12. Jedli wszystkie podzbiory € sa mierzalne, tzn. ¥ = 29, to
kazda rodzina A C ¥ ma mierzalne supremum oraz

supA:= (] A

AcA

Jezeli dodatkowo p nie posiada niepustych zbioréw miary zero (na przyktad,
gdy p jest miara liczaca), to supremum mierzalne jest wyznacznone jedno-
znacznie, czyli jest tozsame z suma.

Przyktad 3.13. Kazda rodzina przeliczalna A = {4,}°, C ¥ posiada su-
premum mierzalne oraz sup A := 72 A,.

Przyktad 3.14. Niech (9, X, 1) bedzie przestrzenia z miara liczaca okre$lona
na o-algebrze zbioréw (ko)-przeliczalnych, tzn.

¥ :={A CQ: A przeliczalny lub Q\ A przeliczalny}.

Miara liczaca nie posiada niepustych zbioréw miary zero, wiec o ile supremum
mierzalne istnieje, to musi by¢ tozsame z [Jqec g 4, patrz Przyktad 3.12. Za-
tem rodzina A bedzie mialg supremum mierzalne wtedy i tylko wtedy gdy
Usaeca A € X, czyli gdy suma e q A jest zbiorem przeliczalnym lub koprzeli-
czalnym.

Nastepny lemat warto poréwnac ze Stwierdzeniem 3.8, gdzie rodziny zbio-
row zamknietych na podzbiory i skonczone sumy petnia wazna role w kon-
strukcji miar.

Lemat 3.15. Niech (0,3, ) przestrzen z miarg. Dla dowolnej rodziny A C X,

C =

A={JA: X324, CB. € Ak=1,..,necN}

k=1

jest nagmniejszq rodzing zbioréw mierzalnych zawierajgcq A i zamknietq na
podzbiory i skonczone sumy. Ponadto

sup A = sup A

o ile, ktores mierzalne supremum istnieje.
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DowOD. Pierwsza czesé tezy jest oczywista. Zal6zmy, ze sup A € ¥ istnieje.
Wtedy dla kazdego Up_; Ax € A mamy

M(LnJ Ap \sup A) < Zi:u(Ak\supA) =0

k=1

Poza tym jesli zbiér B ma réwniez powyzsza wlasnosé, to tym bardziej (A \
B) =0dla A € A, skad p(sup.A\ B) = 0 (poniewaz sup.A jest supremum
mierzalnym rodziny A). Zatem sup A istnieje i sup A = sup A. Dowdd przy
zalozeniu, ze sup A istnieje przebiega analogicznie. O

Definicja 3.16. Powiemy, Ze rodzina { f, }aes funkcji mierzalnych f, : @ — R
na przestrzeni z miara (€2, %, u) posiada supremum mierzalne jezeli istnieje
funkcja mierzalna ¢ : Q — R taka, ze dla o € I zachodzi g > f, p-prawie
wszedzie oraz jezeli g jest druga taka funkcja, to g > g u-prawie wszedzie.

Funkcja g z powyzszymi wlasnosciami (o ile istnieje) jest wyznaczona jed-
nocznanie p-prawie wszedzie, bedziemy nazywac ja supremum mierzalnym ro-
dziny {fs}aer 1 bedziemy je oznaczaé sup,c; fo lub p-supye; fa-

Twierdzenie 3.17. Dla dowolnej przestrzeni z miarg (€, 3, u) nastepujgce
warunki sq rownowazne:

(1) kazda rodzina zbioréw A C X posiada supremum mierzalne sup A € ¥

(2) kazda rodzina { fo}aer funkcji mierzalnych posiada supremum mierzalne
SUDer Ja-

DowOD. (2)=(1). Niech A C 3 bedzie dowolna rodzina. WeZmy rodzine
{14} aca funkcji mierzalnych (bo funkcja charakterystyczna zbioru mierzalne-
go jest funkcja mierzalna). Zatem istnieje mierzalna funkcja sup o 414 =: f4a
bedaca supremum mierzalnym tej rodziny funkcji. W takim razie na zbio-
rach miary niezerowej f4 moze przyjmowaé tylko wartosci 0 lub 1. Zbiér
S = {w € Q: fa(w) = 1} jest mierzalny, bo funkcja f4 mierzalna, oraz
dla dowolnego A € A zachodzi

fala=14

p-prawie wszedzie. W konsekwencji pu(A \ S) = 0. Zatozmy, ze B € ¥ jest
innym zbiorem takim, ze dla dowolnego A € A zachodzi u(A\ B) = 0. Wtedy
1p > 14 p-prawie wszedzie. Ale funkcja f4 jest supremum mierzalnym ro-
dziny funkcji {14} aec4, wiec musi zachodzi¢ 15 > f4 p-prawie wszedzie, co
implikuje, ze (S \ B) = 0. Ostatecznie zbiér S jest supremum mierzalnym
dowolnej rodziny A C X.

(1)==(2). Niech A,, == {w € Q: fo(w) > r}, gziea € [ ir € Q. Z
(1), dla kazdego r € Q istnieje supremum istotne B, € ¥ rodziny {Aa, }acr-
Zauwazmy, ze dla r < s zachodzi u(Bs \ B,) = 0 (czyli ,Bs C B, p-prawie
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wszedzie”). Jezeli O := Ugsss, Bs, to C, € Y oraz dlar < s zachodzi C; 2 C,
(bez ,u-prawie wszedzie”). Zdefiniujmy g,(w) :=r, gdy w € C,., oraz g,(w) :=
—oo w przeciwnym przypadku. Wtedy funkcja

g(w) :=sup{g,(w) : r € Q}

jest mierzalna jako supremum przeliczalnej ilosci funkcji mierzalnych. Musimy
pokazac, ze g > f, prawie wszedzie dla dowolnego o € I. Czyli dla ustalonego
a € I potrzebujemy pokazaé, ze zbior G := {w € Q : g(w) < fo(w)} ma miare
zero. Jedli g(w) < fu(w), to istnieje 7, s € Q takie, ze g(w) <7 < s < fo(w).

W tej sytuacji w € Anps 1w ¢ C,, co oznacza, ze w € Urseq Aas \ Cr. Dla
r<s

r < s mamy C, O B,. Stad
Gg U Aa,s\or g U Aa,s\Bs'

r,s€EQ s€Q

r<s
Skoro Bj jest supremum istotnym {A,s}taer, to p(Aas \ Bs) = 0. Zatem
1(G) =0, bo G zawiera si¢ w przeliczalnej sumie zbioréw A, s \ B, o mierze
zero. Stad g > f, p-prawie wszedzie dla dowolnego o € 1.

Niech g mierzalna funkcja g taka, ze dla @ € I zachodzi g > f, prawie
wszedzie. Potrzebujemy pokazaé, ze zbior H := {w € Q : g(w) > g(w)} ma
miare zero. Z definicji g otrzymujemy, ze g(w) > g(w) wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje r € Q takie, ze w € C,. oraz r > g(w). Stad i z definicji C,

H=Cn{w:r>gw}=U U Bsn{w:r>gw)}.

reQ reQ Qos>r

Przypomnijmy, ze B; jest supremum istotnym rodziny {Aq, s }aecr. Z definicji
As o istad, ze § > f, p-prawie wszedzie mamy p(As o N{w:r > g(w)}) = 0.
Czyli B, \ {w : 7 > g(w)} tez jest supremum istotnym rodziny {Aq,s}er. To
jest mozliwe jedynie, gdy p(Bs N{w : r > g(w)}) = 0. Zatem H jest zbiorem
miary zero jako przeliczalna suma takich zbioréw. O

Whniosek 3.18. Kazda nieujemna quasi-funkcja mierzalna na przestrzeni z
miarg (2,3, 1) posiadajgcej suprema mierzalne pochodzi od funkcji mierzalney,
a mianowicie od supremum mierzalnego elementow quasi-funkcyi.

DowoD. Jesli {fa}aes, quasi-funkcja jak w tezie, to biora za f supremum
istotne, ktérego istnienie postuluje Twierdzenie 3.17 jest zadana funkcja. To
znaczy dla kazdego A € ¥, mamy fa = f p-prawie wszedzie na A, co wynika
z definicji supremum istotnego i stad, ze dla kazdego B € ¥, mamy fp < fa
p-prawie wszedzie na A. [

Przypomnijmy, iz siecig nazywamy dowolna rodzine elementow indekso-
wanych zbiorem skierowanym [, czyli wyposazonym w czesciowy porzadek
< taki, ze dla kazdej pary elementow o, € [ istnieje element je dominu-
jacy, czyli v € I takie, ze a, 3 < . Pojecie sieci uogdlnia pojecie ciggu; w
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szczegblnosci zbior liczb naturalnych ze standardowym porzadkiem jest zbio-
rem skierowanym. Dlatego tez ponizsze Twierdzenie uogélnia (w przypadku
miar lokalizowalnych) fundamentalne dla teorii catki Twierdzenie Leviego o
zbieznosci monotoniczne;j.

Twierdzenie 3.19 (Twierdzenie o zbieznosci monotonicznej dla sieci). Niech
(Q, %, 1) bedzie przestrzeniq z miarg i niech { fo }acr bedzie siecig nieujemnych
funkcgi mierzalnych f, : Q@ — ?Jr, ktora jest monotoniczna w tym sensie, ze
dla kazdych o, p € 1

a< B = fo< fs p-prawie wszedzie.

Jesli mierzalne supremum sup,, fo istnieje, to

/SUpfaduzsup/ fodp,
Q « « Q

gdzie sup,, fo jest supremum mierzalnym rodziny { fo tacr-

DowOD. Niech M := sup, [ fadpi f = sup,e; fao- Z definicji f, dla kazdego
a € I mamy f, < f prawie wszedzie, skad [, fo dpe < [, f dp i w konsekwencji

M</fw.
Q

Zatem jesli M = oo, to rownos¢ jest spelniona w trywialny sposob. Zalo-
zmy wiec, ze M < oo. Wezmy ciag {a, tnen C I taki, ze lim, .o [ fo,dp =
Q

sup, [ fodp = M. Korzystajac z monotonicznosci sieci { f,, taes Oraz monoto-
Q
nicznosci catki mozemy zalozy¢, ze ciag funkcji { fa, }nen jest monotoniczny.

Zatem z klasycznego Twierdzenia Leviego o zbiezno$ci monotonicznej otrzy-
mujemy

[ Jim o di = T [ o, di = M. (3.2)
Q Q

Czyli dowdd bedzie zakonczony jezeli pokazemy, ze lim,, .o, fo, = [ prawie
wszedzie. Nieré6wnos¢ lim,, .« fa, < f prawie wszedzie jest jasna, bo dla kaz-
dego n € N mamy f,, < f prawie wszedzie. Zeby wykaza¢ nieréwnosé¢ prze-
ciwna wystarczy pokazac, ze dla dowolnego v € I zachodzi f, < lim, . fa,
prawie wszedzie. Zatézmy nie wprost, ze istnieje takie oy € [ takie, ze zbiér
A:={w € Q:lim, . fa, < fa,} Mma niezerowa miare. Wtedy

eim [ (Jug = Jim fu,)dp > 0.

Ponadto, skoro [, fa,dpt, [4 im0 fo, < M < 00, to

E:/ fOéod:u_/ lim fan'
A 4 n—00
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Niech N € N takie, ze [ faydit > M — ¢ iniech 3 € [ takie, ze an, o < .
Wtedy

M- /ad:/ad / - d
e <, Jond= | faydu+ Q\AfN 1
< [ Jim fadnt [ fondp
A 00 o\A
ad / o dp —
</Afoﬂ+ Q\AfNu €
</fﬁdu+/ fadu —e
A Q\A
:/Qfﬁdu—egM—g,

co prawdzi do sprzecznoéci M — e < M — ¢. Zatem lim,,_.« fo, = f prawie
wszedzie, co w polaczeniu z (3.2) daje teze. ]

3.4 Miary lokalizowalne

Definicja 3.20. Niech (92,%, u) bedzie przestrzenia z miara. Powiemy, ze
miara p jest Scisle lokalizowalna lub rozktadalna jezeli Q = | ;cr §2; dla pewnej
rodziny {€;}ic; C ¥ takiej, ze

1) dla kazdego i € I

2) dla dowolnego A € ¥

pA) = mANQ),

icl
3) X={ACQ: AnQ,; € ¥ dla kazdego i € I}.

Biorac za I := N mozemy zauwazy¢, ze warunki 1),2) sa spelnione auto-

o0
matycznie. Zatem miara o-skonczona jest Scisle lokalizowalna (bo 2 = || €;).

i=1
Nastepujace stwierdzenie pokaze nam, czemu miare z poprzedniej definicji

mozemy nazywac rozktadalng.

Stwierdzenie 3.21. Miara p jest rozkladalna wtedy i tylko wtedy gdy miara
W jest sumaq prostg miar skonczonych.

DowoOD. Zatozmy, ze miara u jest rozktadalna i niech {€2;};c; C X bedzie ro-
dzing spetaniajaca warunki opisane w Definicji 3.20. Dla kazdego ¢ € I rodzina
Y, ={A € X:ACQ} jest og-algbera podzbioréw Q; oraz u; := ply, jest
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skoniczona miara na Y;. W ten sposéb otrzymujemy rodzine {(2;, X;, ;) }ier
przestrzeni z miarami skoniczononymi takimi, ze

el iel iel

A € 3. Czyli przestrzen (€2, 3, i) jest suma prosta przestrzeni {(€2;, 3, ;) ier-

Na odwrdt, jezeli mamy rodzine {(;, X, i) }ier przestrzeni z miarami
skonczonymi, to ich suma prosta, czyli przestrzen z miara (€2, 3, ) spelniajaca
3.3, jest w oczywisty sposob miarg $Scisle lokalizowalng. n

Uwaga 3.22. Zauwazmy réwniez, ze dowolna miara p $cisle lokalizowalna jest
semi-skoniczona, poniewaz jezeli 0 < pu(A) dla pewnego A € 3, to ANQ; € X.
Ale pu(€;) < oo, wiec tym bardziej u(A N €;) < oo i w konsekwencji p jest
semi-skonczona.

Pojecie miary $cisle lokalizowalnej pozwala nam uogélni¢ Twierdzenie 2.15
w zasadzie z tym samym dowodem (warunki w definicji miary $cisle lokalizo-
walnej sg doktadnie takie, zeby dow6d Twierdzenia 2.15 pracowat).

Twierdzenie 3.23 (Radona-Nikodyma dla dowolnej miary absolutnie ciagtej
wzgledem miary $cisle lokalizowalnej). Niech u, v bedg miarami na przestrzeni
mierzalnej (Q,Y), gdzie v jest dowolna, a u jest $cisle lokalizowalna. Jezeli
v <L i to istnieje pochodna Radona-Nikodyma g—; Q—>R.

Ponadto, pochodna g—; jest wyznaczona jednoznacznie [i-prawie wszedzie
1 jest p-prawie wszedzie skonczona na zbiorach, na ktorych miara v jest o-

skonczona.

DowOD. Niech {€;}ie; € X bedzie rodzing spelaniajaca warunki opisane w
Definicji 3.20. Na mocy Twierdzenia 2.15, zastosowanego do miar skoniczonych
v i p obcietych do zbioru €2;, otrzymujemy funkcje f; : 2, — R" wyznaczone
p-prawie wszedzie, dla ktérych

v(A) = [ fidp, A€z, ACQy i€l
A

oraz f; przyjmuje wartosci skonczone na zbiorach, na ktorych miara v jest o-
skoniczona. Kladac fo = > 5 fi-1o, otrzymujemy poprawnie okreslong funkcje
Y-mierzalna, gdyz na mocy warunku 3) w Definicji 3.20 dla kazdego mierzal-
nego A C R dostajemy

A =L (AN e,
el

Funkcja fj jest pu-prawie wszedzie skonczona na zbiorach, na ktérych miara v

jest o-skonczona (bo kazde z obciecé f; = folo, ma te wlasnosé). Rozwazmy

sie¢ sum czedciowych Y ;cp fi - Lo, = f 0‘[_|_ e poindeksowanych skonczonymi
Us g
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podzbiorami F' C [ skierowanych za pomoca relacji inkluzji. Jasne jest, ze fy
jest mierzalnym supremum supp > e fi - Lo, tej sieci i ze sie¢ ta jest mono-
toniczna. Zatem mozemy zastosowaé¢ Twierdzenie 3.19 do funkcji obietych do
dowolnego A € ¥. Wtedy stosujac réwniez warunek 2) z Definicji 3.20, mamy

v A) =2 AN =Y [ fdp=swY [ fdn

i€l i€l gh0, i€F g0,

:S%p/Zfi']lQid:u:/Sngfi']lQidﬂ:/(Zfi]lﬁi> du
A A

A el el el
=/hw.
A

Zatem fj jest szukang pochodng Radona-Nikodyma. Funkcja ta jest wyzna-
czona p-jednoznacznie na kazdym ze zbiorow (;, a wiec i na catej przestrzeni
Q2 (znowu na mocy warunku 2) w Definicji 3.20). O

Definicja 3.24. Powiemy, ze miara u jest lokalizowalna, jezeli p jest semi-
skonczona i dla dowolnej rodziny A C ¥ istnieje supremum mierzalne sup A =:
Ap € 3 (patrz Definicja 3.10).

Lemat 3.25. Semi-skoriczona miara p jest lokalizowalna (kazda rodzina pod-
zbioréw mierzalnych posiada mierzalne supremum istotne) wtedy i tylko wtedy,
gdy kazda rodzina rodzina zbiorow o mierze skonczonej posiada mierzalne su-
premum.

DowOD. Niech F,, := {B € ¥ : u(B) < oo} rodzina zbioréw o mierze skon-
czonej. Zatézmy, ze kazda rodzina zbioréw z F, posiada mierzalne supremum
istotne. Niech A C ¥ dowolna rodzina i niech

Ay :={B € F,: BC Adlapewnego A € A}

Na mocy zalozenia sup A istnieje. Pokazemy, ze sup Ay = sup A.

Niech A € A. Gdyby u(A\sup Agy) > 0, to z semi-skoriczonosci p, istniatby
B e F, taki, ze B C A\ sup Ay oraz 0 < p(B) < oco. Ale wtedy B € Ay
ipu(B\supAy) = u(B) > 0, co jest sprzeczne z definicja sup.Ay. Zatem
(A \ sup Ag) = 0. Co wiecej, jesli jakis inny zbidér Ay ma te wlasnosé, ze
u(A\ Ag) = 0 dla kazdego A € A, to tym bardziej u(B \ Ag) = 0 dla kazdego
B € Ay, skad p(sup Ay \ Ag) = 0. Czyli sup Ay = sup A. O

Twierdzenie 3.26. Miara scisle lokalizowalna jest lokalizowalna.

DowoOD. Niech (9, X, i) bedzie przestrzenia z miara Scisle lokalizowalna, niech
A C ¥ dowolna rodzing zbioréw mierzalnych i niech {€2;};e; bedzie rodzina
opisana w definicji miary $cisle lokalizowalnej ( Definicja 3.20). Oznaczmy
poprzez F rodzine mierzalnych zbiorow E C Q takich, ze u(FnA) = 0
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dla kazdego A € A. Zauwazmy, ze zbiér pusty nalezy do F i jezeli {F, }nen
jest ciagiem w F to U,en Frn € F. Dla kazdego ¢ € [ zdefiniujmy v; =
sup{u(F N ;) : F € F} i wezmy ciag {Fi,tnen € F realizujacy to supre-
mum, tzn lim, . p(Fi, N Q) = ;. Zauwazmy, ze F; := U,en Fin € F 1 skoro
Y={ACQ:ANQ, dla kazdego i € I} to

el

Polézmy S := Q\ F i musimy teraz pokazaé, ze ten zbiér jest mierzalnym
supremum rodziny A. Jako, ze {Q;}icsr sa roztaczne to dla kazdego i € I
zachodzi FFNQ; = F; N, Zatem F € ¥ 1.5 € Y. Dla dowolnego A € A
zachodzi

HA\S) = p(A\(Q\F)) = u(ANF) = 3 p(ANFNQ) = 3 pu(ANFNQ,) =0,

el el

poniewaz F; € F iw szczegblnosci F' € F. Zalézmy teraz, ze P € X jest drugim
zbiorem takim, ze pu(A\ P) = 0 dla kazdego A € A. Wtedy D :=Q\ P € F
(bo p(AND) = u(A\P) =0)istad FUD € F. W zwiazku z tym dla kazdego

1 € I mamy

p((F'U D) NEY) < sup (BN Q) = p(F;N0Q) = p(F N8,
EeF

czyli u((FUD)NQ;) = u(FNCQ;). Mozemy teraz wziaé
pw(FNQ)+pu(D\FNQ) =p((FUD)NQ) =u(F Ny,

i skoro p(£2;) < 00, to po zredukowaniu da nam p(D\ FNEQ;) = 0. Teraz taczac
to z definicja $cistej lokalizowalnosdci (D \ F') = e u(D\ F N ;) = 0. Stad

pS\ P) = p(SN(Q\ P)) = p(SND) = p((Q\ F)N D) = p(D\ F) =0,

czyli faktycznie istnieje S bedace mierzalnym supremum rodziny A. Zatem z
dowolnosci A C ¥ i z Uwagi 3.22 otrzymujemy, ze miara pu jest lokalizowalna.

]

3.5 Twierdzenie Segala i jego uogdlnienie

Niech v, ;4 miary na przestrzeni mierzalnej (€2, X). Przypomnijmy, patrz Wnio-
sek 3.9, ze v jest pu-semi-skonczona, jezeli dla dowolnego B € X zachodzi

v(A) =sup{v(B) : B C A, u(B) < oo}

Czyli gdy 1 1 v sg zdeterminowane przez swoje wartosci na pierscieniu F, :=
{B € ¥ : u(B) < oo} zbioréw o p-miary skonczonej. W tej definicji zamiast
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pierscienia F,, mozna wziaé o-pierdcien X, = {Ur>; A, : 1(A4,) < oo,n € N}
zbioréw o p-mierze o-skonczonej. Otrzymane warunki bylyby réwnowazne,
gdyz dla kazdej miary v i zbioru A € ¥ mamy

sup{v(B): B C A, u(B) < oo} =sup{v(B): BC A,Be€¥%,}.

Nierownos¢ < jest oczywista. Natomiast nier6wnos¢ przeciwna wynika stad, ze
dla dowolnego B € ¥, mamy B = U,~, A, oraz v(B) = limy_ v(UY_, A))
gdzie u(UY_, A,) < co. W szczegélnosci sup{v(C) : C C B, u(C) < oo}.

Segal rozpatrywal nieco mocniejszy warunek (gdyz dla niego miary z defi-
nicji byty okreslone na tym samym pierscieniu zbior6w o mierze skonczonej),
ktory mozna wystowi¢ jak nastepuje.

Definicja 3.27 (Segal). Powiemy, ze v, miary na przestrzeni mierzalnej
(Q, %) sa wspdlnie semi-skonczone, jezeli dla pierscienia

Fup ={A€X:pu(A) < oo, v(A) < oo}
zbiorow dla ktoérych obie miary sg skonczone, oraz dowolnego A € ¥ zachodzi

v(A) =sup{v(B): BC A, Be F,,},
p(A) =sup{p(B): BC A, BeF,,}

Jasne jest, ze jezeli miary v, p sa wspoélnie semi-skonczone to v jest p-semi-
skonczona oraz p jest v-semi-skoniczona. Czy zachodzi implikacje przeciwna?

Przyktad 3.28. Rozwazmy na przestrzeni mierzalnej (Q,QQ) miare liczacy
p 1 miare trywialng v taka, ze v(A) = oo dla A # 0. Wtedy F, sklada
si¢ ze zbioréw skonczonych, matomiast F,, = {0}. W szczegblnosci v jest
p-semi-skonczone, ale v i pu nie sa wspdlnie semi-skoriczone (bo p nie jest
v-semi-skonczona). Zauwazmy, ze v < p.

Powyzszy przyktad pokazuje, ze wspélna semi-skonczonosé jest istotnie
silniejszym zatozeniem niz p-semi-skonczonosé. W szczegdlnosci nastepujace
Twierdzenie jest silniejsze niz Twierdzenie Segala, bo zachodzi przy stabszych
zatozeniach:

Twierdzenie 3.29 (Uogdlnione Twierdzenie Radona-Nikodyma-Segala). Dia
dowolnej przestrzeni z miarg (2,3, 1), w ktorej kazda rodzina posiada supre-
mum mierzalne, oraz dla dowolnej miary v na (Q,%) absolutnie cigglej i -
semi-skonczonej istnieje pochodna Radon-Nikodyma g—; QR

Jesli dodatkowo v jest semi-skoticzona (czyli lokalizowalna), to pochodna
Radona-Nikodyma j—; jest wyznaczona jednoznacznie p-prawie wszedzie.

DowOD. Niech F := {A € ¥ : u(A) < oo}. Na mocy Wniosku 3.18 quasi-
funkcja {fa}aer z Twierdzenia 3.3 pochodzi od funkcji mierzalnej fy : 2 —
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R". Dokladniej v(B) = [q fedp = [ fodp dla B € F oraz fy = supger fB-
Zauwazmy, ze dla dowolnego A € 3 mamy

fola=sup(fgla) = sup [z
BeF BeF,BCA

Ponadto rodzina {fp}per pca jest monotoniczng siecig funkeji mierzalnych.
Zatem z Twierdzenia 3.19 (o zbieznosci monotonicznej) wynika, ze

/AfodMZ/ﬂfoleduz sup fsdu.

BeF,BCAJIQ

Skoro v jest p-semi-skonczone oraz 3y C F, to

v(A)= s w(B)= sw [ fpdu= [ fop.
BeF,BCA BeF,BCAJQ A
Zatem fy = t% jest szukang pochodna Radona-Nikodyma.

Zeby wykazaé¢ jednoznaczno$é, niech fy bedzie inna pochodna Radona-
Nikodyma v wzgledem p. Z jednoznacznosci quasi-funkcji { fa}acx mamy fo -
14 = fa = fo-1a p-prawie wszedzie dla kazdego A € F. Zatem kazdy zbior
A CH{w: fo # fo} o p-mierze skorficzonej musi mie¢ miare zerowa. Stad i na
mocy semi-skonczonosci ¢ mamy

p{w: fo # fo}) =sup{u(A) : AC{w: fo # fo},Ae F} =0.
Zatem fy = fo p-prawie wszedzie. O

Ograniczajac sie¢ do miar semi-skonczonych powyzsze twierdzenie pozwala
ulepszy¢ Twierdzenie Segala w nastepujacy sposob.

Twierdzenie 3.30 (Twierdzenie Radona-Nikodyma-Segala). Dla semi-skoriczonej
miary i na przestrzeni mierzalnej (€, X2) nastepujace warunki sqg rownowazne:

1) p jest miarg lokalizowalng,

2) dla dowolnej miary v na (2, %) absolutnie cigglej i p-semi-skonczonej
istnieje pochodna Radon-Nikodyma Z—Z Q>R

3) dla dowolnej miary v na (0, %) absolutnie cigglej i wspdlnie semi-skoticzonej
z p istnieje pochodna Radon-Nikodyma Z—Z Q>R

Ponadto pochodna Radona-Nikodyma w 2) i 3) jest wyznaczona jednoznacznie
-prawie wszedzie.

DowoOD. Implikacja 1)=-2) wynika z Twierdzenia 3.29, a implikacja 2)=3)
jest oczywista.

3)=1). Na mocy Lematu 3.25 wystarczy pokazaé, ze dowolna rodzina zbio-
row A C F, :={A € ¥: u(A) < oo} posiada mierzalne supremum istotne w
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Y. W swietle Lematu 3.15 mozemy zalozy¢, ze rodzina A jest zamknieta na
skonczone sumy i podzbiory. Wtedy korzystajac ze Stwierdzenia 3.8 widzimy,
7€ WzOr

v(A) :==sup{u(B) : BC A, Be A}
definiuje miare na (£2,%). Z konstrukcji widzimy, ze v < p oraz A C F,, =
Fu. € F,. Stad p i v sg wspolnie semi-skoficzone. Zatem na mocy zalozenia
istnieje pochodna Radona-Nikodyma fy = %' Pokazemy, ze zbior

Ay ={w: f(w) >0}

jest mierzalnym supremum A. Rzeczywiscie, niech B € A. Gdyby u(B\ Ag) >
0, to stad, ze B\ Ay € A i definicji v mieliby$my v(B \ Ag) > 0, co prowadzi
do sprzecznosci

0<1/(B\A0):/B\Aofod,u:/B\AOOdu:O.

Zatem p(B\ Ag) = 0 dla kazdego A € A. Ponadto jesli By € ¥ jest innym
zbiorem o tej wlasnosci, to musimy mie¢ u(Ag \ By) = 0, bo dla kazdego
B C Ao\ Bo, B € Amamy p(B) = pu(B\ By) =0, skad

[, fod = v(A0\ Bu) = sup{(B) : B C A\ By, B € A} =0.

Ale skoro fo > 0 na Ag \ By to jest to mozliwe jedynie, gdy u(Ag \ By) = 0.
Zatem Ay = sup A. O

3.6 Twierdzenie Lewinow

W tym podrozdziale oméwimy wersje Twierdzenia Radona-Nikodyma z pracy
Lewinéw [11], ktérzy zauwazyli, ze w przypadku, gdy miara dominowana v jest
skonczona, to pochodna Radona-Nikodyma istenieje wtedy i tylko wtedy, gdy
speliony jest nastepujacy warunek, ktéry jest bardzo bliski naszej definicji
semi-skonczono$ci jednej miary wzgledem drugiej, patrz Definicja 3.5.

Definicja 3.31 ([11]). Niech p i v beda miarami na przestrzeni mierzalnej
(Q,%). Powiemy, ze v jest kompatybilna z p, jezeli dla kazdego A € X

0<v(A) <oco = 0<v(B) oraz u(B) < co dla pewnego B C A.

Whiosek 3.32. Jedyna rézinica miedzy p-semi-skonczonoscig, a kompatybil-
nosciq z |, jest to ze w tym pierwszym przypadku w poprzedniku implikacyi
zaktadamy jedynie, ze 0 < v(A) (dopuszczamy przypadek, gdy v(A) = o0).
Zatem

v jest p-semi-skonczona = v jest kompatybilna z p.
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Oczywiscie oba pojecia sq rownowazne, jesli miara v jest skonczona, a nawet
ogolniej jesli miara v jest semi-skonczona. RzeczywiScie, jesli v jest semi-
skonczona oraz kompatybilna z p, to dla dowolnego A € X mamy

0<v(A) = 0<v(B) < oo dla pewnego B C A
= 0 < v(C) oraz u(C) < oo dla pewnego C C B C A.

Zatem v jest p-semi-skonczona.

Kompatybilno$é¢ miar jest o tyle wazna, ze jest warunkiem koniecznym na
to, aby zachodzito Twierdzenie Radona-Nikodyma.

Stwierdzenie 3.33. Jesli istnieje pochodna Radona-Nikodyma miary v wzgle-
dem p, to v jest kompatybilna z .

DowOD. Jesli 0 < v(A) < oo, ezyli 0 < [, d”du < 00, to istnieje nieujemna
mierzalna funkcja prosta f =37 ja;14, <1y dud,u taka, ze

0< /Qfdu =Y au(A
i=0

Przy czym, mozemy tu zaltozy¢, ze zbiory A; C A sa parami roztaczne oraz
a; > 0. Wtedy dla B := || ; A; mamy B C A, 0 < u(B) < oo oraz

v(B) = *du /fdu Zazu

Zatem v jest kompatybilna z pu. [

Najwazniejszy wynik [11, Twierdzenie 2.2| z pracy Lewinéw [11], ktérego do-
wod jest bardzo prosty, mowi, ze jesli miara v jest skonczona, to kompatybil-
nos¢ z p jest nie tylko warunkiem koniecznym, ale i dostatecznym na istnienie
pochodnej Radona-Nikodyma:

Twierdzenie 3.34 (Twierdzenie Lewinéw). Jesli v jest skonczong miarg ab-
solutnie cigglq wzgledem p oraz kompatybilng z u, to istnieje pochodna Radona-
Nikodyma i jest wyznaczona jednoznacznie p-prawie wszedzie.

DowOD. Oznaczmy przez £, = {A € ¥ : A = U2, A, pu(A,) < oo}
rodzine zbioréw o p-mierze o-skonczonej. Potézmy

a:=sup{r(4): AeX,}.

Wybierzmy ciag {A,},—1 C X, taki, ze v(A4,) — a. Kladac A == U;2, A
otrzymujemy zbiér A € ¥, taki, ze v(A) = a. Kompatybilnosé¢ v z p implikuje,
ze v(2\ A) = 0. Rzeczywiscie, w przeciwnym razie istniatby zbiér B C Q\ A
taki, ze v(B) > 0 oraz u(B) < oo, czyli AUB € ¥, oraz v(AUB) > v(A) = o,
co jest sprzeczne z definicja a.
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Na zbiorze A miara p jest o-skonczona, zatem stosujac Twierdzenie Radona-
Nikodyma dla miar o-skonczonych (Twierdzenie 2.15) do miar v, p obcie-
tych do zbioru A otrzymujemy, ze istnieje doktadnie jedna (z dokladnoscia
do réwnosci p-prawie wszedzie) funkcja mierzalna fy : A — [0,00) taka, ze
v(B) = [5 fodp dla kazdego mierzalngo B C A. Potézmy, fo = 0 na Q\ A.
Wtedy fo : 2 — [0,00) jest funkcja mierzalna oraz dla dowolnego B € X
mamy

V(B):V(BﬂA):/Ameodu:/Bfodu.

Zatem fy jest pochodng Radona-Nikodyma v wzgledem p. Ponadto zauwazmy,
ze kazda pochodna Radona-Nikodyma v wzgledem p musi by¢ rowna zero u-
prawie wszedzie na zbiorze Q \ A, bo v(2\ A) = 0. Zatem pochodna Z—ﬁ jest
wyznaczona jednocznanie p-prawie wszedzie. [

Mozna pokazaé, ze powyzsze twierdzenie nie zachodzi jezeli zatozenie o skon-
czonosci v zastapimy semi-skonczonoscia, a nawet $cistg lokalizowalnoscig. W
przykltadzie [11, Przyktad 2] miara v jest $cisle lokalizowalna, v < u, v jest
kompatybilne z p, ale pochodna Radona-Nikodyma Z—Z nie istnieje. W $wie-
tle Wniosku 3.32 oraz Twierdzenia 3.29 miara p w tym przyktadzie nie jest
lokalizowalna.

Teraz przeformutujemy i ogélnimy Twierdzenie Lewindéw na przypadek,
gdy miara v jest o-skonczona. Dodamy tu dla porownania nasz warunek p-

semi-skonczonosci.

Twierdzenie 3.35 (Uogélnione Twierdzenie Radona-Nikodyma-Lewinéw).
Niech v i u bedg miarami na przestrzeni mierzalnej (Q, %) i niech v bedzie
o-skoniczona. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

1) istnieje pochodna Radona-Nikodyma v wzgledem p,
2) v < u oraz v jest kompatybilna z p, czyli dla kazdego A € &

0<v(A)<oo = 0<v(B) oraz 0 < u(B) < oo dla pewnego B C A.

3) v < u oraz v jest p-semi-skoriczona, czyli dla kaZdego A € &

0<v(A) = 0<v(B) oraz0 < u(B) < oo dla pewnego B C A.

Ponadto jesli powyzsze rownowazne warunki zachodzq, to pochodna Radona-
Nikodyma jest wyznaczona jednoznacznie p-prawie wszedzie.

DowoOp. Implikacja 1)=-2) wynika ze Stwierdzenia 3.33. Warunki 2) i 3) sa
rOwnowazne na mocy zatozenia, ze v jest miara o-skonczona, patrz Wniosek
3.32. Wystarczy zatem pokazaé implikacje 3)=1).

Zat6zmy zatem 3). Jako ze v jest o-skoriczona, to istnieje przeliczalne rozbi-
cie {€;}5°, przestrzeni €2 na zbiory v-mierze skoniczonej. Stosujac Twierdzenie
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Lewinéw do miar v i p obcietych do zbioru §2; otrzymujemy funkcje mierzalna
fi Qi — [0, 00) taka, ze v(A) = [, fi du dla kazdego mierzalnego A C ;. Po-
tormy f(x) = fi(x) jesli z € Q;. Wtedy f: Q — [0,00) jest funkcja mierzalng
i dla dowolnego A € 3 mamy A = | [°; AN, skad

V(A) = S p(AN Q) - i/Amifdu= [ ran

=1

Zatem f jest pochodna Radona-Nikodyma miary v wzgledem p. Jednoznacz-
noé¢ funkcji f; wynika z Twierdzenia Lewinéw i stad dostajemy jednoznacz-
nos¢ pochodnej Radona-Nikodyma f. O



Rozdziat 4

Zastosowania do operatoréw w
przestrzeniach Lp

4.1 Warunkowe wartosci oczekiwane

Warunkowe wartosci oczekiwane definiuje sie zazwyczaj dla catkowalnych zmien-
nych losowych na przestrzeni probabilistycznej (Q, F, ). Czyli dla elementéw
f € Li(p) rzeczywistej przestrzeni Li(p), gdzie u(2) = 1 jest miara unor-
mowana, a w szczeg6lnosci skonczong. Ogélnie warto$¢é oczekiwana (w skrocie
WWO) wzgledem o-podalgebry G C F definiuje sie aksjomatycznie. Nastepnie
wykazuje sie, ze WWO zawsze istnieje i jest wyznaczone jednoznacznie jako
element L;(u), patrz np. [2]. Korzystajac z Twierdzenie Radona-Nikodyma-
Lewinéw scharakteryzujemy teraz kiedy warunkowa warto$¢ oczekiwana ist-
nieje dla dowolnych miar.

Definicja 4.1. Dla dowolnej przestrzeni z miara (2, F, u) oraz dowolnej o-
algebry G C F warunkowg wartosé oczekiwang [ wzgledem G definiuje sie
aksjomatycznie jako funkcje E(f) € Li(n) spelniajaca nastepujace warunki:

(1) E(f) jest G-mierzalna,
(2) Dla kazdego zbioru A € F mamy [, E(f)du = [, f du.

Uwaga 4.2. Powyzsza definicja jest uogélnieniem Definicji 2.12, poréwnaj
Wnhiosek 2.13.

Twierdzenie 4.3. Dla dowolnej przestrzeni z miarg (0, F, u), dowolnej o-
algebry G C F oraz dowolnej nieujemenej funkcji calkowalnej f € Li(p) roz-
wazmy miare

v(A)= [ fdn.  Aeg.
na o-algebrze G. Nastepujgce warunki sq rownowazne

1) warunkowa wartosé oczekiwana E(f) wzgledem G istnieje,

41
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2) miara v jest p|g-semi-skoriczona,

3) miara v jest kompatybilna z g,

4) istnieje pochodna Radona-Nikodyma dZTQ'
Jesli powyzsze réwnowazne warunki zachodzg, to E(f) £ d%fg’ w szczegolnosci

funkcja ta jest wyznaczona jednoznacznie prawie wszedzie.

DowOD. 1)=2). Skoro E(f) jest G-mierzalna i u|g-prawie wszedzie nieujem-
na, to istnieje G-mierzalna funkcja prosta 0 < s < f taka, ze 0 < [, sdp < oo.
Rozpisujac s jako kombinacje liniowa funkcji charakterystycznych zbiorow
z G wnioskujemy, ze istnieje B € G takie, ze B C A, u(B) < oo oraz
v(B)=[gfdu= [gE(f)du > [5sdu > 0. Zatem v jest u|g-semi-skonczona.
2)=-3). Ta implikacja jest oczywista.
3)=4). Jasne jest ze v < pulg oraz v jest skonczona (bo f jest catko-
d

walna). Zatem pochodna Radona-Nikodyma m istnieje 1 jest wyznaczona

jednoznacznie na mocy Twierdzenia Lewinéw (Twierdzenie 3.34).
4)=1). Ktadac E(f) := -2 otrzymujemy funkcja G mierzalng oraz dla

dulg
dowolnego A € G mamy

dv dv
/A (f)dp il ™ /Adﬂ‘g 1lg /A v=uv(4)

Zatem E(f) jest WWO wzgledem G.

Aby wykaza¢ jednoznacznosé warunkowej wartosci oczekiwanej zatézmy,
ze E(f) jest jakim$ wariantem warunkowej wartosci oczekiwanej. Wtedy zbi6r
A:={t e Q:E(f)(t) < E(f)} nalezy do G, bo obie funkcje E(f)(t), E(f),

sg G-mierzalne. Zatem

/AE(f)duz/Afduz/AE(f)du-

Stad [,(E(f) — E(f))dun = 0. Ale E(f) — E(f) > 0 na A. Stad p(A4) =
0, czyli E(f)(t) > E(f) p-prawie wszedzie. Analogicznie, amieniajac E(f) i
E(f) rolami, mozna pokaza¢, ze E(f)(t) < E(f) p-prawie wszedzie. Zatem

E(f)(t) = E(f) p-prawie wszedzie. O
Warunkowa wartos¢ oczekiwana nie zawsze istnieje:

Przyktad 4.4. Niech p bedzie miara Lebesgue’a na (R, B(R)) i niech G =
{0,R}. Zauwazmy, ze Li(u|lg) = {0} jest przestrzenia zerowa, bo funkcje G-
mierzalne sg state i jedyna p-catkowalng funkcja staly jest funkcja zerowa.
Zatem jesli f € Li(u) posiada warunkowa warto$¢ oczekiwana, to E(f) = 0
istad [z fdu = [gr E(f)dp = 0. Zatem kazda catkowalna nieujemna funkcja
f € Ly(n), ktora nie jest réwna zero p-prawie wszedzie nie posiada warunkowej
wartosci oczekiwanej.
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Stosujac Twierdzenie Radona-Nikodyma dla miar $cisle lokalizowalnych
(Twierdzenie 3.23) otrzymujemy nastepujacy uzyteczny warunek dostateczny
na isteninie warunkowej wartosci oczekiwanej dla kazdej funkcji catkowalnej.

Twierdzenie 4.5. Niech (2, F, i) bedzie dowolng przestrzenig z miarg i niech
G C F bedzie o-algebrg takq, Ze plg jest scisle lokalizowalna. Wtedy dla kazdej
funkcji f € Li(p) warunkowa warto$é oczekiwana E(f) wzgledem G istnieje,
1 jest wyznaczona jednoznacznie p-prawie wszedzie.

Ponadto warunkowa warto$é oczekiwana E : Ly(u) — Li(u|lg) C Lqi(p) jest
lintowym rzutem na podprzestrzen catkowalnych funkcji G-mierzalnych oraz

(1) operator E jest dodatni, czyli f >0 = E(f) > 0.

(2) operator E jest monotoniczny, czyli f < g = E(f) < E(g),

(3) |E(f)| < E(|f]) dla dowolnej funkcji f € Ly ().

(4) E jest kontrakcjq, a dokladniej || E|| = 1.

(5) E jest wierny, czyli f > 0 1 E(f) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy f = 0.

DowoOD. Zatézmy najpierw, ze f > 0 jest nieujemna. Wtedy wzor v(A) =
Jafdu, A € G, definiuje miare na o-algebrze G. Na mocy Twierdzenia 3.23

istnieje pochodna Radona-Nikodyma d‘i—l”g. Zatem w $wietle Twierdzenia 4.3,

E(f) = dﬁ"’g jest WWO f wzgledem G, oraz WWO E(f) jest wyznaczone
jednoznacznie z doktadnoscig do zbioréw miary zero. Jesli f jest dowolna,
to f = f* — f7, gdzie f*, f~ > 0 sa nieujemne i ,Zyja na rozlacznych
zbiorach” | tzn. f* - f~ = 0. Z poprzedniego kroku wiemy, ze E(f*) 1 E(f7)
istnieja. Ktadac E(f) := E(fT) — E(f™) otrzymujemy funkcje G-mierzalna i
dowolnego A € G mamy

J B dn= [ BGHan— [ BGydp= [ rran— [ 5dp= [ s

Czyli E(f) jest WWO f wzgledem G. Jednoznaczno$¢ E(f) mozna wykazaé
identycznie jak w dowodzie Twierdzenia 4.3. W szczegdlnosci otrzymujemy
stad dodatnio$¢ E, czyli warunek (1).

Liniowos¢ operatora E : Li(pu) — Li(p|g) € Li(p) wynika natychmiast z
liniowosci catki. Mianowicie, niech f,g € Li(pn) i o, € R. Wtedy aFE(f) +
BE(g) jest funkcja G-mierzalng jako kombinacja liniowa funkcji G-mierzalnych.
Ponadto, dla dowolnego A € G mamy

[ @B+ BE(g)du = a [ B(f)du+ 5 [ E(g)du
ZOé/AfdM+ﬁ/Agd#
:/Aaf—i—ﬁgd,u.
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Zatem aE(f)+BE(g) jest WWO dla ag+5f. Czyli aE(f)+BE(g9) = E(af+
Bg). To dowodzi liniowosci E.

Jesli f € Ly(ulg), to f jest G-mierzalna i wtedy E(f) = f. Zatem F jest
identycznoscia na swoim obrazie Ly (p|g), czyli jest rzutem na Li(u|g).

(1). Jesli f > 0, to dla kazdego A € G catka [, E(f)du = [4 fdu > 0 jest
nieujemna, i skoro E(f) jest G-mierzalna, to E(f) jest nieujemna p-prawie
wszedzie. Czyli E(f) > 0w Ly(u).

(2). Jesli f < g,tog—f>0,astad E(g— f) > 0, na mocy (1). Zatem
E(f) < E(g), bo E jest operatorem liniowym.

(3). Z monotonicznosci E oraz relacji —|f| < f < |f| otrzymujemy —E(|f|) <
E(f) < E(fl), co omacza, 7e |E(f)| < E(|f]).

(4). Korzystajac nieréwnosci |E(f)| < E(|f]), monotonicznosci catki oraz
stad, ze 2 € G mamy

IEDI = [EWD] du< [ B(f)di= [ 1fldp= 1]

Zatem E jest kontrakcja, czyli | F| < 1. Jako, ze F jest niezerowym rzutem,
to ||E|| > 1. Czyli ostatecznie ||F|| = 1.

(5). Skoro E jest operatorem liniowym, to £(0) = 0. Jesli f > 01 E(f) =0,
to z dodatnio$ci £ mamy 0 < E(0) < E(f) =0, stad f = 0. O

4.2 Operatory kompozycji

Niech (€2,%, 1) bedzie przestrzenig z miara i niech FF = R, C bedzie cialem
liczb rzeczywistych lub zespolonych. Niech ¢ : 2 — €2 bedzie odwzorowaniem
mierzalnym. Wtedy wzor

pow (A)=plp7l(4), Aex,

definiuje miare pro =t : ¥ — [0, 00], ktéra nazywamy popchnieciem miary p
za pomoca .

Lemat 4.6 (Zamiana zmiennych I). Funkcja f : Q — [ jest uop™'-catkowalna
wtedy 1 tylko wtedy f o ¢ jest p-catkowalna, oraz wtedy

/fduocp’lz/fwdu-

DowOD. Wykorzystamy metode stopniowej komplikacji.
(i) Niech f =14 dla A € ¥. Zauwazmy, ze

/fogod,u:/]legod,u:/]lefl(A)du:/ dp
Q Q Q ~H(A)
ZMOWI(A)Z/QllAduoso‘lzfﬂfduw‘l-

Zatem o ile pierwsza lub ostatnia caltka jest skonczona, to mamy teze.
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(ii) Niech f =Y, a;-14,, bedzie funkcjg prosta. Wtedy na mocy (i) mamy
/ fosoduzf (Zai’ﬂ&-) opdp= Zai/ 1a, 0dp
Q & \i=1 =1 78
= Zai/ Ty, dpoe™ =/ (Zai : ILAZ-> dpop™" = / fdupop™,
=1 Q Q\;4 Q

oraz analogicznie jak w (i) otrzymujemy teze.
(iii) Niech f = lim, . fn, gdzie f, jest funkcja prosta. Korzystajac z (ii) i
Twierdzenia 1.1 (Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej) otrzymujemy
/fogod,u:/ lim f, oeody = lim / frn o pdu
Q n—oo n—oo Q
= Jim [ fudpoy = [ lim fuduop™ = [ fduey,
Q n—oo Q
oraz analogicznie jak w (i) otrzymujemy teze.

]

Funkcje mierzalne o wartosciach w [, tworza przestrzen liniowa nad F.
Operatorem kompozycji dany wzorem

(Tof)(x) = f(p(x)),

gdzie f : Q@ — F jest funkcja mierzalng, jest odwzorowaniem liniowym na
przestrzeni funkcji mierzalnych. W przypadku, gdy miara p jest o-skonczona,
warunki na to, kiedy operator kompozycji jest operatorem ograniczonym na
przestrzeniach L,(4) sa dobrze znane, patrz [14]. Nastepujace Twierdzenie
uogoblnia je na przypadek dowolnych miar. Jak zawsze

Fuo={AeX:pu(A) <oo}
oznacza pierécien zbiorow o p-mierze skonczone;j.

Twierdzenie 4.7 (Uog6lnione Twierdzenie Ridge’a [14]). Dla dowolnej miary
p i dowolnego p € [1,00) opemtor kompozycyi T, jest poprawnie okreslonym
operatorem ograniczonym T, : L,(u) — Ly(p) <= po o™t < p i quasi-

1

pochodna Radona-Nikodyma % = {fa}aer, jest istotnie ograniczona w
sensie, ze
dpogp!
HW ‘= sup esssup fa < oo.
dp 0o AeF,
1
Ponadto, wtedy ||T,| = Hd"o“" e
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Dowo6p. ,=". Jesli u(A) =0, to 14 = 0w L,(u). A zatem jesli T, popraw-
nie okreslony operator liniowy, to 7,14 = 0. Ale

T(pﬂA == ﬂA oY = ]]_w—l(A).

Zatem Ly-1(4) = 0 w Ly(p), czyli pu(¢~'(A)) = 0. Stad poe™! <« p. Ponadto,
dla A € F,, mamy [[14]» = p(A) oraz dla kazdego mierzalnego B C A

/B fadp= (e (B)) = Lo} = | Tl < IToIP10515 = 1Tl u(B).

Stad || fall., = esssup fa < || T,[17. Zatem ||%5e=| < |, 7.

w<=".Niech f € L,(u) bedzie funkcjg charakterystyczna f = >_7_; arla,,
gdzie {Ay}}_, sa parami roztaczne. Z catkowalnosci f wynika, ze Ay € F,,
dla k =1, ...,n. Zatem korzystajac z Lematu 4.6 i naszych zatozen mamy

1Tl = [ Sl La, 0 pdn = S larl? [ Lo, dluo ™)
k=1 k=1
= lanl o)A = Xl [ f d
k

’duogpl

= p .
Il - |

o0

dpop™!
Pr(Ay)
Zlakl k) H o

[e.9]

Czyli T, jest poprawnie okre§lonym operatorem ograniczonym na przestrzeni
funkcji charakterystycznych M C L,(u) oraz na tej przestrzeni jego norma

1
" . Jako ze M jest gesta podprzestrzenig L,(u), to

oo
operator T, : M — M przedtuza si¢ jednoznacznie do operatora ograniczonego

P O

o0

. —1
nie przekracza H d“‘;ii

1

T, : Ly(w) = Ly(p) oraz |T,f], < [

Uwaga 4.8. Jesli miara p jest lokalizowalna, to quasi-pochodna Radonal—
Nikodyma {fa}aer, W powstzym twierdzeniu pochodzi od funkcji d“oif

oraz supremum istotne funkcji 22— — quasi-funkeji { f A} AeF, Pokrywaja sie.

Odwozorowanie zachowuye miare p jezeli po ! = p, tzn. dla kazdego
A € ¥ mamy p(¢p ' (A)) = u(A). Jest to dobrze ustalone pojecie w teorii miar
o-skoniczonych. Dla ogélniejszych miar mozna je sformutowaé jak nastepuje:

Definicja 4.9. Powiemy, ze ¢ quasi-zachowuje miare p jezeli po ¢z, =
plz,, tzn. dla kazdego A € ¥ takiego, ze u(A) < co mamy u(e~'(A4)) = u(A).

Uwaga 4.10. Oczywiscie, jesli ¢ zachowuje miare, to tym bardziej quasi-
zachowuje miare. Dla miar o-skonczonych pojecia te sg sobie réwnowazne.
Rzeczywiscie, jesli ¢ quasi zachowuje miare p oraz istnieje przeliczalne rozbicie
{A,}52, C ¥ przestrzeni  na zbiory o mierze skonczonej, to dla kazdego
A € ¥ mamy

— 3 p(AnA,) Z (o (ANA,) |_| o (ANA,)) = (e (A)),

n=0
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Przykiad 4.11. Rozwazmy miara trywialna, tzn. niech p(A) = oo jesli A # 0.
Wtedy odwzorowanie ¢ : Q2 — € zachowuje miare p wtedy i tylko wtedy, gdy
@ jest surjekcja. Natomiast kazde odwozorowanie ¢ w trywialny sposéb quasi-
zachowuje miare .

Stwierdzenie 4.12. Operator kompozycji T,, : L,(11) — Ly(p) jest poprawnie
okreslong izometrig <=  quasi-zachowuje miare [i.

DOwWOD. Z jednej strony, jezeli T, jest izometria, to zachodzi || T, f|l, = || fll,
dla f € L,(n). Jezeli A € F,, to]lAEL () i wtedy

peH(A) = 11 llp = 124 0 @l = 1TpLalll = Lall} = u(A).

Czyli ¢ quasi-zachowuje miare .

7 drugiej strony dla kazdej nieujemnej catkowalnej funkcji prostej f mamy
[ =Y aly, gdzie {A;}, C F, sa parami rozlaczne oraz a; > 0, i =
1,...,n. Zatem jesli ¢ quasi-zachowuje miare, to

1713 =1 (S 0 ) ool = 13t
=1
=S Ay = e
i=1 i=1

Czyli T, jest poprawnie okreslong izometrig na przestrzeni funkcji prostych
S(u) € Ly(p). Jako ze S(u) jest gesta podprzestrzenig L,(u), to operator
T, : S(u) — S(p) przedtuza sie jednoznacznie do operatora izometrycznego
Ty« Ly(p) — Lp(p)- 0

Zau

Uwaga 4. 13 Zauwazmy, ze ¢ quasi-zachowuje miare p Wtedy 1i tylko wtedy,
gdy po ¢! < p oraz quasi-pochodna Radona-Nikodyma 92— ‘P pochodzi od
funkcji stale rownej 1.

4.3 Izometryczne wazone operatory przesunie-
cia

Niech (2, %, 1) bedzie przestrzenia z miara i niech ¢ : Q — Q bedzie odwzo-

rowaniem mierzalnym.

Definicja 4.14. Powiemy, ze ¢ jest p-prawie surjekcjg jesli dla dowolnego
zbioru mierzalnego A C Q \ ¢(2) mamy p(A) = 0, czyli nie ma zbioréw o
niezerowej mierze poza obrazem p(2).

Zauwazmy, ze rodzina
(D) ={p1(A) A€ B}

jest o-podalgebra o-algebry 3. Dla kazdej »-mierzalnej funkcji f : Q@ — F
funkcja fop: Q — F jest o~ !(X)-mierzalna.
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Lemat 4.15. Wzor
(no@)(p™H(A)) == p(A)

definiuge miare pop : o H(X) — [0, 0o] wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest u-prawie
surjekcyq.

DowOD. Jesli u o ¢ poprawnie okreélona, to ¢ 1(A) = ¢ 1(B) implikuje
p(A) = u(B) dla kazdych A, B € . W szczegdlnodei, jesli A C Q\ ¢(Q), to
e H(A) =0 = ¢ (D), czyli u(A) = p(0) = 0. Zatem ¢ jest p-prawie surjekcja.

Zatozmy teraz, ze ¢ jest u-prawie surjekcja. Dla dowolnych A, B € X
takich, ze o1 (A) = ¢ 1(B) mamy ANp() = BNp(Q), skad A\ B,B\ A C
Q\ p(). Zatem p(AAB) = p(A\ B) + u(B\ A) = 01 w konsekwencji
p(A) = p(B). Czyli funkcja p o ¢ poprawnie okreslona. Ponadto, uo p(f)) =
wu(p™1(0)) = p(@) = 0 oraz jesli zbiory {¢ ' (A,)}2, C ¢ (X)), sa parami
roztaczne, to zbiory {A4,}7°, C ¥ sa parami roztaczne z dokladnoscia do
zbioréw miary zero, tzn. dla m # n mamy

1(An N A) = (o) (™ (An N Ap)) = (no @)@ (An) N~ (An))

= (poe)0) =0
Stad
o)L 7 (4) = (o @ (U 4) = n(UJ 40 = 3 ).
Czyli (i o @) jest miara. O

Uwaga 4.16. Miare p o ¢, ktora istnieje, gdy ¢ jest p-prawie surjekcja, na-
zywamy cofnieciem miary (i za pomoca .

Lemat 4.17 (Zamiana zmiennych I1). Zaldimy, Ze ¢ jest u-prawie surjekcjq.
Funkcja f : Q — F jest p-catkowalna wtedy v tylko wtedy f o ¢ jest p o p-
catkowalna, oraz wtedy

[rdu=[1oeduog).

DowOD. Wykorzystamy metode stopniowej komplikacji.
(). Niech f =14 dla A € ¥. Zauwazmy, ze

[ fegaor) = [1aopdiuop) = [ Loamdluey)

ZMOw(w’l(A)) Zu(A)Z/QllAdMZ/Qfdu-

Zatem o ile pierwsza lub ostatnia catka jest skonczona, to mamy teze.
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(ii). Niech f = Y% ,a; - 14,, bedzie funkcja prosta. Wtedy na mocy (i)
mamy

/QfOSOdQLOSD):/Q(iZ:;ai‘]lAi)OQOd(HOQO)Ziz:;ai/Q]lAZ_ogpd(MoSp)
ZiZ:;aiAﬂAidu:A(gai-ﬂAi) dM:/Qfd/b

oraz analogicznie jak w(i) otrzymujemy teze.
(iii). Niech f = lim, . fn, gdzie f, jest funkcja prosta. Korzystajac z (ii)
i Twierdzenia 1.1 (Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej) otrzymujemy

/fosoduoso /hm faopd(pop)= lim/fnosod(ﬂw)
—JQ

= lim [ fodp= [ lim fodp= [ fdu,
oraz analogicznie jak w (i) otrzymujemy teze. O

Twierdzenie 4.18. Dla dowolnej miary p, dowolnego p € [1,00) i funkcji
mierzalnych ¢ : Q@ — Q oraz o : Q — F, gdzie u(A) = oo wtedy i tylko wtedy,
gdy u(e~1(A)) = oo, wazony operator kompozycji

(0T, (F))(@) == o(x) f(p(x)),

jest poprawnie okreslong izometrig o1, : L,(11) — L,(1) <= ¢ jest p-prawie

surjekcjq po <K pil,-1(x) oraz quasi-pochodna Radona-Nikodyma #"1@() jest
(2

zwigzana 2 0 zaleznoscig

du o
E(lol - 1507\ () = ——F .15, BeF,
dple-1(5)

—1l(m)"

Dowop. Nasze zalozenie na ¢ oznacza, ze Fy _, - = {p71(A): Ae F,}.
—".Jesi Ae F, tols € L,(n)istad, ze o1, jest izometria, to

p(A) = 24l = leTotally = [ ol du.
e71(A)

Dla dowolnego mierzalnego A C Q \ ¢(Q2) mamy p(A) = 0. Rzeczywiscie,
¢ '(A) = 0 implikuje, ze A € F,, (bo pu(p(A)) =0 < 00) 1 wtedy powyzsza
réwnos$¢ implikuje, ze p(A) = 0. Czyli ¢ jest p-prawie surjekcja. Co wiecej,
skoro dla A € F, mamy

[y e dn = ) = (0 )07 (),

t0 10 X 1w oraz BJol? 1plp™ (2) = 72— 1, dla B = o7(4) €
Fu

o102y
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w<==". Niech f € L,(u) bedzie funkcja prosta f = >.7_, arla,, gdzie
{A)}}_, sa parami rozlaczne. Z catkowalnosci f wynika, ze A, € F,, dla
=1,...,n. Zatem

IoTofly = [, 3 lovllol Lo pdp =S Jael [ el di
k=1
G duoso
=Sl |, = zw () = 111,
k=1

H(Ak) dﬂ|<ﬁ

Czyli T, jest poprawnie okreslona izometrig na przestrzeni funkcji prostych
S(pn) € Ly(p). Jako ze S(u) jest gesta podprzestrzenig L,(i), to operator
T, : S(p) — Ly(p) przediuza sie jednoznacznie do operatora izometrycznego
Ty« Ly(p) — Ly(p). 0
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