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Problem badawczy:

1. W jakim stopniu epidemiologiczny model SIR poprawnie przewiduje 
przebieg pandemii koronawirusa w Polsce?

2. Jakimi metodami można ulepszyć ten model tak aby zwiększyć jego 
efektywność?

Hipoteza: 

SIR model jest najprostszym modelem epidemiologicznym , dlatego jego 
przewidywania są niepoprawne. 



Podstawowe informacje o Modelu SIR

Zmiennymi zależnymi w modelu SIR są trzy różne grupy , na które została podzielona 

populacja Polski :

1. S(t):(ang. susceptible) Ilość osób podatnych na zakażenie wirusem.

2. I(t): (ang. infected) Ilość osób zainfekowanych, którzy chorują i roznoszą infekcję

3. R(t): (ang. removed) Ilość osób ozdrowiałych. Do tej grupy zaliczamy osoby, które 

wyzdrowiały i nabyły odporność po przejściu infekcji, osoby zaszczepione, jak 

również osoby zmarłe.

Zmienną niezależną jest czas oznaczony jako t, mierzony w dniach.   



Wszystkie funkcje dziele przez N, aby uprościć obliczenia. 
Otrzymane ułamki wskazują na część całej populacji jaką 
stanowi dana grupa.



Model SIR przyjmuje założenia, które są w większości nierealistyczne:

1. Liczebność populacji jest stała: S(t)+ I(t)+R(t)= N = const 

2. Populacja jest  wymieszana. Oznacza to, że każda osoba, należąca do jednej z 

trzech grup na jakie została podzielona populacja, ma jednakowe 

prawdopodobieństwo spotkania osoby z innej grupy. 

3. Populacja jest odizolowana, co znaczy, że: migracja do/z kraju czy przyrost 

naturalny jest zaniedbany. 

4. Zakłada się także, że osoba, która wyzdrowiała, czyli ta która przeszła z grupy I(t) 

do R(t), ma trwałą odporność przeciwko kolejnej infekcji. 



W modelu SIR rozważa się również dwa współczynniki, które 
są stałe przez cały badany okres

1. Współczynnik zaraźliwości, czyli tempa zarażania. Kontroluje on  liczbę rzeczywistych 

zakażeń wynikających z każdego spotkania osób zainfekowanych i zdrowych. 

2. Współczynnik zgonów/zdrowienia, gdzie T to liczba dni, podczas których osoba 

zainfekowana może potencjalnie zarażać inne osoby. 



Schemat rozwoju infekcji według modelu SIR 
wraz z omówionymi współczynnikami :



Równania różniczkowe pierwszego rzędu opisujące dynamikę zmian liczby
osób zdrowych, zainfekowanych i wyzdrowiałych/zmarłych wraz z 
wyjaśnieniami

Równanie 1 opisuje zależność między tempem zmian w 

grupie S a bieżącą sytuacją w populacji. Ujemny iloczyn 

oznacza, że liczba osób zdrowych zmniejsza się na rzecz 

przyrostu osób zakażonych.

Równania 1 i 2 przedstawiają relacje między liczbą osób 

zarażonych wirusem a ilością osób  podatnych na infekcje. 

Każdy spadek w liczbie osób zdrowych odpowiada 

wzrostowi w liczbie osób zakażonych. 

Równanie 3 przedstawia przyrost osób wyzdrowiałych 

bądź zmarłych, czyli tych którzy opuścili grupę I, 

współczynnik zgonów/zdrowienia jest przez cały czas 

dodatni, dlatego wielkość tej grupy rośnie.
Równanie 4 opisuje założenie, że 
liczebność populacji (N) jest stała i nie 
zmieni się w czasie.



Metoda Eulera (Metoda ta pozwala na znalezienie przybliżonego rozwiązania)

Metoda numeryczna rozwiązywania równań różniczkowych pierwszego 
rzędu postaci:

Załóżmy, że znamy wartości xn i yn .  Aby wyznaczyć współrzędne kolejnego punktu  

korzystamy z poniższych formuł rekurencyjnych, które pomagają uzyskać przybliżone 

oszacowanie nowej wartości xn+1 i yn+1 dla dostatecznie małego kroku h:



Zastosowanie metody Eulera do rozwiązania równań 
modelu SIR:



Użycie danych epidemiologicznych z Polski

Po podzieleniu przez N 
(ludność Polski):

24 marca zanotowano 901 osób zakażonych koronawirusem, 10 osób wyzdrowiałych i 1 śmierć z powodu 
zakażenia. Dlatego:

Według informacji udzielonej przez WHO, 
okres dni podczas których osoby mogą 
potencjalnie zarazić inne osoby to 14 dni, 
dlatego współczynnik zdrowienia/śmierci 
wynosi:

Według przewidywań 
publikacji (Orzechowska & 

Bednarek, 2020) 

współczynnik zaraźliwości 

wynosi:

S to podatni na zakażenia, I zainfekowani , a R to zmarli bądź wyzdrowiali.



Algorytm obliczeń wprowadzony do google 
sheets, aby utworzyć wykres modelu SIR: 



Przeprowadzenie eksperymentu: wykres modelu SIR ukazujący zmiany w 
czasie w poszczególnych grupach populacji Polski (osób zdrowych, 

zainfekowanych i wyzdrowiałych/zmarłych)



Weryfikacja hipotezy: Porównanie przewidywań modelu SIR do 
prawdziwych danych z Polski

Zmiany w liczbie osób 

zarażonych koronawirusem 

w Polsce proponowany 

przez model SIR z dwoma 

wartościami beta nie 

pokrywa się z wykresem 

prawdziwych przypadków. 

To sugeruje, że 

przewidywania modelu SIR 

są nieprawidłowe. 



Propozycja metody ulepszającej przewidywania 
modelu SIR

Proponuję posłużenie się metodą iteracji wyszukiwania dziesiętnego, w którym 

systematycznie zwiększam liczbę miejsc po przecinku (do 4 miejsc) w celu znalezienia 

wartości parametru beta, tak aby jak najdokładniej dopasowywał model SIR do danych 

z Polski.



Metoda wyszukiwania dziesiętnego
Zaczynam od wartości z jednym miejscem po przecinku i zwiększam wartości o odstęp 0.1: 0.1, 0.2, 0.3, 0.3…
Z wcześniejszych wykresów obserwuję, że wartości 0.2 i 0.3 generują niepoprawny model, dlatego wybieram
wartość beta równe 0.1. Ze względu na duży błąd procentowy i bezwzględny przy tej wartości (ukazanej w tabeli
w następnym slajdzie), wnioskuję, że współczynnik ten powinien być równy wartości pomiędzy 0 a 0.1.

Kontynuuje zwiększanie miejsc po przecinku: zwiększam wartości o przedział 0.01: 0.01, 0.02, 0.03…. Błąd
procentowy i bezwzględny wskazuje, że wartość beta 0.09 jest najbardziej poprawna, dlatego zachowuję
wartość 0.09 i kontynuuje zwiększanie miejsc po przecinku używając przedziału 0.001: 0.091, 0.092, 0.093…

Wartość, która okazuje się najbardziej dokładna jest 0.096. Stosując iteracje powyższej procedury poszukuje
wartości beta do czterech miejsc po przecinku stosując odstęp 0.0001: 0.0961, 0.0962, 0.0963…

Błąd procentowy w dwustym dniu badania okazuje się być najmniejszy dla wartości 0.0966, dlatego stwierdzam
tą wartość za najbardziej dokładną do 4 miejsc po przecinku, a wykres obrazujący jest przedstawiony
w kolejnych slajdach.



Zastosowanie iteracji wyszukiwania dziesiętnego aby 
dopasować wartość współczynnika beta 



Wykres ulepszonego modelu SIR 



Ocena dotychczasowej metody 

Zastosowana przeze mnie metoda generuje model SIR z poprawnymi 

przewidywaniami tylko dla ostatnich 10 dni okresu 200 dni. Podczas 

pozostałych dni okresu badania, liczba przewidywanych przypadków 

zakażeń przez model znacznie odbiega od prawdziwych danych. Dlatego, 

kontynuuje ulepszanie modelu. 



Wprowadzenie współczynnika 
zaraźliwości zmiennego w 
czasie jako metoda ulepszenia 
przewidywań modelu
Okres 200 dni od 24 marca dzielę na 20 równych 

przedziałów o długości 10 dni. Następnie dla 

każdego okresu czasu stosuję tę samą metodę 

systematycznego wyszukiwania dziesiętnego. 

Prowadzi to do otrzymania 20 różnych wartości 

parametru beta, które pozwalają mi na utworzenie 

modelu SIR z niewielkim błędem procentowym. 

(Świadczy to o dokładności ulepszonego modelu 

SIR, a zarazem o osiągnięciu większej efektywności 

po wprowadzonej metody wyszukiwania 

dziesiętnego). 

Wykres ostatecznie ulepszonego modelu SIR 

porównany z prawdziwymi danymi ukazany jest 

w następnym slajdzie.





Wnioski i zakończenie
1. Początkowo stworzony podstawowy model SIR przewiduje rozprzestrzenianie się

koronawirusa w sposób niepoprawny (co demonstruje wykres porównujący model i
prawdziwe dane – slajd 14) i to potwierdza moją hipotezę.

2. Propozycja ulepszająca model, czyli zastosowanie zmiennego w czasie współczynnika
zaraźliwości okazuje się efektywną metodą (biorąc pod uwagę mały błąd procentowy
ulepszonego modelu). Jednakże to podejście także ma wyraźne wady:

 10-dniowe przedziały czasu nie wpisują się w realne zmiany obostrzeń w Polsce, lecz są one systematycznie
zmieniane, aby zminimalizować błąd modelu. Dodatkowo: czym mniejsze przedziały czasu na przykład 5-
dniowe okresy, a nawet mniejsze, wygenerowałyby model z mniejszymi błędami bezwzględnymi i
procentowymi (jest to szczególnie zaobserwowane w ostatnich 40 dniach okresu badanego).

3. Mimo wprowadzonych ulepszeń zwiększającej efektywność modelu SIR należy
pamiętać, że model ten zawiera mnóstwo założeń, które nie są realistyczne, dlatego
proponowana hipoteza, mówiąca o niepoprawności przewidywań modelu SIR, nawet
w świetle wprowadzonych ulepszeń, jest słuszna.
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