
Wyk lad 1

Podstawowe struktury algebraiczne

1 Dzia lanie w zbiorze

Maj ↪ac dane dowolne dwa przedmioty a, b możemy z nich utworzyć par ↪e uporz ↪adkowan ↪a (a, b)
o poprzedniku a i nast ↪epniku b.

Warunek na równość par uporz ↪adkowanych:

(a, b) = (c, d)⇐⇒ (a = c i b = d).

Iloczynem kartezjańskim zbiorów A i B nazywamy zbiór A×B wszystkich par uporz ↪adkowa-
nych (a, b) takich, że a ∈ A i b ∈ B.

Definicja 1.1. Dzia laniem w niepustym zbiorze A nazywamy każde odwzorowanie zbioru
A× A w zbiór A. Jeżeli ◦ jest dzia laniem w zbiorze A i a, b ∈ A, to ◦((a, b)) oznaczamy przez
a ◦ b i nazywamy wynikiem dzia lania ◦ na parze (a, b).

Dzia lania b ↪edziemy oznaczali symbolami: ◦, ·, +, ⊕, itd.

Dzia laniu w zbiorze skończonym A można przyporz ↪adkować tabelk ↪e wpisuj ↪ac w lewym górnym
rogu oznaczenie dzia lania i wypisuj ↪ac dwukrotnie elementy zbioru A: raz w pierwszym rz ↪edzie
poziomym i raz w pierwszym rz ↪edzie pionowym, a nast ↪epnie wpisuj ↪ac na przeci ↪eciu rz ↪edu pozio-
mego odpowiadaj ↪acego elementowi a i rz ↪edu pionowego odpowiadaj ↪acego elementowi b wynik
omawianego dzia lania na parze (a, b). Odwrotnie, każda tabelka, która w pierwszym rz ↪edzie po-
ziomym i pierwszym rz ↪edzie pionowym zawiera wszystkie elementy danego skończonego zbioru
A napisane tylko jeden raz, a na pozosta lych miejscach ma wpisane w dowolny sposób pewne
elementy zbioru A, określa w A dzia lanie. Wynikiem tego dzia lania na parze (a, b) jest element
stoj ↪acy w rz ↪edzie poziomym odpowiadaj ↪acym a i rz ↪edzie pionowym odpowiadaj ↪acym b. Wy-
nika st ↪ad w szczególności, że w zbiorze n-elementowym można określić dok ladnie nn2

różnych
dzia lań.

Przyk lad 1.2. Niżej podajemy tabelki wszystkich możliwych dzia lań w zbiorze 2-elemento-
wym A = {0, 1}:
◦1 0 1
0 0 0
1 0 0

,
◦2 0 1
0 1 0
1 0 0

,
◦3 0 1
0 0 1
1 0 0

,
◦4 0 1
0 0 0
1 1 0

,
◦5 0 1
0 0 0
1 0 1

,
◦6 0 1
0 0 0
1 1 1

,

◦7 0 1
0 1 1
1 0 0

,
◦8 0 1
0 0 1
1 1 0

,
◦9 0 1
0 0 1
1 0 1

,
◦10 0 1
0 1 0
1 1 0

,
◦11 0 1
0 1 0
1 0 1

,
◦12 0 1
0 0 1
1 1 1

,

◦13 0 1
0 1 0
1 1 1

,
◦14 0 1
0 1 1
1 0 1

,
◦15 0 1
0 1 1
1 1 0

,
◦16 0 1
0 1 1
1 1 1

.
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Niech ◦ b ↪edzie dzia laniem w zbiorze A. Powiemy, że
(1) dzia lanie ◦ jest  l ↪aczne, jeżeli (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c), dla dowolnych a, b, c ∈ A,
(2) dzia lanie ◦ jest przemienne, jeżeli a ◦ b = b ◦ a, dla dowolnych a, b ∈ A,
(3) e ∈ A jest elementem neutralnym dzia lania ◦, jeżeli e ◦ a = a ◦ e = a, dla każdego a ∈ A.

Można wykazać, że jeśli dzia lanie ◦ w zbiorze A jest  l ↪aczne, to wynik tego dzia lania na uk ladzie
elementów a1, . . . , an ∈ A nie zależy od sposobu rozmieszczenia nawiasów. Na przyk lad

(a1 ◦ (a2 ◦ a3)) ◦ a4 = (a1 ◦ a2) ◦ (a3 ◦ a4) = a1 ◦ (a2 ◦ (a3 ◦ a4)) =
= a1 ◦ ((a2 ◦ a3) ◦ a4) = ((a1 ◦ a2) ◦ a3) ◦ a4.

Pozwala to na pomijanie nawiasów i używanie zapisu a1 ◦ a2 ◦ . . . ◦ an dla dowolnej liczby
naturalnej n.

Uwaga 1.3.  Latwo zauważyć, że dzia lanie w zbiorze skończonym jest przemienne wtedy i
tylko wtedy, gdy jego tabelka jest symetryczna wzgl ↪edem g lównej przek ↪atnej. W szczególności
w zbiorze n-elementowym istnieje dok ladnie n

n(n+1)
2 różnych dzia lań przemiennych. Spośród

dzia lań z przyk ladu 1.2 przemiennymi s ↪a zatem jedynie ◦1, ◦2, ◦5, ◦8, ◦11, ◦12, ◦15, ◦16.

Uwaga 1.4. Każde dzia lanie w zbiorze A może posiadać co najwyżej jeden element neutralny.
Rzeczywíscie, niech e i f b ↪ed ↪a elementami neutralnymi dzia lania ◦ w zbiorze A. Wtedy w
szczególności e ◦ a = a oraz b ◦ f = b dla dowolnych a, b ∈ A. Podstawiaj ↪ac a = f i b = e

uzyskamy st ↪ad, że e ◦ f = f i e ◦ f = e, sk ↪ad e = f . Spośród dzia lań z przyk ladu 1.2 element
neutralny posiadaj ↪a jedynie ◦5, ◦8, ◦11, ◦15, ◦12.

Uwaga 1.5. Po dość uci ↪ażliwych rachunkach można sprawdzić, że spośród wszystkich dzia lań
z przyk ladu 1.2  l ↪acznymi s ↪a jedynie ◦1, ◦5, ◦6, ◦8, ◦9, ◦11, ◦12, ◦16. Przy sprawdzaniu prawdziwości
formu ly (a ◦ (b ◦ c) = a ◦ (b ◦ c) mamy aż 8 przypadków!

Przyk lad 1.6. Ważnymi w informatyce dzia laniami s ↪a tzw. dodawanie i mnożenie
modulo n. Mianowicie, niech n > 1 b ↪edzie ustalon ↪a liczb ↪a naturaln ↪a i niech Zn = {0, 1, . . . , n−
1} b ↪edzie zbiorem wszystkich reszt z dzielenia liczb ca lkowitych przez n. Wtedy zbiór Zn ma
dok ladnie n elementów. Dodawanie modulo n definiujemy dla a, b ∈ Zn przy pomocy wzoru:

a +n b = reszta z dzielenia a + b przez n. (1)

Natomiast mnożenie modulo n definiujemy dla a, b ∈ Zn nast ↪epuj ↪aco:

a ·n b = reszta z dzielenia a · b przez n. (2)

Nietrudno jest pokazać, że oba te dzia lania s ↪a przemienne i  l ↪aczne oraz posiadaj ↪a element
neutralny 0 i 1 odpowiednio. Niżej podajemy tabelki dzia lań +5 i ·5:

+5 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

·5 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1
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2 Grupy

Definicja 1.7. Uk lad (A, ◦1, . . . , ◦n, e1, . . . , ek), w którym A jest niepustym zbiorem,
◦1, . . . , ◦n s ↪a dzia laniami w zbiorze A, zaś e1, . . . , ek ∈ A s ↪a wyróżnionymi elementami zbioru A

nazywamy struktur ↪a algebraiczn ↪a.

Definicja 1.8. Struktur ↪e algebraiczn ↪a (G, ◦, e) nazywamy grup ↪a, jeżeli spe lnia nast ↪epuj ↪ace
warunki (aksjomaty grupy):

G1. a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c, dla dowolnych a, b, c ∈ G (tzn. dzia lanie ◦ jest  l ↪aczne) .
G2. a ◦ e = e ◦ a = a, dla każdego a ∈ G ( tzn. e jest elementem neutralnym dzia lania ◦).
G3. dla każdego a ∈ G istnieje x ∈ G taki, że a ◦ x = x ◦ a = e.

Definicja 1.9. Mówimy, że grupa (G, ◦, e) jest abelowa, jeżeli dzia lanie ◦ jest przemienne.

Uwaga 1.10. W dowolnej grupie (G, ◦, e) zachodz ↪a prawa skracania równości:
(I) ∀a,b,c∈G [a ◦ b = a ◦ c⇒ b = c] oraz (II) ∀a,b,c∈G [b ◦ a = c ◦ a⇒ b = c].

Rzeczywíscie, na mocy (G3) istnieje x ∈ G taki, że x ◦ a = a ◦ x = e, wi ↪ec jeżeli a ◦ b = a ◦ c,
to x ◦ (a ◦ b) = x ◦ (a ◦ c), sk ↪ad z (G1) (x ◦ a) ◦ b = (x ◦ a) ◦ c, czyli e ◦ b = e ◦ c. Zatem z (G2)
b = c, co dowodzi (I). Dowód (II) jest analogiczny.

Uwaga 1.11. Element x w aksjomacie (G3) jest wyznaczony jednoznacznie przez element a,
gdyż jeżeli dodatkowo y ∈ G spe lnia warunek a◦y = y◦a = e, to a◦x = a◦y, wi ↪ec z uwagi 1.10,
x = y. Ten dok ladnie jeden element x nazywamy elementem odwrotnym (przeciwnym)
do a i oznaczamy przez a−1 (przez −a, gdy ◦ = +). Z uwagi 1.10 wynika od razu, że x jest
elementem odwrotnym do a wtedy i tylko wtedy, gdy a ◦ x = e. Ponieważ a−1 ◦ a = e, wi ↪ec a

jest elementem odwrotnym do a−1, sk ↪ad mamy wzór

(a−1)−1 = a dla każdego a ∈ G.

Ponadto dla dowolnych a, b ∈ G zachodzi wzór:

(a ◦ b)−1 = b−1 ◦ a−1.

Rzeczywíscie, wystarczy zauważyć, że (a ◦ b) ◦ (b−1 ◦ a−1) = e. Z  l ↪aczności dzia lania ◦ mamy
(a ◦ b) ◦ (b−1 ◦ a−1) = ((a ◦ b) ◦ b−1) ◦ a−1 = (a ◦ (b ◦ b−1)) ◦ a−1 = (a ◦ e) ◦ a−1 = a ◦ a−1 = e.

I. Niech (G, ·, e) b ↪edzie grup ↪a. Wówczas dla a ∈ G, a−1 jest elementem odwrotnym do a.
Ca lkowit ↪a pot ↪eg ↪e elementu a określamy nast ↪epuj ↪aco:
1. a0 = e,
2. a1 = a,
3. an+1 = an · a dla n = 1, 2, . . .

4. a−n = (a−1)n dla n = 1, 2, . . .

Zatem dla n = 1, 2, . . .

an = a · a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
n

.

Można udowodnić, że dla dowolnych liczb ca lkowitych m, n i dla każdego a ∈ G zachodz ↪a
wzory:
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(1) an · am = an+m oraz (2) (an)m = anm.

Ponadto jeżeli a, b ∈ G s ↪a takie, że a · b = b ·a, to dla dowolnego ca lkowitego n zachodzi wzór:

(a · b)n = an · bn.

Zapis użyty w I nazywamy multiplikatywnym (od  lacińskiego mutiplicare — mnożyć). W tym
zapisie cz ↪esto element neutralny e oznacza si ↪e przez 1, chociaż nie musi to być liczba naturalna
1.

II. Niech (G, +, 0) b ↪edzie grup ↪a abelow ↪a. Wówczas dla a ∈ G, −a jest elementem przeciwnym
do a. Ca lkowit ↪a wielokrotność elementu a określamy nast ↪epuj ↪aco:
1’. 0 · a = 0,
2’. 1 · a = a,
3’. (n + 1) · a = n · a + a dla n = 1, 2, . . .

4’. (−n) · a = n · (−a) dla n = 1, 2, . . .

Taki zapis nazywamy addytywnym (od  lacińskiego addere — dodawać) i z regu ly jest on
stosowany jedynie w przypadku grup abelowych. W tym zapisie element neutralny grupy jest
oznaczany przez 0, chociaż nie musi to być liczba ca lkowita 0.

Z I wynika, że dla dowolnych liczb ca lkowitych m, n i dla każdego a ∈ G zachodz ↪a wzory:

(1)’ n · a + m · a = (n + m) · a oraz (2)’ n · (m · a) = (nm) · a.

Jeżeli napiszemy niech G b ↪edzie grup ↪a, to b ↪edziemy mieli na myśli grup ↪e multiplikatywn ↪a z
dzia laniem oznaczonym kropk ↪a, któr ↪a — tak jak w przypadku wyrażeń algebraicznych — cz ↪esto
b ↪edziemy pomijać.

Przyk lad 1.12. Niech n ∈ N oraz X = {1, 2, . . . , n}. Przypomnijmy, że każd ↪a bijekcj ↪e
f : X → X nazywamy permutacj ↪a zbioru X. Niech Sn oznacza zbiór wszystkich permutacji
zbioru X. Wówczas Sn ze zwyk lym sk ladaniem przekszta lceń i przekszta lceniem tożsamościo-
wym idX tworzy grup ↪e. Nazywamy j ↪a grup ↪a permutacji zbioru n-elementowego. 2

Przyk lad 1.13. Niech n > 1 b ↪edzie dowoln ↪a liczb ↪a naturaln ↪a. Wówczas (Zn, +n, 0) jest
grup ↪a abelow ↪a, któr ↪a b ↪edziemy oznaczali przez Z+

n . Zauważmy, że −0 = 0, zaś dla 0 6= a ∈ Zn

mamy, że −a = n− a, czyli n− a jest elementem przeciwnym do a.

Definicja 1.14. Podgrup ↪a grupy (G, ·, e) nazywamy taki podzbiór H ⊆ G, że e ∈ H,
h−1 ∈ H dla każdego h ∈ H oraz h1 · h2 ∈ H dla dowolnych h1, h2 ∈ H.

Stwierdzenie 1.15. Niech (G, ·, e) b ↪edzie grup ↪a. Podzbiór H ⊆ G jest podgrup ↪a grupy G

wtedy i tylko wtedy, gdy H tworzy grup ↪e ze wzgl ↪edu na ograniczenie do H dzia lania ·.

Definicja 1.16. Niech a b ↪edzie elementem grupy (G, ·, e). Jeżeli istnieje liczba naturalna
k taka, że ak = e, to najmniejsz ↪a tak ↪a liczb ↪e naturaln ↪a k nazywamy rz ↪edem elementu a.
W przeciwnym przypadku (tzn. gdy an 6= e dla każdego n ∈ N) mówimy, że rz ↪ad elementu a

jest równy ∞ (nieskończoność). Rz ↪ad elementu a oznaczamy przez o(a).
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3 Pierścienie i cia la

Definicja 1.17. Pierścieniem nazywamy system algebraiczny (P, +, ·, 0, 1) taki, że
P1. (P, +, 0) jest grup ↪a abelow ↪a;
P2. a · (b + c) = a · b + a · c dla dowolnych a, b, c ∈ P ;
P3. a · (b · c) = (a · b) · c dla dowolnych a, b, c ∈ P ;
P4. a · 1 = a dla każdego a ∈ P ;
P5. a · b = b · a dla dowolnych a, b ∈ P .

Dzia lanie oznaczane przez + nazywamy dodawaniem, zaś dzia lanie oznaczane przez · nazy-
wamy mnożeniem, natomiast element oznaczony symbolem 1 nazywamy jedynk ↪a pierścienia
P . Grup ↪e abelow ↪a (P, +, 0) nazywamy grup ↪a addytywn ↪a pierścienia P i oznaczamy przez
P+.

Niech (P, +, ·, 0, 1) b ↪edzie pierścieniem. Wówczas możemy w P określić odejmowanie przyj-
muj ↪ac dla dowolnych a, b ∈ P :

a− b = a + (−b). (3)

Zachodz ↪a też nast ↪epuj ↪ace w lasności:
1. ∀a∈P a · 0 = 0 · a = 0.
Dowód. Ponieważ 0 = 0 + 0, wi ↪ec na mocy P2: a · 0 = a · (0 + 0) = a · 0 + a · 0, czyli

a · 0 + 0 = a · 0 + a · 0, sk ↪ad z prawa skracania w grupach abelowych mamy, że a · 0 = 0. Zatem
na mocy P5 także 0 · a = 0. 2

2. ∀a,b∈P −(a · b) = (−a) · b = a · (−b).
Dowód. Na mocy P2 i 1 mamy, że a · b + a · (−b) = a · [b + (−b)] = a · 0 = 0, sk ↪ad

a · (−b) = −(a · b). St ↪ad na mocy P5: −(a · b) = −(b · a) = b · (−a) = (−a) · b. 2

3. ∀a,b,c∈P (a + b) · c = a · c + b · c.
Dowód. Na mocy P5, P2 i znowu P5 mamy, że (a+ b) · c = c · (a+ b)c ·a+ c · b = a · c+ b · c.

2

4. ∀a∈P (−1) · a = a · (−1) = −a.
Dowód. Na mocy P4 i P5 mamy, że a = a ·1 = 1 ·a, wic z 2 i P5, −a = −(a ·1) = a ·(−1) =

(−1) · a. 2

5. ∀a,a1,...,an∈P a · (a1 + . . . + an) = a · a1 + . . . + a · an.
Dowód. Indukcja wzgl ↪edem n. Dla n = 2 teza wynika z P2. Za lóżmy, że teza zachodzi dla

pewnej liczby naturalnej n ≥ 2 i niech a1, . . . , an, an+1 ∈ P . Wtedy na mocy P2 i za lożenia
indukcyjnego: a · (a1 + . . . + an + an+1) = a · [(a1 + . . . + an) + an+1] = a · (a1 + . . . + an) +
+a · an+1 = a · a1 + . . . + a · an + a · an+1, czyli teza zachodzi dla liczby n + 1. 2

6. ∀a,b,c∈P a · (b− c) = a · b− a · c.
Dowód. Z określenia odejmowania, z P2, z 2 i znowu z określenia odejmowania mamy, że

a · (b− c) = a · (b + (−c)) = a · b + a · (−c) = a · b + (−(a · c)) = a · b− a · c. 2

Ponieważ (P,+, 0) jest grup ↪a abelow ↪a, wi ↪ec ma sens ca lkowita wielokrotność k · a elementu
a ∈ P przez liczb ↪e ca lkowit ↪a k. Z teorii grup mamy zatem nast ↪epuj ↪ace w lasności:

7. ∀a∈P∀n,m∈Z n · (m · a) = (nm) · a.
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8. ∀a∈P∀n,m∈Z (n + m) · a = n · a + m · a.
9. ∀a,b∈P∀n∈Z n · (a + b) = n · a + n · b.
Można także udowodnić nast ↪epuj ↪ac ↪a w lasność:
10. ∀a,b∈P∀n∈Z n · (a · b) = (n · a) · b = a · (n · b).
W pierścieniu P możemy też określić nieujemn ↪a ca lkowit ↪a pot ↪eg ↪e dowolnego elementu a ∈ P

przyjmuj ↪ac, że:
a0 = 1, a1 = a oraz dla n ∈ N: an+1 = an · a (czyli an = a · . . . · a︸ ︷︷ ︸

n

).

Przez prost ↪a indukcj ↪e możemy wówczas udowodnić nast ↪epuj ↪ace w lasności:
11. ∀a∈P∀n,m∈N an · am = an+m.
12. ∀a∈P∀n,m∈N (an)m = anm.

13. ∀a,b∈P∀n∈N (a + b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
an−kbk.

Przyk lad 1.18. Podstawowym i wzorcowym przyk ladem pierścienia jest pierścień liczb
ca lkowitych Z. Bardzo ważn ↪a rol ↪e w informatyce odgrywaj ↪a pierścienie reszt modulo liczba
naturalna n > 1. Mianowicie s ↪a to pierścienie (Zn, +n, ·n, 0, 1), które b ↪edziemy oznaczali przez
Zn.

Definicja 1.19. Mówimy, że element a pierścienia P jest odwracalny, jeżeli istnieje b ∈ P

takie, że a · b = 1. Element b nazywamy w tej sytuacji elementam odwrotnym do elementu
a i oznaczamy przez a−1. Zbiór wszystkich elementów odwracalnych pierścienia P oznaczamy
przez P ∗.

Twierdzenie 1.20. Dla dowolnego pierścienia (P, +, ·, 0, 1) system algebraiczny (P ∗, ·, 1)
jest grup ↪a abelow ↪a.

Przyk lad 1.21. Dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 wykazuje si ↪e, że

Z∗n = {a ∈ Zn : NWD(a, n) = 1}.

W szczególności Z6 = {1, 5}, Z9 = {1, 2, 4, 5, 7, 8}. W pierścieniu Z5 mamy, że 2−1 = 3, bo
2 ·5 3 = 1. Natomiast w pierścieniu Z9 mamy, że 2−1 = 5, gdyż 2 ·9 5 = 1. W celu wyznaczenia
elementu odwrotnego do 5 w pierścieniu Z13 można pos lużyć si ↪e tabelk ↪a:

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
5 ·13 x 5 10 2 7 12 4 9 1

,

z której odczytujemy, że 5−1 = 8. Tak wi ↪ec obliczamy po kolei 5 ·13 1, 5 ·13 2, itd, aż dochodzimy
do 5 ·13 8 = 1 i kończymy nasz algorytm wypisuj ↪ac 5−1 = 8.

Definicja 1.22. Cia lem nazywamy taki pierścień (K, +, ·, 0, 1), że zbiór K ma co najmniej
dwa elementy oraz każdy niezerowy element należ ↪acy do K jest odwracalny.

Przyk lad 1.23. Można wykazać, że dla dowolnej liczby pierwszej p pierścień Zp jest cia lem.
Natomiast dla liczb naturalnych z lożonych n pierścień Zn nie jest cia lem.
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Przyk lad 1.24. Zbiory: liczb wymiernych i liczb rzeczywistych, ze zwyk lym mnożeniem
i dodawaniem liczb tworz ↪a cia la. Nazywamy je odpowiednio cia lem liczb wymiernych i
cia lem liczb rzeczywistych oraz oznaczamy przez Q i R odpowiednio.

Dzielenie przez niezerowe elementy w ciele K określamy wzorem:

a
b = a · b−1

dla dowolnych a, b ∈ K, b 6= 0.
W lasności dzia lań w dowolnym ciele K s ↪a analogiczne jak w ciele R. W szczególności dla

a, b ∈ K \ {0} mamy, że a · b 6= 0.

Przyk lad 1.25 (Cia lo liczb zespolonych). Podamy konstrukcj ↪e bardzo ważnego w alge-
brze cia la C zwanego cia lem liczb zespolonych. W zbiorze R×R wprowadzamy dzia lania +
i · przy pomocy wzorów:

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2), (4)

(a1, b1) · (a2, b2) = (a1 · a2 − b1 · b2, a1 · b2 + a2 · b1), (5)

dla dowolnych a1, a2, b1, b2 ∈ R. Bez wi ↪ekszego problemu można sprawdzić, że system algebra-
iczny (R×R, +, ·, (0, 0), (1, 0)) jest pierścieniem, przy czym zerem jest (0, 0), zaś jedynk ↪a (1, 0)
oraz dla a, b ∈ R zachodzi wzór:

−(a, b) = (−a,−b).

Jeżeli (0, 0) 6= (a, b) ∈ R × R, to a2 + b2 > 0 oraz (a, b) ·
(

a
a2+b2

, −b
a2+b2

)
= (1, 0). Zatem mamy

wzór

(a, b)−1 =
(

a

a2 + b2
,
−b

a2 + b2

)
.

Wobec tego system algebraiczny (R × R, +, ·, (0, 0), (1, 0)) jest cia lem. Nazywamy je cia lem
liczb zespolonych i oznaczamy przez C. Elementy cia la C nazywamy liczbami zespolonymi
i oznaczamy literami: z, w, z1, z2. Geometrycznie liczby zespolone można wi ↪ec traktować jako
punkty na p laszczyźnie. Ze wzoru (4) wynika, że liczby zespolone dodajemy analogicznie jak
wektory na p laszczyźnie zaczepione w pocz ↪atku uk ladu wspó lrz ↪ednych. Z tego powodu liczb ↪e
zespolon ↪a (a, b) możemy utożsamić z wektorem o pocz ↪atku w punkcie (0, 0) i końcu w punkcie
(a, b).

 Latwo zauważyć, że dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b

(a, 0) + (b, 0) = (a + b, 0),
(a, 0) · (b, 0) = (a · b, 0).

Z tego powodu dla liczb rzeczywistych a można dokonać utożsamienia:

(a, 0) ≡ a. (6)

Przy takim utożsamieniu R ⊆ C. Liczb ↪e zespolon ↪a

i = (0, 1) (7)
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nazywamy jednostk ↪a urojon ↪a. Zachodzi dla niej bardzo ważny wzór:

i2 = −1. (8)

Rzeczywíscie, ze wzoru (5), i2 = (0, 1) · (0, 1) = (0 · 0− 1 · 1, 0 · 1 + 1 · 0) = (−1, 0) ≡ −1.
Stosuj ↪ac wzory (4)-(7)  latwo zauważyć, że dla liczb rzeczywistych a, b można dokonać utożsamie-
nia:

(a, b) ≡ a + bi. (9)

Otrzymujemy w ten sposób postać algebraiczn ↪a a + bi liczby zespolonej (a, b).
Dodawanie, odejmowanie i mnożenie liczb zespolonych zapisanych w postaci algebraicznej

wykonuje si ↪e zatem tak samo jak dodawanie, odejmowanie i mnożenie wielomianów zmiennej
i, przy czym należy pami ↪etać o tym, że w miejsce i2 należy zawsze podstawić (−1). Np.
(1 + 2i) · (3 − i) = 3 − i + 6i − 2i2 = 3 + 5i + 2 = 5 + 5i, (1 + 2i) + (3 − i) = 4 + i,
(1 + 2i)− (3− i) = −2 + 3i.

Natomiast przy dzieleniu liczb zepolonych wygodnie jest wykorzystywać tzw. liczby sprz ↪eżone.
Jeżeli a i b s ↪a liczbami rzeczywistymi, to liczb ↪a sprz ↪eżon ↪a do liczby z = a + bi nazywamy
liczb ↪e z = a − bi.  Latwo zauważyć, że wówczas z · z = a2 + b2. Zatem aby podzielić liczb ↪e
zespolon ↪a w przez liczb ↪e zespolon ↪a z 6= 0 należy licznik i mianownik u lamka w

z po-
mnożyć przez liczb ↪e sprz ↪eżon ↪a z mianownikiem tego u lamka, czyli w

z = w·z
z·z = w·z

a2+b2
.

Np. 2+3i
1+i = (2+3i)·(1−i)

(1+i)·(1−i) = 2−2i+3i−3i2

12+12 = 2+i+3
2 = 5

2 + 1
2 i.

4 Zadania do samodzielnego rozwi ↪azania

Zadanie 1.26. Wypisz tabliczki dzia lań +m i ·m dla m = 2, 3, 4, 5, 6.

Zadanie 1.27. Oblicz:
(a) 3 + 4, 3− 4, 3 · 4, 3 · 2−2 w ciele Z5,
(b) 3−1 kolejno w Z5, Z7, Z11, Z13,
(c) 412 · (52 − 6) · (2 · (−3))−1 w ciele Z11.

Zadanie 1.28. Udowodnij, że dla dowolnego naturalnego m ≥ 2, (Zm, +m, 0) jest grup ↪a
abelow ↪a.

Zadanie 1.29. Udowodnij, że dla dowolnego naturalnego m ≥ 2, (Zm, +m, ·m, 0, 1) jest
pierścieniem.

Zadanie 1.30. Udowodnij, że dla dowolnych niezerowych elementów a i b cia la K mamy, że
a · b 6= 0.

Zadanie 1.31. Udowodnij, że jeśli m jest liczb ↪a z lożon ↪a, to pierścień Zm nie jest cia lem.

Zadanie 1.32. Znajdź takie liczby rzeczywiste a i b, aby zachodzi ly równości:
a) a(2 + 3i) + b(4− 5i) = 6− 2i, b) a(−

√
2 + i) + b(3

√
2 + 5i) = 8i,

c) a(4 − 3i)2 + b(1 + i)2 = 7 − 12i, d) a
2−3i + b

3+2i = 1, e) a2+i
3−i + b

(
4−i
1−3i

)2
= 1 + i,

f) 2a−3i
5−3i + 3b+2i

3−5i = 0.
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Odp. a) a = b = 1. b) a = 3, b = 1. c) a = 1, b = 6. d) a = 2, b = 3. e) a = 2, b = 0.
f) a = −11

16 , b = 7
8 .

Zadanie 1.33. Przedstaw w postaci algebraicznej nast ↪epuj ↪ace liczby zespolone:
a) (2 + i) · (4− i) + (1 + 2i) · (3 + 4i), b) (3+i)·(7−6i)

3+i , c) (1 + 2i) · i + 2+3i
1−4i , d) (1+3i)(8−i)

(2+i)2
.

Odp. a) 4 + 12i. b) 7− 6i. c) −44
17 + 28

17 i. d) 5 + i.

Zadanie 1.34. Przedstaw w postaci algebraicznej rozwi ↪azania nast ↪epuj ↪acych równań linio-
wych z jedn ↪a niewiadom ↪a z ∈ C:
a) (a−bi)z = a+bi, b) (a+bi)2(1−z)+(a−bi)2(1+z) = 0, c) (a+bi)z = (2a+3b)+(2b−3a)i,
d) (1− i)z = (2a− b)− (2a + b)i.

Odp. a) z = a2−b2

a2+b2
+ 2ab

a2+b2
i. b) z = b2−a2

4ab i. c) z = 2− 3i. d) z = 2a− bi.
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