Wykitad 4

Dzialania na macierzach. Okreslenie
wyznaczni

1 Okreslenie macierzy

Niech K bedzie dowolnym cialem oraz niech n i m beda dowolnymi liczbami naturalnymi.
Prostokatna tablice

ail a2 AT )
a1 ago ... Q9n
(1)
Gml Am2  --- Gmn
utworzong z elementéw a;; (i =1,2,...,m; j =1,2,...,n) ciala K nazywamy m x n-macierza

nad cialem K. Elementy a;; nazywamy wyrazami macierzy. Rzedy pionowe nazywamy ko-
lumnami, a poziome- wierszami tej macierzy. Kolumny numerujemy od lewej strony do
prawej, zas wiersze - od gory do dotu. Zatem element a;; stoi w i-tym wierszu i j-tej kolumnie
rozpatrywanej macierzy.

5 4 7

Przyklad 4.1. Jezeli A =
rzykla ezeli 03 4

],to air = 5, a1 = 4, a13 = 7, ag; = 0, az = 3,

a3 = 4. O

We wszystkich oznaczeniach dotyczacych macierzy takich jak np.
aij, Aij, m X n, Mpxn(R),

przyjmujemy umowe, ze pierwszy indeks z lewej strony dotyczy wiersza, za$ drugi-kolumny.
n X n-macierze, nazywamy macierzami kwadratowymi stopnia n.

Dwie macierze nazywamy rownymi, jezeli jako tablice sa identyczne.

Oznaczenia macierzy: A, B, C, itd.

Dla macierzy (1) piszemy tez:

A= [aiglizy, - (2)

ERRRE)

Jj=1,...,n
Zbiér wszystkich m x n - macierzy nad cialem K oznaczamy przez M, n(K).
Macierza transponowana A’ m xn-macierzy A postaci (1) nazywamy taka n x m-macierz,

ktéra jako swa i-ta kolumne, dla ¢ = 1,2, ..., m, ma i-ty wiersz macierzy A. Zatem
a1 21 ... Gl
O (3)
G G e



N~
mXxn nxm
Dla dowolnej macierzy A zachodzi wzér:
(AT = A.
. . 1 2|, . 1 3
Przyklad 4.2. Macierza transponowana macierzy 3 4 jest macierz o 4 | @M
10
cierza transponowana macierzy [ 0 2 4 ] jest macierz | 2 2 |.O
3

2 Dzialania na macierzach

a) Mnozenie macierzy przez skalar. Elementy ciala K nazywamy skalarami. Aby
pomnozy¢ macierz A (nad cialem K) przez skalar a nalezy wszystkie jej wyrazy pomnozy¢
przez a. Zatem

a- [aij]i;l,...,m = [a- aij]i;1,...,m- (4)

|2 4
|16 8

b) Dodawanie macierzy. Macierze A i B nad cialem K o tych samych wymiarach mozemy

1 2

Przyklad 4.3. 2-
3 4

dodawaé. Mianowicie, jezeli A = [a;l;—y, . oraz B = [bijli—1 _m, tO
Jj=1,...,n j=1,...,n
j=1,..n

1 2 2 3
P kiad 4.4.
rzykla [34]+[57

:35.D
8 11

Dodawanie macierzy jest przemienne, taczne i posiada element neutralny tzw. macierz
zerowa 0,,xn, ktéra jest m X n-macierza o samych zerach, tzn. dla dowolnych m X n-macierzy
A, B, C zachodza wzory:

A+B=B+ A,

(A+B)+C=A+ (B+C),
A+Om><nzom><n+A:A

Macierza przeciwna do macierzy

A= [aij]zzl,...,m
j=1,...n
nazywaimmy macierz
A= [_aij]z:l,..,,m'
j=1,...n



Zachodza dla niej wzory:
A+ (—A) =(—A4) + A= 0mxn,

—A=(-1)- A

Mozna wykazaé, ze dla dowolnych m x n-macierzy A, B i dla dowolnych a,b € K zachodza
WZOry:
(A+ BT = AT + BT,

a-(A+B)=a-A+a-B,
(a- AT =a- AT,

(a+b)-A=a-A+0b- A,
(ab)-A=a-(b-A).

c) Odejmowanie macierzy. Réznica m x n-macierzy A i B nazywamy macierz

Jezeli zatem A = [a;jl;—q, . 018z B = [bijli=1 _m, tO
Jj=1,...,n j=1,...,n
A-B= [aij - bzy]z:l,...,m
Jj=1,...,n

[ 2]

c¢) Mnozenie macierzy. Jezeli A jest m x m-macierza nad cialem K oraz B jest n x k-

Przyklad 4.5. L2y 23
3 4 5 7

macierza nad cialem K (tzn. liczba kolumn macierzy A jest réwna liczbie wierszy
macierzy B), to mozemy okresli¢ iloczyn A- B, ktéry jest m x k-macierza, przy czym wyraz x;;

macierzy A-B jest iloczynem (skalarnym) i-tego wiersza macierzy A: [ a;1 ap... i |
. . b .
przez j-ta kolumne macierzy B: |, czyli
bn;
l‘ij:aﬂ'b1j+a12'bgj—i-...—l-am-bnj. (6)

Zatem aby pomnozy¢ macierz A € M, xn(K) przez macierz B € M,y (K) nalezy pierwszy
wiersz macierzy A pomnozy¢ (skalarnie) przez pierwsza kolumne macierzy B, nastepnie nalezy
pomnozy¢é pierwszy wiersz macierzy A przez druga kolumne macierzy B, itd. W ten sposéb
uzyskamy kolejne wyrazy pierwszego wiersza macierzy A - B. Aby otrzymaé drugi wiersz ma-
cierzy A - B nalezy pomnozy¢ drugi wiersz macierzy A przez kolejne kolumny macierzy B. W
konicu nalezy pomnozy¢ ostatni wiersz macierzy A kolejno przez wszystkie kolumny macierzy

B.

(A, B)—A-B
"~ —~
mxXn nxk mxk



1 0 2

Przykiad 4.6. Niech A =
310

2 1 1
iB=1|13 1 0. Wdowczas B - A nie ma sensu
01 4

(gdyz liczba kolumn macierzy B nie jest réwna liczbie wierszy macierzy A) oraz

1-240-342-0=2 3-2+1-34+0-0=9

2 39
A-B= 9 4 3 ,bo 1-14+40-1+2-1=3 3-1+1-14+0-1=4.
1-1+0-04+2-4=9 3-1+1-04+0-4=3

Wynika stad, ze mnozenie macierzy nie jest na ogoél przemienne.O

Mnozenie macierzy jest laczne i rozdzielne wzgledem dodawania macierzy. Iloczyn macierzy
kwadratowych stopnia n jest tez macierza kwadratowa stopnia n.
Jezeli A € Myxn(K), B € Myxi(K), C € Myxp(K),to (A-B)-C=A-(B-C).

Jezeli A € Mp,xn(K) oraz B,C € M, «x(K),to A-(B+C)=A-B+ A-C.
Jezeli A, B € Mpxn(K)iC € Myxip(K),to (A+B)-C=A-C+B-C.
Odnotujmy jeszcze inne wlasnosci dziatan na macierzach:

Jezeli A € Myyxn(K) i B € Myxi(K), to

(A-B)T =BT . AT,

Jezeli A € Myyxn(K) i B € My (K), to dla dowolnego a € K:

a-(A-B)=(a-A)-B=A-(a-B).

Przykiad 4.7. Korzystajac z podanych witasnoéci dziatan na macierzach obliczymy

D=[B-AT +(A-C)T,

2 11 10

dad=|1 -1 2|, B= 3 (1) (1) C=1| 0 1.0t D= (BAT)T+[(A-C)T]T =
2 3 1 1 1

=AY .BT+(A-C)=A-BT+A.C=A- (BT +0), czyli

D=A- (BT +0).

2 0 10 2 11 10
Ponadto BT = | 1 0 |,wieccBT+C=|1 1|orazD=|1 -1 2 |-|1 1| =
01 1 2 2 31 1 2
4 3 4 3
2 3 |,czyiD=|2 3 |.0O
6 5 6 5



3 Okreslenie wyznacznika

Niech A bedzie macierza kwadratowa stopnia n > 1 nad cialem K i niech i, j bedg liczbami
naturalnymi < n. Symbolem A;; oznacza¢ bedziemy macierz kwadratows stopnia n—1 powstala
z macierzy A przez skreslenie i-tego wiersza oraz j-tej kolumny macierzy A.

1 2 3
4 2 2
Przykilad 4.8. Niech A= | 4 3 2 |. Wéwczas A = [ 3 7 ] oraz Agy = [ 4 i ] -
3 47

Wyznacznikiem nazywamy taka funkcje przyporzadkowujaca kazdej macierzy kwadratowej
A nad cialem K pewien element tego ciala (oznaczony przez det(A)), ktéra spelnia nastepujace
warunki:

(i) jesli A = [a], to det(A) = a,

(ii) jesli

a11 @12 ... Qin
asr a2 ... Qag
A= A (7)
Anl Anp2 ... Qnn
gdzie n > 1, to

n .

det(A) =D (=1 - aip - det(Aim). (8)
i=1

Wyznacznikiem macierzy A nazywa sie warto$é¢ det(A) tej funkeji dla macierzy A.
Funkcja-wyznacznik jest jednoznacznie wyznaczona przez warunki (i) i (ii).
Wyznacznik macierzy A postaci (7) oznaczamy tez nastepujaco:

a1 a2 ... Gip
asy a2 ... Qa2

deta) = | 4= ) 0
anl QAnp2 ... Qnn

Powyzsza definicja daje rowniez efektywna metode obliczania wyznacznika dowolnej macierzy
kwadratowej A.

Przykiad 4.9. Z wiasnosci (ii) i (i) otrzymujemy wzér:

Z Z = ad — be. (10)
Rzeczywiscie, 2 = (=1)1*2. b det[c] + (-1)**2 - d - det[a] = ad — be. O




ay; ag ag
Przykiad 4.10. Z wiasnosci (ii) i przykladu 4.9: | by be b3 | =
Cl C2 C3

al ao ap a2

b1 bo 9

—1)2+3 . pa - —1)3+3 . ca -
Ccl1 C2 +( ) 3 C1 C9 +( ) “ bl bz
= ag(blcg — bgcl) — bg(a102 — agcl) + Cg(albg — agbl) = agbico + agbscq + arbacs — azbacy —

a1bscy —agbics. Aby zatem obliczy¢ wyznacznik macierzy stopnia 3 wystarczy dopisaé¢ do niej z

— (_1)1+3 -as

prawej strony dwie pierwsze kolumny i nastepnie wymnozy¢ prawoskosnie wyrazy ze znakiem +
oraz lewoskosnie ze znakiem - i doda¢ otrzymane wyniki. Taka metoda obliczania wyznacznika
stopnia 3 nazywa sie regula Sarrusa. Istotnie:

ar az az | ap a

b1 by b3 | by by = aibscs + asbscy + asbica — asbacy — arbscy — agbics.

€1 €2 €3 | €1 C2

Przykiad 4.11. Stosujac regute Sarrusa obliczymy wyznaczniki:

-3 4 1| -3 4

-2 3 2| -2 3 =-27T—-8-8—(-3—-24—-24)=—-43+51=8,
-1 4 3| -1 4

=18+24+16—(9+16+48) =58 — 73 = —15,

W = N
=W

1
2
3

o oA o
B W

IS V)
[
N W
N =
IS V]
[
N W

= 1218 —4— (6 —4—36) = —34 4 46 = 12,

4 -2 3|4 -2 =-16—27—-16—(—24—-6—48) =—-59+78 =19.0

4 Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 4.12. Znajdz iloczyny A- B i B - A, jesli

) 2 0
-2 30 1 1 -1
wA=[2 3 0] B=|3 | mAa=|\" T | B=| |
1
1 3
—4 6 0 2
8 —12 0
Odp. a) AB=[-1,BA=|6 -9 0|.b)AB= 88 , B-A = _i T_Z 2
2 -3 0




Zadanie 4.13. Oblicz iloczyn A - B - C, jesli
1 2
wi o wo| |12 0 2] [l
A=1 997 998 999 PP 0 B|CO=12
24 —-12 —4 3 0

1000 1001 1002
Odp. A-B-C = 04ys.

3
Zadanie 4.14. Oblicz iloczyn A-B-C - D, jesli A= | 5 |, B
7
3
c=|-1|,p=[1 -2 1]
-1
3 —6 3
Odp. A-B-C-D=1|5 —10 5
7T —-14 7
Zadanie 4.15. Wykonaj podane dziatania macierzowe:
T _
[123] [21 N _i_g
0 1 2 1 2
-7 —6

11
Odp. |1 1
1 1

Zadanie 4.16. Rozwiaz réwnania macierzowe:

1 0 2 3 6 2 4
a)XT'lg -1 4]:[1 g 12}’b)X'[4 8]:[9 18]'

16 1 4a 2 —3a .
Odp. a) X = s .b) X =7- de 9_3c],gd21ea,c€R.
Zadanie 4.17. Oblicz podane iloczyny:
r 7 1 -3 2 2
3 -2 3 4 s o 6
a) : by | 3 —4 1 12 5|,
5 —4 2 5
L . 2 -5 3 1 3 2
[2 -1 3 —4 78 6 9
) 3 -2 4 -3 5 7 45
5 -3 -2 1 3 45 6
B 2 1 1 2
10 17 19 23
5 2 Lo 17 23 27 35
Odp. a) ,b) 1 3 10 0 |,c¢)
7 0 16 12 9 20
2 9 -7
7T 1 3 10

213 510 128 |,



Zadanie 4.18. Oblicz podane wyznaczniki stopnia 2:

5 2 1 2 3 2 6 9 cosa —sina 4427 2—3i
b d £
D1y 3P 13 41908 50 Y8 129 sina cosa || 3-i 442
)| 5rai 23
8l o6 442 |

Odp. a) 1. b) —2. ¢) —1. d) 0. e) 1. f) 9+ 27i. g) —10 + 20i.

Zadanie 4.19. Oblicz podane wyznaczniki stopnia 3 przy pomocy regulty Sarrusa:

2 1 3 321 4 -3 5 3 2 —4
a)|5 3 2,,b)|2 5 3,¢|3 -2 8[d|4 1 -2/,
143 3.4 2 1 -7 -5 5 2 -3
3 4 -5 1 0 1+i
|8 7 —2|,1f) 0 1 i
2 -1 8 1—i —i 1

Odp. a) 40. b) —3. ¢) 100. d) —5. e) 0. ) —2.
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