Wykiad 5

Wlasnosci wyznacznikow. Macierz
odwrotna

1 Operacje elementarne na macierzach

Bardzo wazne znaczenie w algebrze liniowej odgrywaja tzw. operacje elementarne na
wierszach lub kolumnach macierzy. Niech A = [a;;] bedzie m x n-macierza nad cialem K.

Operacje elementarne na wierszach macierzy A:

(i) Pomnozenie i-tego wiersza macierzy A przez niezerowy skalar a. Przy tej operacji nie
zmieniamy wierszy o numerach réznych od i, zas kazdy wyraz i-tego wiersza mnozymy przez a.
Operacje te oznaczamy symbolem a - w;.

(ii) Zamiana miejscami i-tego wiersza macierzy A z wierszem j-tym (i # j) macierzy A. Przy
tej operacji nie zmieniamy wierszy o numerach réznych od i oraz j. Operacje te oznaczamy
symbolem w; < w;.

(iii) Dodanie do j-tego wiersza macierzy A i-tego (i # j) wiersza tej macierzy pomnozonego
przez dowolny skalar a. Przy tej operacji nie zmieniamy wierszy o numerach réznych od 7,
natomiast wiersz j-ty przybiera postaé¢ nastepujaca:

aj1 +a-a, a2+ a-a2, ... ,0jn+ 0" Q.

Operacje te oznaczamy symbolem w; + a - w;.
Operacje elementarne na kolumnach macierzy A:

(i) Pomnozenie i-tej kolumny macierzy A przez niezerowa liczbe a. Przy tej operacji nie
zmieniamy kolumn o numerach réznych od ¢, zas kazdy wyraz i-tej kolumny mnozymy przez a.
Operacje te oznaczamy symbolem a - k;.

(ii) Zamiana miejscami i-tej kolumny macierzy A z kolumna j-ta (i # j) macierzy A. Przy
tej operacji nie zmieniamy kolumn o numerach réznych od i oraz j. Operacje te oznaczamy
symbolem k; < k;.

(iii) Dodanie do j-tej kolumny macierzy A i-tej (i # j) kolumny tej macierzy pomnozonej
przez dowolna liczbe a. Przy tej operacji nie zmieniamy kolumn o numerach réznych od j.
Operacje te oznaczamy symbolem k; + a - k;.

2 Wilasnosci wyznacznikéw

Twierdzenie 5.1. Jezeli macierz B powstaje z macierzy kwadratowej A przez zamiane
miejscami dwéch wierszy (kolumn), to det(B) = — det(A).



Twierdzenie 5.2. Jezeli macierz B powstaje z macierzy kwadratowej A przez pomnozenie
pewnego wiersza (kolumny) przez dowolny skalar a, to det(B) = a - det(A).

Twierdzenie 5.3. Jezeli macierz B powstaje z macierzy kwadratowej A przez dodanie do
pewnego wiersza (kolumny) innego wiersza (innej kolumny) pomnozonego (pomnozonej) przez
dowolny skalar, to det(B) = det(A).

Stosujac operacje elementarne na wierszach i kolumnach macierzy kwadratowej A nad cialem
K mozemy ja sprowadzi¢ do postaci:

Cl1 €12 €13 ... Cin
C22 C23 ... Con

C = 0 0 ¢33 ... c3p , (1)
0 0 0 ... cun

gdzie ¢;; dla wszystkich i < j sa dowolnymi elementami ciata K.

Twierdzenie 5.4. Wyznacznik macierzy C postaci (1) jest réwny iloczynowi wszystkich jej
elementéw na gtdwnej przekatnej, czyli

det(C) =C11:C2" ... Cpn-

Twierdzenia 5.1-5.4 umozliwiaja nam efektywne obliczenie dowolnego wyznacznika przy po-
mocy operacji elementarnych. Pokazemy to na nastepujacym przykladzie.

1 -1 1 =2 1 -1 1 =2
Przyklad 5.5. s -l 3 |wazwn| 04 =2 o
-1 -1 4 3 -1 -1 4 3
-3 0 -8 -—13 -3 0 -8 -13
1 -1 1 =2 1 -1 1 =2
w3 tw 0 4 =2 9 | wat3w; | 0 4 -2 5 | watwy
N 0 -2 5 1 N 0 -2 5 1|
-3 0 -8 —13 0 -3 —5 —19
1 -1 1 =2 1 -1 1 =2
0 1 =7 =14 |wst2w, |0 1 =7 —14 | wyt3we
0 -2 5 1 N 0 0 -9 —27 N
0 -3 -5 —19 0 -3 -5 —19
1 -1 ) 1 -1 1 =2 1 -1 1 =2
0 1 -7 —14 _ (L9). 0 1 =7 —14 | wi26us (—9) . 0 1 -7 14| _
0o 0 -9 —21 0 0 1 3 0 0 1 3
0 0 —26 —61 0 0 —26 —61 0o 0 0 17

(=9)-1-1-1-17 = —153.0

7 twierdzenia 5.2 mamy natychmiast nastepujacy



Whniosek 5.6. Jezeli pewien wiersz (kolumna) macierzy kwadratowej A sklada sie z samych
zer, to det(A) = 0.

7 twierdzenia 5.3 i z wniosku 5.6 otrzymujemy od razu nastepujacy

Whniosek 5.7. Jezeli macierz kwadratowa A ma identyczne dwa wiersze (kolumny), to
det(A) = 0.

Twierdzenie 5.8. Wyznacznik macierzy transponowanej macierzy kwadratowej A jest
réwny wyznacznikowi macierzy A, czyli det(AT) = det(A).

Twierdzenie 5.9 (Cauchy’ego). Jezeli A i B sa macierzami kwadratowymi tego samego
stopnia nad tym samym cialem, to det(A - B) = det(A) - det(B).

Twierdzenie 5.10 (Rozwiniecie Laplace’a wzgledem i-tego wiersza).

ail a2 ... Qin
a;1 a2 ... Qip | = (—1)i+1 - 41 det(Ail) + ...+ (_1)i+n © Qin, det(Am).
anl1 Aap2 ... App

Twierdzenie 5.11 (Rozwiniecie Laplace’a wzgledem j-tej kolumny).

allr ... alj ... QA1n
asl ... Qag; ... Qa2 . .

’ "= (1) agydet(Ary) F .+ (1) - ay; det(Ay).
an1 ... anj ceo Qpn

W praktyce najszybszym sposobem obliczania wyznacznika jest stosowanie operacji elemen-
tarnych i rozwiniecia Laplace’a wzgledem takiego wiersza (kolumny), w ktérym wystepuje co
najwyzej jeden niezerowy wyraz. Pokazemy to w nastepnym przykladzie.

!
113 4 11 3 4 5 5 3
Praykdad 5.12. [ 2 0 0 Slwidwi |20 0 81y o0, |2
300 2 30 0 2 1
4475 00 -5 —11 0 =5 =
2
(=1)-(=1)*t2.(=5)- 5 2 = (=5)-(2-2—3-8) = 100. Strzatkami | oznaczyliSmy kolumne,

wzgledem ktorej zastosowano rozwiniecie Laplace’a.O

3 Odwracanie macierzy

Oznaczmy przez M, (K) zbiér wszystkich macierzy kwadratowych stopnia n > 1 nad cialem
K. Macierza jednostkowa nazywamy taka macierz I,, € M, (K), ktéra na gtéwnej przekatnej



ma same jedynki, za$ na pozostalych miejscach same zera. Zatem

0
01 ... 0

In: . .. . . (2)
0 0 1

I,, jest elementem neutralnym mnozenia macierzy w zbiorze M, (K) tzn. A-I, =1, - A=A
dla dowolnej macierzy A € M, (K). Ponadto z twierdzenia 5.4 mamy, ze det(I,) = 1.
Powiemy, ze macierz A € M, (K) jest odwracalna, jezeli istnieje macierz B € M, (K) taka,
ze
A-B=B-A=1I,. (3)
W tej sytuacji méwimy, ze B jest macierza odwrotna do macierzy A i piszemy B = A~!.
Jezeli macierz A € M, (K) jest odwracalna, to z twierdzenia Cauchy’ego wynika od razu, ze
det(A) # 0. Mozna udowodnié, ze zachodzi nastepujace

Twierdzenie 5.13. Macierz A € M,,(K) jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy det(A) #
0.

7 twierdzenia 5.13 latwo mozna wyprowadzi¢ nastepujace

Twierdzenie 5.14. Macierz B € M, (K) jest macierza odwrotna do macierzy A € M, (K)
wtedy, i tylko wtedy, gdy A - B = I,,.

4 Algorytm wyznacznikowy odwracania macierzy

Krok 1: Obliczamy det(A). Jezeli det(A) = 0, to A~! nie istnieje. Jezeli det(A) # 0, to
przechodzimy do nastepnego kroku.
Krok 2: Dlai,j = 1,2,...,n obliczamy det(A;;), czyli wyznaczniki macierzy powstajacych
z macierzy A przez wykreslenie i-tego wiersza i j-tej kolumny. Obliczamy tez dopelnienia
algebraiczne d;; elementu a;; macierzy A: d;; = (—=1)iH . det(A;;).
Krok 3: Tworzymy macierz dopelnien D(A)

din diz ... din
d d ... dop

pay=|" (4)
dnl dn2 cee dnn

Krok 4: Wypisujemy macierz odwrotna do macierzy A

1

-1 _
AT = det(A)

- D(A)T. (5)




Przyklad 5.15. Wyznaczymy macierz odwrotna do macierzy A =

O O =
S = Q

c
b | nad cialem
1

liczb rzeczywistych. Z twierdzenia 4.4, det(A) =1-1-1 = 1. Ponadto

1 b a c a c
dyp = (—1)H*t. =1, do = (—1)*+!. = —a, d3; = (—1)3F!. = ab —
1= (—1) 0 1 , da1 = (—1) 01 a, d3; = (—1) 1 b ab—c,
0 b 1 ¢ 1 ¢
dig = (—1)1*%. =0, dyp = (—1)**%- =1, dzp = (—1)3"%. = —b
12 ( ) 0 1 ’ , W22 ( ) 0 1 , 432 ( ) 0 b )
01 . 1 a 1 a
diz = (1) =0, dog = (—1)*"?- =0, d3g = (—1)%*"® =1
13 ( ) 0 0 y W23 ( ) 0 y W33 ( ) 0 1
1 00
Zatem D(A) = —a 1 0 | oraz A7l = (ie%(A) -D(A)T, czyli
ab—c —b 1
1 —a ab—c
At=10 1 —b |, bo det(4) =1.0
0 0 1

Przyklad 5.16. Wyznaczymy macierz odwrotna do macierzy

2 5 7
A=]16 3 4
5 —2 -3

Obliczamy najpierw wyznacznik macierzy A:
2 5 712 5
det(A)=|16 3 4|6 3 =-184100—84—1054+16+90 = —1, czylidet(A) = -1 #0,
5 =2 =35 =2
wiec A1 istnieje.
Teraz obliczamy dopelienia algebraiczne wszystkich wyrazéw macierzy A:

4 4

di1 = (—1)1+1 . ;) 3 =-94+8= —1, dis = (—1)1+2 . g 3 = —(—18 — 20) = 38,

diz = (—1)1+3. g 2 =-12—15= -2T.
2

doy = (—1)>*1. Z ; = —(=15+14) = 1, dgg = (—1)?2. . ?7) = —6—3b = —41,
doz = (—1)273. 2 Z = —(—4—25) = 29.

ds1 = (—1)3*. g Z =20 -21 = -1, dzp = (—1)*"2. 2 Z = —(8 —42) = 34,
dgz = (—1)313. 2 2 =6—30=—24.




-1 38 =27

Tworzymy macierz dopemien D(A) = 1 —41 29 |. Zatem A~! = detl( - D(A)T =
-1 34 —24
-1 1 -1 1 -1 1
(—1)- 38 —41 34 |, czyli ostatecznie At = | —38 41 —34 |.O
—27 29 —24 27 —29 24

5 Odwracanie macierzy przy pomocy operacji elementarnych

Z definicji mnozenia macierzy wynika, ze dla dowolnej macierzy A € M, (K): operacji ele-
mentarnej na wierszach macierzy A odpowiada pomnozenie macierzy A z lewej strony przez
macierz, ktéra powstaje z macierzy jednostkowej I,, przez wykonanie na niej tej samej operacji.

Stosujac operacje elementarne na wierszach nieosobliwej macierzy A (tzn. takiej, ze
det(A) # 0) mozemy ja przeksztalci¢ do macierzy jednostkowej I,,. Wynika stad, ze istnieja
macierze By, Ba, ..., Bs takie, ze

By-...-By-Bi-A=1,. (6)

Zatem A~' = By-...-By- By, czyli A~' = B, -... - By- By - I,,. Stad macierz A~! powstaje
z macierzy I, przez wykonanie na niej tych samych operacji elementarnych, co na
macierzy A.

W praktyce przy obliczaniu macierzy odwrotnej do macierzy nieosobliwej A przy pomocy
operacji elementarnych na wierszach postepu-jemy w sposéb nastepujacy. Z prawej strony ma-
cierzy A dopisujemy macierz jednostkowa I, tego samego stopnia. Na wierszach otrzymanej
w ten sposéb macierzy blokowej [A|I,] wykonujemy operacje elementarne az do uzyskania ma-
cierzy blokowej postaci [I,,|B]. Macierz B jest wtedy macierza odwrotna do macierzy A, tj.
B=A"

Przykiad 5.17. Stosujac operacje elementarne wyznaczymy
macierz odwrotna do macierzy

12 3 4
Loz 1 2
11 1 -1
10 -2 —6
12 3 4]/1 00 0
M 2 3 1 2 O 1 0 0 wil—w4, ’11}2—2’11)47 w3z —w4q
amy: =
Y111 1 -1/l001 0
10 -2 —6|0 0 0 1
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Zadanie 5.18. Stosujac rozwiniecie Laplace’a wzgledem drugiej kolumny oblicz wyznacz-

nik:

3 a 5 2
2 b 70

2

c
5 d 1 2

Odp. —50a + 16b + 44c¢ + 50d.

Zadanie 5.19. Oblicz nastepujace wyznaczniki:

0111

2 -5 13
-2

-3

-2

10
-8 25

1110

3 —6 -3

2

9

—2



05 20
8 3 5 4
e) .
7T 2 41
0410
Odp. a) 301. b) —21. ¢) —3. d) —8. e) 60.
Zadanie 5.20. Oblicz nastepujace wyznaczniki:
3 6 5 6 4 7T 6 9 4 —4
5 9 7 8 6 1 0 -2 6 6
a) | 6 12 13 9 7 [, b) 7T 8 9 -1 -6
4 6 6 5 4 1 -1 -2 4 5
2 5 4 5 3 -7 0 -9 2 -2

Odp. a) 5. b) 1932.

Zadanie 5.21. Wyznacz macierz odwrotna do macierzy

1 2 -1 -2
—2 3 b2 2 38 0 -4
a) A= BB=|2 1 —2|,¢c)C=
47 2 2 —4 -3
2 —2 1
38 -1 —6
Lo 1 2 2
Odp.a)Alzl ; i b)Bl=1.12 1 -2
2 —2 1
48 6 —8 —16
93 —2 4 7
C'_lzl
) 2 20 2 -4 -6

-10 0 2 2

Zadanie 5.22. Rozwiaz réwnania macierzowe stosujac macierz odwrotna:

1 2 3 !
a)12-)(:30,b)X-234:698,0)1
3 4 7 2 34 1 01 6 0
0
1 4 3
0 3 2
01 0
0 2 1
0 1 1
1 2 1 1 1 1 1 1
Odp.a)X:[1 1].b)X:[11 1].C)X: 01 0
01 1

o O O =

—_ = e

= O = =



