Wykilad 6

Rzad macierzy. Uklady réwnan liniowych

1 Minor macierzy

Niech A bedzie dowolna m x m-macierza nad cialem K oraz niech 1 < k& < min(m,n).
Minorem stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik macierzy kwadratowej stopnia k, ktora
powstata po skresleniu m — k wierszy oraz n — k kolumn w macierzy A.

1 2 3 4
4
Przykiad 6.1. Minorem stopnia 2 macierzy A= | a b ¢ d | jest wyznacznik 6 8|
5 6 7 8

ktéry powstaje przez skreslenie w wyznaczniku macierzy A drugiego wiersza oraz pierwszej i
trzeciej kolumny. W sumie macierz A posiada doktadnie 18 minoréw stopnia 2 i tylko 4 minory
stopnia 3. O

2 Rzad macierzy

Rzedem macierzy niezerowej nazywamy najwiekszy stopien jej niezerowego minora. Przyj-

mujemy, ze rzad macierzy zerowej jest réwny 0. Rzad macierzy A oznaczamy przez r(A).

Przykiad 6.2. Korzystajac z definicji znajdziemy rzad macierzy

1 -2 3
A= -3 4 1
-1 07
1 -2 3
Mamy, ze det(A) w0 g 7| = 0, bo wiersze drugi i trzeci sa identyczne. Stad
-1 07
r(A) < 3. Ale po skresleniu trzeciego wiersza i trzeciej kolumny macierzy A uzyskamy minor
-2
stopnia 2 réwny 5 4= 1-4—(=3)-(—2) = —2 # 0, wiec ostatecznie r(A) = 2.0

Whprost z definicji rzedu macierzy uzyskujemy nastepujace stwierdzenia.
Stwierdzenie 6.1. Rzad m X n-macierzy A speinia nieréwnosci:
0 <r(A) <min(m,n).

Stwierdzenie 6.2. Rzad macierzy kwadratowej A takiej, ze det(A) # 0 jest réwny jej
stopniowi.

Stwierdzenie 6.3. Rzad niezerowej 1 x n (m x 1) macierzy jest réwny 1.



Jednak obliczanie rzedu macierzy wprost z definicji jest na ogét uciazliwe. W praktyce przy
obliczaniu rzedu macierzy korzystamy z nastepujacych wlasnosci.

Twierdzenie 6.4. Rzad macierzy transponowanej jest réwny rzedowi macierzy wyjsciowe;j:

r(AT) = r(A).
Twierdzenie 6.5. Przeksztalcenia elementarne nie zmieniaja rzedu macierzy.
Twierdzenie 6.6. Jezeli w i-tym wierszu (kolumnie) macierzy A pewien wyraz a;; jest

niezerowy, zas pozostale wyrazy tego wiersza (kolumny) sa réwne 0 oraz macierz A;; powstaje
przez skreslenie i-tego wiersza i j-tej kolumny w macierzy A, to zachodzi wzor:

r(A) =14 r(A4;). (1)

Twierdzenie 6.7. Wykreslenie zerowych wierszy (kolumn) niezerowej macierzy nie zmienia
jej rzedu.

Twierdzenie 6.8. Jezeli a; # 0 dlai = 1,2,...,k, to dla dowolnych skalaréw a;;, gdzie
1 < j zachodzi wzor:

ai; aiz @13 ... G1g Qlk+1 --- Gln
0 az a3 ... A2 A2k4+1 ... QA2p
r 0 0 as ... a3k a3p+1 ... G3n =k. (2)
| 0 0 0 ... Gkkr Gkk+1 --- Qkn |

Przyklad 6.9. Obliczymy rzad macierzy

8§ 2 2 -1 1
A= 1 74 -2 5
-2 4 2 -1 3

Po zastosowaniu operacji wi — w3 oraz we — 2 - w3 uzyskamy macierz

10 -2 0 0 =2
B = 5 -1 0 0 -1
-2 4 2 -1 3

o tym samym rzedzie co macierz A. Zatem z twierdzenia 6.6 mamy, ze r(B) = 1+ r(B34). Ale
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1, wiec r(A) =



3 Uklady rownan liniowych

Ukladem m réwnan liniowych o niewiadomych x1, x2, ..., , 0 wspdlczynnikach z ciala

K nazywamy uklad réwnan postaci:

a11x1 + apxs + ... + aipxn = b
ar1 + axprs + ... + axpz, = b (3)
Am1T1 + am2T2 + ...+ Gpn®n = by
gdzie wspélezynniki a;; (dla ¢ = 1,...,m; j = 1,...,n) oraz elementy b; (dla i = 1,...,m)
naleza do ciala K. Uklad ten nazywamy jednorodnym, gdy by = by = ... = b, = 0.

Macierza wspélczynnikéw uktadu (3) nazywamy macierz:

ail a2 e A1n
a1l ago . aon

A == . . . . 9 (4)
Aml Am2 ... Qmn

za$ macierza uzupelniona uktadu (3) nazywamy macierz:

ail a1 e A1n bl
as ago e aon b2
Aml Am2 ... OGmn bm
C1
C2
Rozwiazaniem ukladu (3) nazywamy taka n x 1-macierz C = . o wyrazach z ciata K,
Cn
ze po zastapieniu w réwnaniach tego ukladu niewiadomych x; elementami ¢; dlat=1,2,...,n

otrzymujemy réwnosci prawdziwe w ciele K, tj. gdy A-C = B, gdzie B jest kolumna wyrazéw

wolnych tzn.

B=| _|. 6)

Wynika stad, ze przy tych oznaczeniach uktad (3) mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;

A-X = B. (7)

Jezeli uktad (3) nie posiada rozwiazania, to méwimy, ze jest on sprzeczny.



Twierdzenie 6.10 (Kroneckera-Capellego). Uklad (3) ma rozwiazanie wtedy, i tylko
wtedy, gdy r(A) = r(Ay), tj. gdy rzad macierzy wspélezynnikéw ukladu jest réwny rzedowi
macierzy uzupelnionej. Ponadto uklad (3) posiada doktadnie jedno rozwiazanie wtedy, i tylko
wtedy, gdy r(A4) = r(Ay) = n.

Uwaga. Niech K bedzie cialem nieskoniczonym. Mozna pokazaé, ze jezeli w ukladzie (3) jest
r(A) = r(A,) = r < n, to ma on nieskoriczenie wiele rozwiazan zaleznych od n —r parametréw.

Przyklad 6.11. Rozwazmy nad cialem liczb rzeczywistych ukiad réwnan:

ry — 2x0 4+ x3 + 1y = 1
T 200 + x3 — x4 = -—1.
r1 — 2x9 + x3 + dxy = 5}
Mamy tutaj:
1 -2 1 1 1 -2 1 1 1
A=|1 -2 1 -1 |orazA,=|1 -2 1 —-1]|-1
1 -2 1 5 1 -2 1 5 5

wgz—wip 1 _2 1 ]_
Stad 7(4) *=" |0 0 0 -2 | =147

0 0 —2]:1+T

00 4
0O 00 4
1 -2 10 1
oraz 1(Ay) Mkl 201 01| = r(A) (po skresleniu czwartej kolumny). Zatem z

1 -2 1 0| 5
twierdzenia Kroneckera-Capellego nasz uklad posiada rozwiazanie, zas na mocy Uwagi uklad
ten posiada nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od dwdéch parametrow. O

Problem rozwiazania uktadu réwnan liniowych polega na znalezieniu wszystkich rozwiazan

tego ukladu. Bardzo uzyteczne przy rozwiazywaniu tego problemu sa operacje elementarne.

4 Operacje elementarne na ukladzie ré6wnan liniowych

(). Zamiana miejscami réwnania i-tego z réwnaniem j-tym (i # j) oznaczana przez r; < r;.
(ii). Pomnozenie i-tego réwnania przez niezerowy skalar a oznaczana przez a - r;.
(iii). Dodanie do i-tego réwnania réwnania j-tego (i # j) pomnozonego przez dowolny skalar
a oznaczana przez r; + a - 7j. Przy tej operacji zmieniamy tylko réwnanie i-te!
(iv). Wykreslenie powtarzajacych sie kopii pewnego réwnania.
(v). Zamiana kolejnosci niewiadomych z; oraz x; (i # j) w kazdym réwnaniu oznaczana
przez x; < x;. W wyniku zastosowania tej operacji réwnanie

ax1 + ...+ ax; + .o+ ajrg . apT, =0
przechodzi na réwnanie

a1r1 + ... +ajxj+ ... +aiw;+ ... +apw, = 0.

4



(vi). Wykreslenie réwnan postaci 0-z1 +0-22+...+0-2, =0.

Mozna udowodnié, ze jezeli uktad (3’) réwnan liniowych z n-niewiadomymi powstaje z uktadu
(3) réwnan liniowych z n-niewiado-mymi nad tym samym cialem przez kolejne wykonanie
skoriczonej liczby operacji elementarnych, to uktady (3) i (3’) maja takie same zbiory rozwiazan.
Piszemy wtedy (3) = (3').

5 Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 6.12. Nad cialem R oblicz rzad macierzy

377 259 481 407 1241 381 273 —165
a) A= 19 133 247 209 |,b) B= 134 —987 062 213
25 175 325 275 702 225 —1111 49

Odp. a)r(A)=2.b)rB)=3.

Zadanie 6.13. Nad cialem R oblicz rzad macierzy

3 -1 3 2 5 25 -1 4 3
a) A= 5 -3 2 3 4 b) B = -3 1 2 0 1
1 -3 -5 0 -7 41 6 -1 -1

7 -5 14 1 23 0 4 -9
Odp. a) r(A) = 3. b) 7(B) = 4.

Zadanie 6.14. Nad cialem R oblicz rzad macierzy

51 14 43 -5 2 3

0 4 10 1 86 -1 4 2

a) A= 17173,10)3: 43 -8 2 7
5 9 4 3 43 1 2 -5

8 6 -1 4 —6 |

Odp. a) r(A) =2. b) r(B) = 2.

Zadanie 6.15. W zaleznosci od wartosci parametru a € R oblicz nad cialem R rzad macierzy
3+2¢ 143a a a—-1

30 349 1 a+1 a®+1 a?
a a a a-—
a) A= ,b)B=|3a—-1 3a>—1 a*+2a
3a 3a 3 a—1 1 >
3a 3¢ a a—1 “ “ “

Odp. a)Dlaa=3,r(A)=2;dlaa=1,7r(4) =3;zasdlaa # 1ia # 3, r(A) =4. b) Dla
a =1, r(B) =1, za$ dla pozostalych a, r(B) = 2.

Zadanie 6.16. Zastosuj twierdzenie Kroneckera-Capellego do zbadania dla jakich wartosci
parametru a € R uklad réwnan

2x1 — To + 3r3 + 4dxy = 5
4ry — 2x9 + bxgz + 6xry = 7
ariy — 4z + 93 + 10x4y = 12

ma rozwigzanie w ciele R. Odp. a # 8.



