Wykiad 11

Wektory i wartosci wlasne

1 Wektory i wartosci wlasne

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K. Kazde przeksztalcenie liniowe f: V — V
nazywamy endomorfizmem liniowym przestrzeni V. Powiemy, ze a € K jest wartoscia
wlasna endomorfizmu f przestrzeni V', jezeli istnieje niezerowy wektor a € V' taki, ze

fla)=aoa.

Mowimy wéwcezas, ze a jest wektorem wlasnym endomorfizmu f odpowiadajacym wartosci
wlasnej a.

Twierdzenie 11.1. Niech aj,ao,...,a, beda réoznymi wartoSciami wlasnymi endomorfi-
zmu f przestrzeni liniowej V nad cialem K. Wowczas odpowiadajace im wektory wlasne
a1, Q2, ..., 0, sg liniowo niezalezne.

Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza wynika stad, ze a; # ©. Niech
teraz n bedzie taka liczba naturalna, dla ktérej teza zachodzi. Niech ai,...,an,an,+1 beda
parami réznymi wartosciami wlasnymi endomorfizmu f i niech aq, ..., ay, a,11 beda odpowia-
dajacymi im wektorami wlasnymi. Wéwczas f(a;) = ajoq; dlai =1,...,n+1. WeZmy dowolne
€1y .. Cnt1 € K takie, ze croay+...+cpoan +cppioany; = 0. Wtedy 0 = f(croan+...+
Cnt10Qni1) = c1of(ar)+...+cpp10f(ani1) = (crar)oar+.. .+ (cnan)oan+ (Cni1ani1) 0 ni1
oraz (ap+i1c1)oar+ ...+ (apti1cn) 0oap + (Ant16n+1) 0 ant1 = ©. Stad po odjeciu stronami tych
réwnosci uzyskamy, ze c¢i(an41 —a1) oag + ... + cp(apy1 — an) 0 ay = O. Zatem z zalozenia
indukcyjnego ¢;(apt1 —a;) =0,skad ¢; =0dlai =1,...,n, gdyz apy1 #a; dlai=1,...,n.
Zatem cp11 0 a1 = O, astad ¢pp1 =0, bo a1 # 0. Zatem ¢, =0dlai=1,....,.n,n+1
i wektory aq, ..., ap, anpt1 sa liniowo niezalezne. O

Niech dalej V' bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia liniowa nad cialem K i niech
(a1, 9, ..., ay) bedzie uporzadkowana baza V' oraz niech f bedzie endomorfizmem przestrzeni
V oraz niech A = [aj;];ij=1,...n bedzie macierza f w tej bazie. Wielomianem charaktery-
stycznym endomorfizmu f nazywamy wyznacznik

ajlp] — T ai2 ais NN A1p
asi a2 — T a3 N Aoy,
We(z)=| a3 az2  G33 —T ...  03n |, (1)
[07%% ) an2 an3 oo App — T
Mozna udowodnié, ze istnieja cq,c1,...,cn—1 € K takie, ze
Wi(z) = (=1)"2" + cp12™ L+ ...+ az + . (2)



Ponadto ¢y = det(A) oraz ¢,—1 = (—1)""' - (a11 + ag2 + ... + ann). Mozna tez wykazaé,
ze wspdétezynniki cg, cq, ..., c,—1 wielomianu charakterystycznego nie zaleza od wyboru bazy
przestrzeni V.

Przyklad 11.2. Znajdziemy wielomian charakterystyczny endomorfizmu f przestrzeni R3

danego wzorem analitycznym:
f([$1, x9, 1‘3]) = [5%1 — 3x9 + 2x3,6x1 — 4xo + 4x3, 4201 — 429 + 51‘3].

Macierza tego endomorfizmu w bazie kanonicznej jest

5 —3 2
A=1]16 -4 4
4 —4 5
Zatem wielomian charakterystyczny endomorfizmu f ma postac:
5—x -3 2 5—x -3 2
Wiz)=| 6 —d—a 4 |=" 1142 —1-z 2
4 —4 dD—x 4 —4 55—z
2—x -3 2 2—x -1 2
e | T R T == I R B B =
0 —4 55—z 0 l—-2z 65—z
2—x -1 2
0 1—-z 2 =2-z)-1—-2)-(3—2).0

Twierdzenie 11.3. Skalar a jest wartoscia wlasng endomorfizmu f skoniczenie wymiarowej
przestrzeni liniowej V nad cialem K wtedy i tylko wtedy, gdy a jest pierwiastkiem wielomianu
charakterystycznego tego endomorfizmu.

Dowéd. Zalézmy, Zze a jest wartoscia wlasna endomorfizmu f. Wtedy istnieje niezerowy

wektor « € V taki, ze f(a) = aoa. Niech (aq,...,«,) bedzie uporzadkowana baza przestrzeni
V iniech A = [a;j]; j=1,..n bedzie macierza endomorfizmu f w tej bazie. Istnieja a1,...,a, € K
takie, ze &« = a1 o a1 + ...+ ap o a,. Ponadto f(a) = by oaj + ...+ by o o, dla pewnych
bl al
bi,...,b, € K. Wtedy Sl =A- D], Ale f(a) =aoca=(aar) oag + ...+ (aay) o ay,
by, an
al aal al al
wiec A - o= D], czyli A- | =ao : |. Zatem wektor [ay,...,ay,] jest
an aa, an an

rozwiazaniem ukiadu jednorodnego

(a1 —a)ry + a2 + ... + a1nTn, = 0
as1xr1 + (a22 — a)mg + ... 4+ aopTn, = 0 (3)
an1T1 + angre + ... + (app—a)r, = 0



Ponadto [a1,...,a,] # [0,...,0], bo inaczej a = 6. Stad z twierdzenia Cramera otrzymujemy,
ze det(A — aly,) = 0, czyli a jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego endomorfizmu
f-

Na odwrét. Zatdzmy, ze a jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego endomorfizmu
f. Wtedy det(A—a-1I,) =0, skad r(A—a-I,) # n. Istnieja zatem ay, ..., a, € K nie wszystkie

ailr —a a1n 0
réwne 0 takie, ze a o S+ .. +ago Sl =1 |, awiec [al,...,a,] jest
anl App — @ 0
niezerowym rozwiazaniem ukladu (3), skad
al 0 al aj
(A—a-1,)- Sl =1 ¢ |,awiecA- t | =ao D . Wtedy o = ajoaq+. . .+anoa, # O
an, 0 an an
bl al ai
oraz f(a) =bjoag+...+ by oy, gdzie ]l =A- | =ao t|. Stad f(a) =aoa,
by, an an

czyli a jest wartoécia witasna endomorfizmu f i a jest wektorem wlasnym odpowiadajacym
wartosci wlasnej a. O

Przykiad 11.4. Wielomian charakterystyczny endomorfizmu f z przykitadu 11.2 jest réwny
We(x)=2—2)-(1—2)-(3—x). Zatem z twierdzenia 11.3 wszystkimi wartosciami wlasnymi
endomorfizmu f sg liczby: 1, 21 3. Z twierdzenia 11.1 wynika, ze wektory wlasne odpowiadajace

tym wartoéciom wlasnym sa liniowo niezalezne, a poniewaz dim R? = 3, wiec te wektory tworza
1 00

baze przestrzeni R? i w tej bazie macierza endomorfizmu f jest . O

0 20
0 0 3

Definicja 11.5. Powiemy, ze cialo K jest algebraicznie domkniete, jezeli kazdy wielomian
f € Klz] dodatniego stopnia posiada pierwiastek w ciele K.

Podstawowym przykladem ciala algebraicznie domknietego jest ciao C liczb zespolonych. Z
twierdzenia 11.3 wynika zatem od razu nastepujacy

Whniosek 11.6. Niech f bedzie endomorfizmem przestrzeni liniowej V' wymiaru n € N nad
cialem algebraicznie domknietym K. Wéwczas f posiada wartos¢ wlasna.

7 zasadniczego twierdzenia algebry mozna wyprowadzié, ze kazdy wielomian nieparzystego
stopnia o wspétczynnikach rzeczywistych posiada pierwiastek rzeczywisty. Zatem z twierdzenia
11.3 mamy

Whniosek 11.7. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa wymiaru nieparzystego nad cialem liczb
rzeczywistych. Wéwczas kazdy endomorfizm przestrzeni V' posiada wartosé wlasna.

7 dowodu twierdzenia 11.3 mamy od razu nastepujace



Twierdzenie 11.8. Niech A = [aj;]i j=1,..n bedzie macierza endomorfizmu f przestrzeni

liniowej V' w bazie (ai,...,a,). Niech a bedzie wartoscia wlasna endomorfizmu f. Wéwczas
a=ajoqa+...+ a,oa, jest wektorem wlasnym odpowiadajacym wartoéci wlasnej a wtedy,
i tylko wtedy, gdy [a1,...,ay] jest niezerowym rozwiazaniem ukladu réwnari:
(a11 — a)a:l + ai9r2 + ... + aintn = 0
anr; + (ae—a)rs + ... + aonxt, = 0
an1x1 + an2rs + ... + (apn—a)r, = 0

Przykiad 11.9. Wyznaczymy wektory wtasne endomorfizmu f z przyktadu 11.2. Z przyktadu
11.4 wiemy, ze warto$ciami wlasnymi tego endomorfizmu sa jedynie liczby: 1, 2, 3. Stosujac
twierdzenie 11.8 wyznaczymy teraz kolejno wektory witasne odpowiadajace tym wartosciom
wlasnym.

1. Dla wartosci wlasnej a = 1 mamy uktad:

4r1 — 3x0 + 23 = 0
6xr1 — OSr9 + 4.7}3 = 0.
4dr1 — 4dxo + 4dxz3 = 0

Rozwiazujemy ten uktad metoda eliminacji Gaussa. Po zastosowaniu operacji: % “r3, T3 <> T, a
nastepnie ro — 671 1 73 —4 - r1, wykresleniu trzeciego réwnania oraz wykonaniu operacji r1 + o

T —.%‘3:0
x2—2x3:0’

wiec x3 = t, v1 = t, xo = 2t, gdzie t jest dowolna liczbg rzeczywista. Ale nasze rozwiazania

uzyskamy uklad:

musza by¢ niezerowe, wiec dodatkowo t # 0.
Zatem wektory wlasne odpowiadajace wartosci wlasnej a = 1 sa postaci: [t,2t,¢] dlat € R\ {0}.
2. Dla wartosci wlasnej a = 2 mamy uklad:

3r1 — 3z + 223 = 0
6ry — 6x9 + 4x3 = 0 .
4y — 4dxo + 3z3 = 0

Rozwiazujemy go metoda eliminacji Gaussa. Po zastosowaniu operacji: ro — 2 - 71, r3 — 771,
r1 <> 13, 1 — 3712, (=1) - 19, r1 — 79, T3 <> x3 uzyskamy uklad:

T — T2 = 0
I3 = 0 ’
wiec xo = t, x1 = t, vz = 0, gdzie t jest dowolna liczba rzeczywista. Ale nasze rozwiazania
musza by¢ niezerowe, wiec dodatkowo t # 0.

Zatem wektory wlasne odpowiadajace wartosci wlasnej a = 2 sa postaci: [t,¢,0] dla t € R\ {0}.
3. Dla wartosci wlasnej a = 3 mamy uktad:



201 — 3x9 4+ 2z3 = 0
6r1 — Txg + 4x3 = 0 .
41 — 4xo + 2z3 = 0

Rozwiazujemy go metoda eliminacji Gaussa. Po zastosowaniu operacji: %'7’3, T1 <> T3, T T3,
ro—4-ry, r3—2-11, (—1) - re, wykresleniu trzeciego réwnania oraz wykonaniu operacji r; +2-rg

T3 — 21 = 0
9 — 2r1 = 0

wiec x1 = t, x3 = 2t, x9 = 2t, gdzie t jest dowolng liczba rzeczywista. Ale nasze rozwiazania

uzyskamy uktad:

musza by¢ niezerowe, wiec dodatkowo ¢ # 0.
Zatem wektory wlasne odpowiadajace wartosci wlasnej a = 3 sa postaci: [t,2t,2t] dla t €

R\ {0}.0

Definicja 11.10. Wektorem wlasnym macierzy A € M, (K) nazywamy wektor wlasny prze-

ksztalcenia liniowego f: K™ — K", ktdére w bazie kanonicznej ma macierz A, tzn. f([x1,...,zy])
I

A-
Tn

Przykad 11.11. Pokazemy, ze jezeli cialo K nie jest algebraicznie domkniete, to pewna
macierz kwadratowa nad K nie posiada wartosci wlasnej. Najpierw zauwazmy, ze jesli cialo K
nie jest algebraicznie domkniete, to istnieja n € N oraz ag,...,a,—1 € K takie, ze wielomian

n—1 _

w=2x"—an_ 1T ... —a1x — ag nie posiada pierwiastka w ciele K. Przez prosta indukcje

mozna wykazaé, ze (—1)" - w jest wielomianem charakterystycznym macierzy

[0 1 0 ... 0 0 ]
o o0 1 ... 0 0
0O 0 0 ... 0 0
A=
0O 0 0 ... 0 1
| o a1 a2 ... Gp-2 d4n—1 |

Zatem z twierdzenia 11.3, macierz A nie posiada wartosci wiasnej. W szczegdlnosci macierz

0 1
[ 10 ] € M3(R) nie posiada rzeczywistej wartosci wlasnej. O

Twierdzenie 11.12 (Cayleya-Hamiltona). Dla dowolnego ciaa K kazda macierz A €
M, (K) jest pierwiastkiem swojego wielomianu charakterystycznego tzn. jesli det(A —z - I,) =
cotecix+...+ex” tocg-Ip+ce-A+...+c, - A" =0,



2 Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 11.13. Wyznaczy¢ wartosci wlasne oraz odpowiadajace im wektory wlasne poda-
nych macierzy A nad cialem R:

- 4 2 3
a) A = ;lgvb)A:[i_?lvc)A:[é(f]’d)A: 0 -1 11,
| 0 01
. 1 —4
30
e)A=|1 2 3 |, f)A= 1 3 0 —4
b2 3] 1 30 —4

Odp. a) Wartosci wlasne: 11 5. Odpowiadajace im wektory wlasne: [1,—1] 1 [3,1]. b)
Brak rzeczywistych wartosci wlasnych. ¢) Wartosci wlasne: 1. Wektory Wlasne [1,0] i [0, 1].
] [—8,3,6].

1,1,1

1.

d) Wartosci wlasne: 4, -1, 1. Odpowiadajace im wektory wlasne: [1,0,0], [2,
e) Wartosci whasne: 0 i 6. Odpowiadajace im wektory wlasne: [—2,1,0] i [ ] [ , 1, 1].
f) Wartosci wlasne: 0. Odpowiadajace im wektory wlasne: [—3,1,0,0], [0,0,1, O], [

Zadanie 11.14. Wyznaczy¢ wartosci wlasne oraz odpowiadajace im wektory wlasne poda-
nych macierzy A nad ciatem R:

4 -1 -2 41 1 2 -5 -3
a)A=1]2 1 —2|,b)A=|2 4 1]|,0)A=]| -1 -2 -3 |,
1 -1 1 01 4 3 15 12
o 305 0
DA=| 2 2 1lgd=|
—4 4 -2
L 0010

Odp. a) Wartosci wlasne: 1, 2, 3. Odpowiadajace im wektory wiasne: [1,1,1], [1,0,1],
[1,1,0]. b) Wartosci wlasne: 3, 6. Odpowiadajace im wektory wilasne: [0,1,—1], [3,4,2].
c) Wartosci whasne: 3, 6. Odpowiadajace im wektory wlasne: [—7,5,—6] i [6,—3,3], [1,1, —3].
d) Wartosci wlasne: 0. Odpowiadajace im wektory wiasne: [1,1,0], [0, 1,2]. e) Wartosci wlasne:
-3, -1, 1, 3. Odpowiadajace im wektory wilasne: [1,-3,3,-1], [1,—-1,—1,1], [1,1,—1,-1],
[1,-3,3,—1].

Zadanie 11.15. Udowodnij twierdzenie Cayleya-Hamiltona dlan =2 in = 3.



