Wykitad 12

Przestrzen afiniczna E"

1 Przestrzen afiniczna

Niech n bedzie dowolng liczba naturalna. Oznaczmy przez E™ zbidr wszystkich ciagéow n-
elementowych (aq,...,a,) liczb rzeczywistych. Elementy zbioru E" bedziemy nazywali punk-
tami, za$ elementy przestrzeni liniowej R™ bedziemy nazywali wektorami swobodnymi.
Punktowi @ = (ai,...,a,) € E™ mozna jednoznacznie przyporzadkowaé wektor swobodny
a = lag,. o ap]. Ponadto kazdej parze punktéw a,b € E™ mozna przyporzadkowaé wektor
swobodny ab za pomoca wzoru:

ab=p—a. (1)
s bn)

Zatem dla a = (ay,...,a,) 1 b= (by,... mamy, ze

-
ab=[by —ai,...,b, — ay). (2)

Stad dla dowolnych a,b € E": aa = © oraz ba = —ab. Latwo tez zauwazy¢, ze wowczas
zachodza warunki:

(i) dla kazdego punktu p € E" oraz dla kazdego wektora o € R”™ istnieje dokladnie jeden
punkt g € E™ taki, ze

—
pPq =«
(ii) (réwnosé tréjkata) dla dowolnych punktéw p, g,r € E™
i+ @ = i

W ten sposob otrzymujemy tzw. rzeczywista n-wymiarowa przestrzen afiniczna wspol-
rzednych, ktéra bedziemy oznaczali przez E™.
Punkt ¢ w (i) nazywamy suma punktu p i wektora « i oznaczamy przez p+ «. Zatem dla

p=(p1,...,Pn) Oraz @ = [ay,...,ay)

p+a:(p1+a1>-~->pn+an)- (3)
Sume punktu p i wektora —a przeciwnego do « bedziemy oznaczali przez p — a i nazywali
réznica punktu p i wektora a. Zatem dla p = (p1,...,pn) oraz a = [a1,. .., ay,)

p_a:(pl_a17"'7pn_an)' (4)

Okreslone wyzej pojecie sumy oraz réznicy punktu i wektora swobodnego posiadaja nstepujace
wlasnoéci, dla dowolnych p,q € E" oraz o, 3 € R™:

1. Prawa skracania rownosci:
(a) Jeslip+a=q+a,top=qoraz (b) Jeslip+a=p+ 3, to a = .

2. (p+a)+B=p+(a+h)



Liczby rzeczywiste a1, ..., as nazywamy ukladem wag, jezeli a; + ...+ as = 1.
Niech p1 = (p11,p12,---+P1n)s---sPs = (Ps1,Ps2,---,Psn) beda punktami przestrzeni E" i

niech liczby aq,...,as beda ukladem wag. Wowczas srodkiem ciezkosci ukiadu punktéw
(p1,...,ps) o wagach (ay,...,as) nazywamy punkt
aipr + ...+ asps = (@1p11 + ... + asPsty - -+, @1P1a + - - F AsPsn)- (5)

Latwo wykaza¢, ze aip; + ... + asps jest dokladnie jednym punktem p € E™ takim, ze

ai o ppi + ...+ as 0 pp; = O. Rzeczywiscie, niech p = (21,72,...,2,) € E". Wtedy dla

i=1,2,...,8 a;0pp; = a; 0 [Pi1 — 1, .., Pin — Tn) = [@ipi — i1, .., QiPin — A;Ty). Zatem
S

dla j = 1,2,...,n, j-ta skladowa wektora aj o ppi + ... + as o ppy jest réwna Zaijpij -
i=1

S S S S
Zaizxj = E aijpij — Tj - E a; = E a;jpij — Tj, bo a1 +az + ...+ as = 1. Wobec tego
i=1 i=1 i=1 i=1

S
aioppi+. . .4asopps; = O wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego j = 1,2,...,n: 0 = Z ai;Pij—Tj,

i=1
S
tzn. gdy z; = Z aijPij-
i=1
Pojecie srodka ciezkosci ukltadu punktéw (pi,...,ps) jest odpowiednikiem pojecia kombina-

cji liniowej wektorow. Jest rzecza warta podkreslenia, ze w odréznieniu od sytuacji, z ktora
mieliSmy do czynienia z wektorami, tutaj suma aipi +. ..+ asps jest okredlona tylko wtedy, gdy
a1+ ...+ as = 1. W szczegdlnodci wiec na ogot w przestrzeni afinicznej nie jest okreslona ani
suma dwdéch punktéw, ani iloczyn punktu przez skalar rézny od 1.

Ze wzoru (5) natychmiast wynika, ze punkt p = (x1,...,2,) jest srodkiem ciezkosci uktadu
punktéw (p1, ..., ps) przy ukladzie wag (ay, ..., as), gdzie p; = (pi1, iz, - .-, pin) dlai =1,2,... s
wtedy i tylko wtedy, gdy w przestrzeni liniowej R" ™! wektor [1,x1,...,x,] jest kombinacja li-
niowa wektoréw [1, p11, ..., Pinls [1, P21, -« s P2nls - - - [Ps1s - - - Dsn] © wspélezynnikach aq, ag, . . ., as.
Stad i z wlasnosci kombinacji liniowych wektoréw uzyskujemy, ze jezeli dla j = 1,...,t punkt g¢;
jest Srodkiem ciezkodci ukladu punktéw (pi,...,ps) przy wagach (aji,...,a;s) oraz (bi,...,b;)

t
jest ukladem wag, to (c1,...,cs), gdzie ¢; = Z bjaj; dlai=1,...,s, jest ukladem wag i punkt
j=1

c1p1+ ...+ csps = biqr + ... + bigs. Mozna wiec powiedzieé, ze wyznaczanie srodka ciezko$ci
uktadu punktéw jest operacja taczna. Informacje te mozna wykorzysta¢ do udowodnienia wielu
twierdzen z geometrii np. z planimetrii.

Zauwazmy jeszcze, ze dla dowolnego ukladu wag (ai,...,as) i dla dowolnych p € E" oraz
ai, . ..,as € R™ zachodzi wzor:

ai(p+ai)+apt+az)+...+as(p+oas) =p+(a1oas +azoas+...+as00a,).  (6)
Przyktad 12.1. Srodkiem ciezkosci uktadu (py, pa, ps) punktéw pi; = (0,1,0), po = (1,1,1),

p3 = (2,0,1) przestrzeni E? o wagach (2, —2,1) jest punkt 2p; + (=2)p2 +1pz = (0 —2+2,2 —
2+0,0-2+1)=(0,0,—1).0



Przykitad 12.2 Niech (p1,...,ps) bedzie uktadem punktéw materialnych w przestrzeni E”
(gdzie n = 1,2,3) o wagach odpowiedni wy,...,ws. Woéwczas z kursu fizyki wiadomo, ze
srodkiem ciezkodci uktadu (p1, ..., ps) jest punkt “2py +. ..+ D=pg, gdzie w = w1 +... +ws. O

2 Podprzestrzenie afiniczne

Niepusty podzbidr H przestrzeni afinicznej E” nazywamy podprzestrzenia afiniczna, gdy
dla kazdych dwéch punktéw p, g € H i dla kazdego a € R §rodek ciezkosci ap + (1 — a)q nalezy
do H.

Mozna wykazaé, ze jezeli H jest podprzestrzenia afiniczna przestrzeni E™, to kazdy srodek
ciezkosci dowolnego uktadu punktéw nalezacych do H nalezy do H.

Przyklad 12.3. Niech p € E". Wéwczas zbiér {p} zlozony tylko z jednego punktu jest
podprzestrzenia afiniczna przestrzeni E". Rzeczywiscie, p = (p1,p2, ..., Pn), wiec dla dowolnego
a € R mamy, ze ap + (1 —a)p = (ap1 + (1 — a)pr,ap2 + (1 — a)p2,...,app + (1 — a)pp) =
(p1,p2,---,pp) =p. O

Przyklad 12.4. Niech p € E" i o € R" \ {©}. Wtedy na mocy wzoru (6) zbiér {p+toa:
t € R} jest podprzestrzenia afiniczna przestrzeni E”. Nazywamy ja prosta afiniczna w postaci
parametrycznej p + t o a.d

Przykiad 12.5. Niech p € E" i a, 8 € R" beda wektorami liniowo niezaleznymi. Wtedy na
mocy wzoru (6) zbiér {p+toa+sof: t,s € R} jest podprzestrzenia afiniczna przestrzeni E™.
Nazywamy ja plaszczyzna afiniczna w postaci parametrycznej p+toa+ so §.0

Przykiad 12.6. Rozwazmy uktad m-réwnan liniowych z n-niewiadomymi nad ciatem R:

a1, + ai12x2 + ... + A1nTn = bl
ao1x1 + agexrs + ... + aspxn, = by

. (7)
AmiT1 + amaTas + ... + amnTn = bm

Rozwiazania tego ukladu mozna w naturalny sposob utozsamiaé¢ z punktami przestrzeni afi-
nicznej E™. Jezeli uklad (7) posiada rozwiazanie, to zbiér jego wszystkich rozwiazan jest pod-
przestrzenia afiniczng przestrzeni E". Rzeczywiscie, niech a € R i niech p = (p1,...,p,) oraz
qg=(q1,---,qn) beda rozwiazaniami tego uktadu. Wtedy

ap+(1—a)g = (ap1+(1—a)qi,...,apn+(1—a)g,) oraz dlai =1,...,m: a;1(ap1+ (1 —a)q)+
cootain(apn+(1—a)g,) = alaapi+. . .+ ainpn)+(1—a)(ainq+. . .+aing,) = abi+(1—a)b; = b;,
czyli ap + (1 — a)q tez jest rozwigzaniem ukladu (7). O

3 Wilasnosci podprzestrzeni afinicznych

Twierdzenie 12.7. Niech H bedzie podzbiorem przestrzeni afinicznej E™ i niech p € H .
Wéwcezas nastepujace warunki sa réwnowazne:



(a) H jest podprzestrzenia afiniczna,

(b) istnieje taka podprzestrzen liniowa V' przestrzeni R", ze H = p+V, gdzie p+V = {p+a:
acV}

Dowéd. (a) = (b). Niech V={aeR":p+ac H}. Wtedy © € V, bo p=p+ 0. Wezmy
dowolne a1, ag € Vidowolne a € R. Wtedy p+aq, ptas € H, wiec a(p+ai)+(1—a)(p+0) € H,
skad na mocy wzoru (6), p+aoay € H, a zatem a o a3 €. Ponadto (1,1,—1) jest ukladem
wag, wiec 1(p+ a1) + 1(p + a2) + (—1)(p + ©) € H i na mocy wzoru (6), p+ (a1 + a2) € H,
skad a1 + as € V. Zatem V jest podprzestrzenia przestrzeni liniowej R™. Wprost z okreslenia
V mamy, ze p+ V C H. Ponadto dla kazdego ¢ € H mamy, ze ¢ = p + pg, wiec H C p+V i
ostatecznie H =p+ V.

(b) = (a). Dla dowolnych ¢1, g2 € H i dowolnego a € R istnieja wektory oy, ag € V takie, ze
g1 =p+aiiq =p+as. Zatem ze wzoru (6), aqgi + (1 —a)ga = p+ (aoa; + (1 —a)oas) € H,
boaoa; 4+ (1 —a)oag € V, gdyz V jest podprzestrzenia przestrzeni liniowej R™. O

Uwaga 12.8. Podprzestrzen liniowa V' z (b) jest wyznaczona jednoznacznie przez podprze-
strzeni afiniczna H. Oznaczamy ja przez S(H). Latwo wykazaé, ze dla kazdego p € H jest
S(H) ={pq: q € H}. Wymiarem podprzestrzeni afinicznej H nazywamy wymiar podprze-
strzeni liniowej S(H). Zatem prosta afiniczna jest podprzestrzenia afiniczna wymiaru 1, zas
plaszczyzna afiniczna jest podprzestrzenia afiniczna wymiaru 2.

Przyklad 12.9. Niech H bedzie niepustym zbiorem rozwiazan uktadu réwnan nad cialem

R:
anry + apxs 4+ ... + apr, = b
a21x1 + a22x9 + ... + aA9nLn = b2
. (8)
ami®i + amars + ... + amnTn = bm

Wtedy S(H) jest zbiorem wszystkich rozwiazan uktadu jednorodnego

a1y + apry + ... + apr, = 0

as1x1 4+ agre + ... + agpx, = 0
(9)

amiT1 + ameors + ... + ampnr, = 0
W szczegdlnosci, jezeli p = (p1,...,pn) jest jakimkolwiek rozwiazaniem uktadu (1), to kazde
rozwiazanie ukladu (1) ma postaé: p + a, gdzie a = [aq,...,a,] jest rozwiazaniem uktadu

jednorodnego (2). O

Twierdzenie 12.10. Kazda podprzestrzen afiniczna H wymiaru k przestrzeni afinicznej E”
jest zbiorem rozwiazan ukladu n—k, ale nie mniejszej liczby réwnan liniowych z n-niewiadomymi
nad cialem R.

Przykiad 12.11. Znajdziemy uklad réwnan, ktorego rozwiazania tworza prosta o postaci
parametrycznej (1,1,1) + t o [1,2,3]. W tym celu znajdujemy najpierw uklad jednorodny,
ktérego przestrzen rozwiazan jest generowana przez wektor [1,2,3]. Uzupehiamy ten wektor



do bazy przestrzeni R? wektorami [0,1,0] i [0,0, 1] z bazy kanonicznej. Nastepnie wyznaczamy
przeksztatcenie liniowe f: R?® — R? takie, ze f([1,2,3]) = [0,0], £([0,1,0]) = [1,0] i £([0,0,1]) =
[0,1]. Ale

f([la 0, 0]) = f([la 2, 3]) —2o0 f([07 L, 0]) —3o0 f([oa 0, 1]) = [O’O] - [27 O] - [073} = [_2a _B]a wiec
f([z1, 22, 23]) = 210 f([1,0,0])+a20 f([0,1,0]) 4230 ([0, 0,1]) = [—221, —321]+[22, 0]+[0, 23] =
[—2x1 + w9, —3x1 + x3]. Poniewaz szukana podprzestrzenia liniowa jest jadro f, wiec uklad
jednorodny ma postac:

—2x7 4+ T2 = 0
—3x1 + a3 = 0

Aby znalezé uktad niejednorodny nalezy tylko wyznaczyé¢ wyrazy wolne. W tym celu w réwnaniach
uktadu podstawiamy x1 = 1, zo = 1, 3 = 1 i uzyskujemy szukany uklad:

{—21‘1 + X9 = -1 =

—3x1 + x3 = -2

Twierdzenie 12.12. Czesé wspdélna dowolnej niepustej rodziny podprzestrzeni afinicznych
przestrzeni afinicznej E™ jest albo zbiorem pustym albo podprzestrzenia afiniczna.

Podprzestrzenie przestrzeni wektorowej R"™ wymiaru n — 1 nazywamy hiperplaszczyznami
liniowymi; sa one dokladnie zbiorem rozwiazan réwnania postaci:

a1x1 + asro + ...+ apr, =0, (10)

w ktérym co najmniej jedna z liczb a; jest rézna od 0.
Podprzestrzenie afiniczne przestrzeni E® wymiaru n — 1 nazywamy hiperplaszczyznami
afinicznymi: s one doktadnie zbiorem rozwiazan réwnania postaci:

a1T1 + asxo + ...+ apxy = b, (11)

w ktérym co najmniej jedna z liczb a; jest rézna od 0.
7 twierdzenia 12.10 mamy zatem natychmiast nastepujace

Twierdzenie 12.13. Kazda podprzestrzen afiniczna wymiaru k przestrzeni E" jest czeScia
wspdlna n — k, ale nie mniejszej liczby hiperplaszczyzn afinicznych.



Twierdzenie 12.14. Niech (p1,...,ps) bedzie ukladem punktéw przestrzeni E". Wéwczas
zbiér af(pi,...,ps) wszystkich srodkéw ciezkosci tego ukladu jest podprzestrzenia afiniczna
przestrzeni E™. Podprzestrzen ta jest najmniejsza podprzestrzenia afiniczna zawierajaca wszyst-
kie punkty pi,...,ps. Ponadto S(af(pi,...,ps)) = L(pip2,p1pP3,.--,p1ps) = V oraz
af(pr,...,ps) =p +V.

Przyktad 12.15. Dla dowolnych dwéch réznych punktéw p; = (21, ...,25), 02 = (Y1,- -+, Yn)
przestrzeni E" mamy, ze af(p1,p2) jest prosta afiniczna przechodzaca przez te punkty. Jej
przedstawienie parametryczne ma postac:

(X1, .ymp) Ftofyr — 21, .., Yp — xp).0 (12)

Twierdzenie 12.16. Niech p = (z1,...,2,), p1 = (Z11,. .., Z1n)se.r, Ds = (Ts1, ..., Tspn) beda
punktami przestrzeni E".  Wowczas p € af(p1,...,ps) wtedy, i tylko wtedy, gdy
[173717 ) :En] € L([]-apllv cee apln]a ceey [1,])51, s apsn])-

Przykilad 12.17. Sprawdzimy, czy punkt (0,1,1) nalezy do podprzestrzeni afinicznej H =
af((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)) przestrzeni E3. Mamy, ze V = L([1,1,0,0], [1,0,1,0], [1,0,0,1]) =
L([1,1,0,0], [0,-1,1,0], [0,—1,0,1]) = L([1,1,0,0], [0,—1,1,0], [0,0,—1,1]). Ponadto wektory
[1,1,0,0], [0,—1,1,0], [0,0,—1,1] sa liniowo niezalezne, wiec z twierdzenia 8.16, [1,0,1,1] € V
wtedy i tylko wtedy, gdy wektory [1,0,1,1], [1,1,0,0], [0,—1,1,0], [0,0,—1, 1] sa liniowo zalezne.
Ale wykonujac operacje elementarne na tych wektorach mozemy sie¢ latwo przekonaé, ze te
wektory nie sa liniowo zalezne. Zatem z twierdzenia 12.16 mamy, ze punkt (0,1, 1) nie nalezy
do H.O

4 Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 12.18. Znajdz $rodek ciezkosci uktadu (p1, p2, p3) punktéow p; = (1,—1,2), pa =
(—1,1,3), p3 = (2,5,1) przestrzeni E* o wagach (3, —4,2).
Odp. (11,3, -4).

Zadanie 12.19. Udowodnij, ze w przestrzeni E3:
(z1,22,23) € af((1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)) & x5 = 1.

Zadanie 12.20. W przestrzeni E? znajdZz réwnanie liniowe hiperplaszczyzny afinicznej
af((1,-1,2),(-1,1,3),(2,5,1)).
Odp. 8xr1 + 0 + 141‘3 = 35.

Zadanie 12.21. Uzasadnij, ze w przestrzeni E3:
af((1,1,1),(0,1,2)) Naf((1,1,1),(1,2,3),(2,1,2)) = {(1,1,1)}.

Zadanie 12.22. Uzasadnij, ze w przestrzeni E? punkt (0,0, 0) jest srodkiem ciezkoéci uktadu
punktéw {(1,0,0),(1,1,1),(0,1,0),(0,0,1)}.

Odp. Uktad wag: %,—%, %,%
Zadanie 12.23. W  przestrzeni E® znajdz punkt wspdlny prostych afinicznych
af((2,1,1,3,-3),(2,3,1,1,-1)) i af((1,1,2,1,2),(1,2,1,0,1)).



Odp. (—2,-5,—1,1,-1).
Zadanie 12.24. Znajdz uklad réwnan liniowych, ktérego przestrzenia rozwiazan jest prosta

(1,-1,3) +to[0,5,7].
Odp. Rownania ukladu: x; =1, bxg — Txy = 22.

Zadanie 12.25. Znajdz uklad réwnan liniowych, ktérego przestrzenia rozwiazan jest
af((1,2,3,4),(2,—-1,3,1),(6,—4,2,2)).
Odp. Réwnania ukladu: 3z1 + o + 923 = 32, 1221 + 1329 — 924 = 2.



