Wykiad 14
Uklady nier6wnosci liniowych

1 Uklady nier6wnosci liniowych

Mowimy, ze nieréwnos$é cixy + ... + cpxn, > b jest kombinacja liniowa o nieujemnych

wspolczynnikach nieréwnosci ukladu

aj1ry + aipxe2 + ... +  a1pTn > bl
a1, + a9 + ...+ eIy Z b2
- )
Am1T1 + am2T2 + ...+ GpnTn > by
gdy istnieja nieujemne liczby rzeczywiste dy, ..., d,, takie, ze

axy + ...+ ey = di(annry + .. A a1n@n) oo+ din(amir A )

oraz
b=diby + ...+ dpbp,

tj.

and; + anda + ... 4+ amidnm =

ajpdy + ageds + ... + amadn = co

alr;dl —i— Clzr;dg + .. + am,;dm : C;l
i

bidy + bods + ... + bydy, = b.

Z definicji tej wynika od razu, ze jezeli (aq, ..., ay,) jest rozwiazaniem ukladu (1), to jest réwniez

rozwiazaniem kazdej nieréwnosci c1xy + ... + ¢z, > b, ktora jest kombinacja liniowa o nie-
ujemnych wspétczynnikach nieréwnosci uktadu (1) i ogdlniej: jest rozwiazaniem kazdej takiej
nieréwnosci ¢1x1 + . .. + ¢z, > b, ze nieréwno$é cix1 + . .. + ¢, T, > b jest kombinacja liniowa

o nieujemnych wspélczynnikach nieréwnoscei uktadu (1), dla pewnej liczby rzeczywistej b > ¥'.

Przyklad 14.1. Nier6wnos¢ 0-xz; + 0 - 22 > 4 jest kombinacja liniowa o wspdlczynnikach 4,
12, 4 nieréwnosci ukladu

dr1 + 3x2 > 1
—2x1 + x> > -1 . (2)
201 — 6x9 > 3

Wynika stad od razu, ze uktad (2) nie posiada rozwiazania. O



Twierdzenie 14.2. Niech

a11x1 + apre + ... + apr, > b
ag1x1 + agrs + ... + aspx, > by 3)
am1T1 + amar2 + ... + QmpTn > bm

bedzie rozwiazalnym (tzn. posiadajacym rozwiazanie) ukladem nieréwnosci i niech
ATy + ...+ cprpy >V (4)

bedzie dowolna nieréwnoscia. Kazde rozwiazanie ukladu (3) jest rozwiazaniem nieréwnosci (4)
wtedy, i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba rzeczywista b > b, ze nieréwnosé

C1T1 + ... +cpry > b (5)

jest kombinacja liniowa o nieujemnych wspdlczynnikach nieréwnosei uktadu (3).

Przyklad 14.3. Korzystajac z twierdzenia 14.2 uzasadnimy, ze nastepujacy uklad réwnan

x1+3x2—5x3:2
{ (6)

$1—4IL‘2—7$3:3

nie posiada rozwiazania nieujemnego. W tym celu zatézmy, ze nasz uktad posiada rozwiazanie
nieujemne (a1, a2, as) (tzn. takie, ze a1 > 0, ag > 01 ag > 0). Poniewaz uklad nieréwnosci

v + y2 =2 0
3y1 — 4y2 > 0 (7)
—5y1 — Ty2 = 0
jest rozwiazalny (np. y; = y2 = y3 = 0) oraz nieréwnosé
2y1 +3y2 > 0 (8)

jest kombinacja liniowa nieréwnosci uktadu (7) o wspétczynnikach nieujemnych aq, as, a3, wiec
na mocy twierdzenia 14.2, kazde rozwiaza-nie ukladu (7) jest rozwiazaniem nieréwnosci (8).
Ale (1,—1) jest rozwiazaniem ukladu (7) i nie jest rozwiazaniem nieréwnosci (8), wiec mamy
sprzecznosé. Przypuszczenie, ze uktad (6) posiada rozwiazanie nieujemne doprowadzilo nas
zatem do sprzecznosci. Stad uklad (6) nie posiada rozwiazania nieujemnego.O

2 Sprzeczne uklady nieré6wnosci liniowych

Uktad nieréwnodci z niewiadomymi 1, o, ..., T, nazywamy sprzecznym, gdy nieréwnosé 0O -
1+ ...+ 0z, > 1 jest kombinacja liniowa o nieujemnych wspdtczynnikach nieréwnosci tego
uktadu.



Twierdzenie 14.4. Uklad nieréwnosdci liniowych jest rozwiazalny wtedy, i tylko wtedy, gdy
nie jest sprzeczny.

Przyklad 14.5. Korzystajac z twierdzenia 14.4 udowodnimy, ze nastepujacy uktad nieréwnosci

r1 + w2 + w3 > 2

xr1 — x2 + x3 > 1
9)

—x1 + xo — 2z3 > -—1

-r1 — ® + w3 > -1

nie ma rozwiazania. W tym celu wystarczy wykazaé, ze uktad rownan

y + 2 — Y3 — ya =0
— — = 0
Y1 Y2 + Y3 Y4 (10)
yi + y2 — 2y3 + ya = 0
201 + Y2 — Y3 — Ui 1

posiada rozwiazanie nieujemne. Uklad (10) rozwiazujemy metoda eliminacji Gaussa. Po zasto-
sowaniu operacji elementarnych: ro — 71, r3 — 71, ra — 271, (—3) - 72, (—1) - r3 uzyskamy uklad
réwnowazny postaci

y1 + Y2 — Ys — W4 0
y2 - y3 = 0 (11)

y3 — 2ys = 0

— Y2 + Y3 + U 1

Nastepnie wykonujemy kolejno operacje: r4 + 79, 11 + 74, 13+ 274, 71+ 73, T2 + 173, 71 — 72 i
uzyskujemy, ze y1 = 1, yo = 2, y3 = 2, y4 = 1. Zatem uklad (2) posiada rozwiazanie nieujemne,
wiec z twierdzenia 14.4 uklad nieréwnosci (1) nie posiada rozwiazania.O

Podzbiér A przestrzeni afinicznej E™ nazywamy ograniczonym, gdy podzbiér A jest zawarty
w pewnym réwnolegloécianie. Mozna wykazaé, ze podzbiér A przestrzeni afinicznej E" jest
ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka dodatnia liczba rzeczywista a, ze dla kazdego
punktu (x1,...,zy) € A mamy, ze |z1| < a,...,|z,| < a.

Twierdzenie 14.6. Zbiér wszystkich rozwiazan ukltadu nieréwnosci

anry + apr: + ... + apr, > b
anry + aggre + ... + agr, > by
: (12)
Am1T1 + amaT2 + ...+ Gty > by
jest ograniczony wtedy, i tylko wtedy, gdy uklad nieréwnosci
ainxy + apry + ... + apr, > 0
aanry ~+ agre + ... 4+ agmxr, > 0
. (13)
am1T1 + amar2 + ...+ appTn > 0



nie ma rozwigzania réznego od rozwigzania (0, ...,0).

Przyklad 14.7. W oparciu o twierdzenia 14.4 i 14.6 zbadamy, czy nastepujacy uktad nieréw-

nosci:
2%1 - 31’2 Z 2
—xr1 4+ 2z > -1
3r1 — Ddx9g > 7

ma rozwiazanie i czy zbidr wszystkich jego rozwiazan jest ograniczony. Gdyby nasz uktad
nieréwnosci byl sprzeczny, to zgodnie z twierdzeniem 14.4 istnialyby nieujemne liczby rzeczy-
wiste y1, yo, y3 takie, ze

20 — Y2 + 3y3 = 0
—3y1 + 2y2 — by =
21 — oy + Tyz = 1
Ale jedynym rozwiazaniem tego ukladu réwnan jest y; = —i, Yo = Y3 = %, wiec mamy

sprzecznosé. Wobec tego nasz uklad nieréwnodci nie jest sprzeczny, a wiec ma rozwiazanie.
Rozwazmy teraz uklad nieréwnosci:

21’1 — 3.’B2 Z 0
—x1 + 229 > 0.
31 — bz > 0

Latwo zauwazy¢, ze £1 = 5, x9 = 3 jest jego niezerowym rozwiazaniem. Wobec tego na mocy
twierdzenia 14.6 zbidr rozwigzan ukladu nieréwnosci

201 — 3x90 > 2
—r1 + 29 > -1
3$1 — 51’2 Z 7

jest nieograniczony.

3 Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 14.8. W oparciu o twierdzenia 14.4 i 14.6 zbadaj, czy nastepujacy uklad nierow-

nosci:
21’1 - 31’2 Z 2
-1 + 239 > -1
3.%1 — 51’2 Z 7

ma rozwiazanie i czy zbidr wszystkich jego rozwiazan jest ograniczony.
Odp. Uklad ma rozwiazanie. Zbiér wszystkich rozwiazan nie jest ograniczony.

Zadanie 14.9. W oparciu o twierdzenie 14.2 zbadaj, czy nastepujacy uktad réwnan:



2r1 — 19 + 4wy = 1
—x1 4+ 229 — 3x3 = -1

posiada rozwiazanie nieujemne.
Odp. Uklad nie posiada rozwiazania nieujemnego.

Zadanie 14.10. Rozwiaz graficznie uktad nieréwnosci:

3.%1 — 2$2 Z —2
3r1 + x9 > 1.
—3x1 + 12 > =2

Odp. Rozwiazaniem jest tréjkat o wierzchotkach (0,1), (%, —%), (2,4).

Zadanie 14.11. Wyznacz wszystkie nieujemne rozwiazania uktadu réwnan:

$1+3$2—5CE3=8
x1—41‘2—7x3:7

Odp. 71 = %, To =1, x3 = %, gdzie t € (0, %>

Zadanie 14.12. W oparciu o twierdzenie 14.4 zbadaj, czy nastepujacy uklad nieréwnosci:

r1 — X2 + x3 + 2x;4 > 1
—x1 + x» — 2x3 — 24 >

2c1 — x99 — 3x3 + x4 > —1
3rz1 + x2 + dxz — x4 >
—4x7 4+ 2x9 + Txz — 2x4 >

ma rozwigzanie.
Odp. Uklad nie posiada rozwiazania.



