Wykiad 15

Elementy geometrii analitycznej
wielowymiarowej

1 Odleglosé punktow w przestrzeni E"

Odlegtoscia dwéch punktéw p = (z1,...,2n), ¢ = (Y1,--.,Yn) Drzestrzeni afinicznej E"
nazywamy nieujemna liczbe rzeczywista d(p, q) dana wzorem:

d(p.q) = V(w1 —y1)* + ... + (@0 — yn)*. (1)

Mozna wykazaé, ze otrzymana w ten sposéb funkcja d : E® x E® — R spelia nastepujace
warunki:

1. d(p,q) = d(q,p) dla dowolnych p,q € E",

2. d(p,q) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy p = ¢ dla dowolnych p, g € E,

3. d(p,r) < d(p,q) + d(q,r) dla dowolnych p, q,r € E™.
Ostatni z tych trzech warunkow nazywa sie nieréwnoscia tréjkata.

Twierdzenie 15.1. Dla dowolnych punktéw p,q € E™ odcinek conv(p, q) sklada sie z tych,
i tylko tych, punktéw x € E", ze d(p,q) = d(p, z) + d(z, q).

Dtugoscia wektora a = [ay, ..., a,] € R" nazywamy nieujemna liczbe rzeczywista |«| dana

Wzorem:

Jezeli |a] = 1, wektor o nazywamy unormowanym.
Moéwimy, ze wektory swobodne a, 3 € R” sa réwnolegle i maja jednakowy zwrot, jesli

la+ 8] = lal+8]. (3)
Moéwimy, ze wektory swobodne «, 3 € R™ sa réwnolegle i maja zwroty przeciwne, jezeli
la = 3| = lal+[8]. (4)

W obu przypadkach méwimy, ze wektory « i 3 sa ré6wnolegle, czyli maja ten sam kierunek.

Twierdzenie 15.2. Wektory «, 8 € R™ sa réwnolegle wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja
liczby rzeczywiste r, s takie, ze r # 0 lub s #£ 0 oraz

roa=so/f. (5)

Wektory « i 8 maja zwrot jednakowy lub zwroty przeciwne, zaleznie od tego czy rs > 0, czy
rs < 0.



2 Proste w przestrzeniach E"

Twierdzenie 15.3. Przez kazde dwa rézne punkty p i g przestrzeni afinicznej E” przechodzi
doktadnie jedna prosta. Jest ona identyczna ze zbiorem L punktéw postaci

L(t) = (1 = t)p + tq, (6)
gdzie parametr ¢t przebiega wszystkie wartosci rzeczywiste.

Zaleznosé (6) nazywa sie réwnaniem parametrycznym prostej przechodzacej przez punkty
pigq. Niech p = (ai,...,a,)1qg=(b1,...,b,). Oznaczmy o = [by — ay,...,b, — a,]. Wowczas
réwnanie prostej L mozemy zapisa¢ w postaci wektorowej:

Lt)y=p+toa. (7)

Niech przy oznaczeniach wzoru (6) 5 = \?ll o . Wtedy wektor (3 jest unormowany oraz L(t) =
p+to [ tez jest rt6wnaniem wektorowym prostej L. Kierunkiem prostej L nazywamy w tej
sytuacji kierunek wektora 3. Proste o jednakowym kierunku nazywamy réwnoleglymi.

Twierdzenie 15.4. Proste Li(t) = p1 +to (11 La(t) = pa + t o B2, gdzie wektory (1 i 2 sa
unormowane, sa réwnolegle wtedy, i tylko wtedy, gdy 31 = (2 lub 51 = —fs.

3 Iloczyn skalarny wektorow

Tloczynem skalarnym wektoréw o = [aq,...,a,], = [b1,...,b,] € R™ nazywamy liczbe
rzeczywista « - 3 okreslona wzorem:

a-B=a1bi+ ...+ apby,. (8)

Twierdzenie 15.5. Dla dowolnych wektoréw «, 3,y € R" oraz dla dowolnego skalara a € R:
(i) a-B=p"q

(i) ao(a-8) = (aoa)- B=a-(ao ),

(i) a- (B+7) = a-B+a-7,

(iv) a-a >0,

V)a-a=0<=a=0.

Oznaczmy iloczyn skalarny « - a przez o®. Wéwezas zachodzi nastepujace

Twierdzenie 15.6 (nier6wnosé Schwarza-Cauchy’ego). Dla dowolnych wektoréw a, (5 €
R™:
(a-B)” <a®- 52 (9)
przy czym réwnosé ma miejsce jedynie wowczas, gdy wektory a i 8 sa rownolegte.
Niech a i 8 beda niezerowymi wektorami przestrzeni R™. Miara kata miedzy wektorami « i

B nazywamy liczbe ¢ € (0, 7) speiajaca réwnosé:

cos ¢ =

NI (10)



Przyjmujemy, ze miara kata miedzy wektorem zerowym a innym wektorem jest dowolna liczba
z przedziatu (0, 7). Miare kata miedzy wektorami « i § oznaczamy przez Z(c«,3). Zachodzi

wiec wzor
a- = |af|f|cos Z(a, B). (11)
Powyzsza definicja jest poprawna, gdyz z nieréwnosci Schwarza-Cauchy’ ego wynika, ze
_ o
LS iy < 1-

Ponadto definicja ta pokrywa sie z okreéleniem miary kata miedzy wektorami na plaszczyznie
i w przestrzeni.

Powiemy, ze wektory o i § nalezace do przestrzeni R” sa prostopadle, jezeli speliaja
warunek:

a-f3=0. (12)

4 Wektory réwnolegle (prostopadle) do hiperplaszczyzny

Niech H bedzie dowolna hiperplaszczyzng w przestrzeni afinicznej E™. Wdwczas istnieja
liczby rzeczywiste aq, ..., a, nie wszystkie réwne 0 i liczba rzeczywista b takie, ze

H=A{(z1,...,2n) €E": a1z1+ ...+ apz, = b}. (13)

Powiemy, ze wektor o € R" jest réwnolegly do hiperplaszczyzny H, jezeli o € S(H), tzn.
istnieja dwa rézne punkty p,q € H takie, ze wektory a i pg sa réwnolegle.

Powiemy, ze wektor a € R" jest prostopadly do H, jezeli a jest wektorem prostopadlym do
kazdego wektora réwnoleglego do H.

Twierdzenie 15.7. Aby wektor a € R™ byl réwnolegly do hiperplaszczyzny H danej wzorem
(1) potrzeba i wystarcza, zeby byl on prostopadly do wektora [aq, ..., ay,].

Twierdzenie 15.8. Wektor o € R"™ jest prostopadly do hiperplaszczyzny H danej wzorem
(1) wtedy, i tylko wtedy, gdy istnieje liczba rzeczywista t taka, ze « =t o [ay,...,ay)].

Twierdzenie 15.9. Jezeli wektor oo = [aq,...,a,] jest rézny od O, to przez kazdy punkt

p = (p1,.-.,pn) przechodzi dokladnie jedna hiperptaszczyzna prostopadla do a. Réwnanie jej
ma postac:

a1T1 + ...+ apTyp = a1p1 + ... + apPn. (14)

Niech p = (p1, ..., pn) bedzie dowolnym punktem przestrzeni E",
a H hiperplaszczyzna o réwnaniu (2). Punkt p’ przeciecia prostej L przechodzacej przez p
i prostopadlej do H nazywamy rzutem prostopadlym punktu p na hiperplaszczyzne
H. Odlegloéé¢ punktu p od jego rzutu prostopadlego p’ nazywamy odlegloscia punktu p od
hiperplaszczyzny H i oznaczamy przez d(p, H). Mozna udowodnié, ze przy tych oznaczeniach

zachodzi wzor:
_awpr + ..+ anpn — b]

d(p, H)
a?+ ...+ a2

(15)




5 Iloczyn wektorowy

Niech a = [a1, az,as] i 8 = [by, b2, b3] beda wektorami przestrzeni R3. Iloczynem wektorowym
wektorow « i 8 nazywamy wektor a x § dany wzorem:

a2 as
ba b3

a; das
b1 b3

ay az
bi b

i 9

axﬁ—[

] | ()

Z twierdzen 5.2, 15.2 i z wniosku 5.7 mozna wyprowadzi¢ nastepujace

Twierdzenie 15.10. Wektory «, 3 € R? sa réwnolegle wtedy i tylko wtedy, gdy « x 8 = ©.

7 twierdzenia 5.1 i z okreslenia iloczynu wektorowego mozna tatwo udowodnié¢ nastepujace

Twierdzenie 15.11. Dla dowolnych wektoréw «, 3, € R3:
(i)axﬂ:—(ﬁxa),
(i) la x B2 + (- )2 = a2 - B2,
(iii) @ x (8+7) = (@ x B) + (@ x 7).

7 twierdzenia Laplace’a, dla wierszy i okreslenia iloczynu skalarnego, otrzymujemy natych-
miast

Twierdzenie 15.12. Dla dowolnych wektoréw [a1, as, as), [b1, ba, bs),[c1, c2, c3] € R? zachodzi
wzor:

a; ag as
([a1,a2,a3] x [b1,b2,b3]) - [c1,¢2,¢3) = | by by b3 |. (17)
¢ ¢ c3

Z twierdzen 15.11 (ii) oraz 15.12 otrzymujemy od razu

Twierdzenie 15.13. Jezeli wektory o, 3 € R? nie sa réwnolegle, to wektor a x 3 jest
prostopadly do plaszczyzny rozpietej na wektorach « i 3, a jego dlugosé jest réwna polu
réwnolegloboku rozpietego na wektorach o i .

Uwaga. Problem zwrotu wektora a x § zalatwia tzw. regula trzech palcow, ktéra mowi,
ze jezeli wyprostowany palec wskazujacy prawej dloni wskazuje kierunek i zwrot wektora «, a
palec srodkowy kierunek i zwrot wektora 3, wowczas kciuk pokazuje kierunek i zwrot wektora

a X (.
7 twierdzenia 15.13 wynika w prosty sposéb

Twierdzenie 15.14. Niech p, ¢, r beda punktami przestrzeni afinicznej E? w polozeniu
ogblnym. Niech a = [a1,a2,a3] = pq, B = [b1,b2,b3] = pr. Oznaczmy przez A(p,q,r) pole
tréjkata o wierzchotkach p, g, r. Wowczas zachodzi wzor:

2 2

az as
by b3

ap ag
b1 b3

ap az
b1 b

1

. (18)

1
A(p7Q7T) = 5’05 X ﬁ| =




6 Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 15.15. Oblicz dlugosci podanych wektoréw przestrzeni R3:
a) a=[-3,0,4], b) 8= [V2,V3,V31], ¢) w(p,q), gdzie p = (2,1,-3) i ¢ = (—1,1,4).
Odp. a) 5. b) 6. c) v/58.

Zadanie 15.16. Oblicz iloczyny skalarne podanych wektoréw przestrzeni R3:

a) a = [_1727 _3]7 ﬁ = [2707_1]; b) o = [\/i, \/§7 \/BL ﬂ = [\/gy_\/ﬁ,()].

Odp. a) 1 b) -5.
Zadanie 15.17. Oblicz kat miedzy podanymi parami wektoréw przestrzeni R3:
a) a=[3,-1,2], 8=1[4,2,-5]; b) a=[3,-1,2], B =1, 2,3].
Odp. a) 5. b) 3.
Zadanie 15.18. Oblicz iloczyny wektorowe podanych par wektorow:
a) Q= [_1a275]7 ﬁ = [2707_3]7 b) o = [_17 _37 _4]7 ﬁ = [5767 _2]

Odp. a) [-6,7,—4]. b) [-18,18,9].
Zadanie 15.19. Oblicz pole tréjkata o wierzchotkach a = (1,2,3), b = (0,—1,2), ¢ = (0,4,0).
Odp. gx/é

=(3,-1,2),d = (1,3,5)

Zadanie 15.20. Zbadaj, czy punkty a = (1,0,2), b = (5,1,5), ¢ = (3,

leza w jednej plaszczyznie.

Odp. Tak.
Zadanie 15.21. Napisz rownanie plaszczyzny przechodzacej przez punkt p = (—1,2,0) i

prostopadlej do wektora a = [2, -3, 1].
Odp. 2x7 — 3x2 + 23 = —8.
Zadanie 15.22. Napisz roéwnanie plaszczyzny przechodzacej przez punkty p = (0,1,2),

q= (_1747 5)7 r= (27 _273)
Odp. 1221 + Tz9 — 323 = 1.

Zadanie 14.23. Znajdz rzut prostokatny punktu p = (3,—-2,1)

na plaszczyzne o réwnaniu: 2x; — zg + 3x3 = 0.
Odp. (7, 15 —11)-
Zadanie 15.24. Oblicz odlegto$¢ punktu p = (5,—1,6) od plaszczyzny o réwnaniu:
3x1 — 4xo 4+ 1223 = 12.

Odp. %'
Zadanie 15.25. Oblicz odlegtosé punktu p = (3,6, —1) od plaszczyzny o réwnaniu parame-
trycznym (1,0,0) +to[2,—1,1] + so[1,2,0].

Odp. \/13



