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Oznaczenia:

Dodatnie liczby catkowite nazywamy liczbami naturalnymi. Zbiér wszystkich liczb na-
turalnych oznaczamy symbolem N. Zatem N = {1,2,3,...}. Ponadto Ny = {0, 1,2,3,...}.
Dla m € N i liczby catkowitej a przez [a],, oznaczamy reszte z dzielenia a przez m.

UWAGA! Ten wyktad opiera sie bardzo mocno na znajomosci Elementarnej teorii
liczb! Bedziemy tez wykorzystywali wiedze z Algebry liniowej i troszke wiedzy z geometrii
elementarnej ze szkoty $redniej.



Wykilad 1
Pojecie grupy

Definicja 1.1. Dziataniem w niepustym zbiorze A nazywamy kazde odwzorowanie
zbioru A X A w zbiér A. Jezeli o jest dzialaniem w zbiorze A i a,b € A, to o((a,b))
oznaczamy przez a o b i nazywamy wynikiem dziatania o na parze (a,b).

Dzialania bedziemy oznaczali symbolami: o, -, +, @, itd.

Definicja 1.2. Systemem algebraicznym nazywamy uklad postaci (4,01, ...,0,,€1,...,€x),
w ktérym A jest niepustym zbiorem, oq,...,0, sa dzialaniami w A oraz eq,...,e, € A
sa wyréznionymi elementami zbioru A.

Dziataniu w zbiorze skoniczonym A mozna przyporzadkowaé tabelke

a b c

(@]
alaoal|laob|laoc
b|l|boa|bob|boc
c

coa | cob|coc

wpisujac w lewym gérnym rogu oznaczenie dzialania i wypisujac dwukrotnie elementy
zbioru A: raz w pierwszym rzedzie poziomym i raz w pierwszym rzedzie pionowym, a
nastepnie wpisujac na przecieciu rzedu poziomego odpowiadajacego elementowi a i rzedu
pionowego odpowiadajacego elementowi b wynik omawianego dzialania na parze (a,b).
Odwrotnie, kazda tabelka, ktéra w pierwszym rzedzie poziomym i pierwszym rzedzie
pionowym zawiera wszystkie elementy danego skonczonego zbioru A napisane tylko jeden
raz, a na pozostalych miejscach ma wpisane w dowolny sposéb pewne elementy zbioru
A, okresla w A dzialanie. Wynikiem tego dzialania na parze (a,b) jest element stojacy
w rzedzie poziomym odpowiadajacym a i rzedzie pionowym odpowiadajacym b. Wynika
stad w szczegdlnosci, ze w zbiorze n-elementowym mozna okresli¢ doktadnie n" roznych
dziatan.

Zagadka 1. Wypisz tabelki wszystkich dzialan w zbiorze dwuelementowym A =
{0,1}.

Zagadka 2. Zalézmy, ze potrafimy wypisa¢ jedna tabelke dziatania w zbiorze 3-
elementowym A w ciagu 10 sekund. Ile czasu zajmie nam wypisanie tabelek wszystkich
dzialan w tym zbiorze?

Niech o bedzie dzialaniem w zbiorze A. Powiemy, ze
(1) dziatanie o jest taczne, jezeli Vg peea (@0b)oc=ao (boc),



(2) dzialanie o jest przemienne, jezeli V,pea a0ob="bo a,
(3) e € A jest elementem neutralnym dzialania o, jezeli Voeq e0ca =aoe = a.

Zagadka 3. Czy dzialanie o w zbiorze N dane wzorem a o b = a’ jest taczne? Czy o
jest przemienne? Czy o posiada element neutralny?

Zagadka 4. Jak na podstawie tabelki dzialania w zbiorze skonczonym rozpoznaé
element neutralny tego dziatania?

Twierdzenie 1.3. Jezeli o jest dzialaniem lacznym w zbiorze A, to wynik tego
dziatania na uktadzie elementow aq,as,...,a, € A nie zalezy od sposobu rozstawienia
nawiasow.

Dowéd. Zastosujemy indukcje wzgledem n przy dowolnych a4, ... a, € A. Dlan =1
przyjmijmy formalnie, ze wynik dzialania o na ukladzie a; jest réwny a;. Dla n = 2
teza tez zachodzi, bo mamy tylko jedna mozliwos¢: a; o as. Dla n = 3 mamy dwie
mozliwosci rozstawienia nawiaséw w ukladzie aq, ag, as: ajo(agoas) i (a; 0ay)oag, ktére
prowadza do tego samego wyniku na mocy tacznosci dzialania o i ten wynik oznaczymy
przez aj o as o as.

Niech teraz n > 3 bedzie taka liczba naturalna, ze dla kazdego naturalnego k < n wynik

dziatania o na dowolnych elementach zi,...,z, € A nie zalezy od sposobu nawiaséw
i jego warto$¢ oznaczmy symbolem 1 o ... o x,. Wezmy dowolne aq,as,...,a, € A.
Niech a bedzie wynikiem dzialania o na ukladzie elementéw ay, as, ..., a, przy pewnym

rozstawieniu nawiaséw. Jesli w tym rozstawieniu nawiaséw za elementem a, z prawej
strony stoi nawias ), to a = bo (...0ay,)...), gdzie b jest wynikiem dzialania o na uktadzie
ai, . ..,a; dla pewnego naturalnego k < n—1, zas ¢ = (...0ay,)...) jest wynikiem dzialania
o na uktadzie agiq,...,a,. Zatem na mocy zalozenia indukcyjnego i tacznosci dzialania
o mamy, ze a = bo ((ags10...00a,-1)0a,) = (bo (agy10...0a,-1)) 0 a, = (a; o
.0 ay_1) © ay. Jesli za$ za elementem a, nie ma nawiasu ), to a = c o a,, gdze ¢
jest wynikiem dziatania o na uktadzie aq,...,a,_1 przy pewnym rozstawieniu nawiasow.
Zatem z zalozenia indukcyjnego c¢ nie zalezy od sposobu rozstawienia nawiasow, wiec
c=ao0...oa,11ia=(a;0...0a,1)oa, Konczy to dowdd tego, ze wynik dzialania
o na uktadzie elementéw aq,as, ..., a, nie zalezy od sposobu rozstawienia nawiaséow. [

Twierdzenie 1.3 pozwala na pomijanie nawiaséw dla dzialania tacznego o i uzywanie
zapisu a; o as o ... o a, dla dowolnej liczby naturalnej n. Ponadto wéwczas dla a € A i
n € N mozemy stosowaé zapis a” = goao...oq (oczywiscie a' = a).

n

Whniosek 1.4. Jezeli o jest dzialaniem tacznym w zbiorze A, to dla dowolnego a € A
i dla dowolnych n,m € N:

(i) a™ o a™ = a™™ oraz (ii) (a™)™ = a"™.

Dowdéd. (i) W zapisie a™ o @™ element a wystepuje dokladnie n + m razy, wiec na



mocy Twierdzenia 1.3, a” o a™ = ™™™
(i1) W zapisie (a™)™ element a” wystepuje dokladnie m razy, zas w zapisie a” element
a wystepuje dokladnie n razy. Zatem w zapisie (a”)™ element a wystepuje dokladnie nm

razy, wiec na mocy Twierdzenia 1.3, (a™)™ = ™. O

Whniosek 1.5. Niech o bedzie dzialaniem lacznym w zbiorze A i niech a,b € A beda
takie, ze a o b = boa. Wtedy dla dowolnych m,n € N:

(i) aob™ =b"oa, (ii) a” o b™ =" o a”, (iii) (a0 b)” = a" o b™.

Dowéd. (i). Stosujemy indukcje wzgledem m. Dla m = 1 teza wynika wprost z
zalozenia. Zalézmy, ze dla pewnego m € N jest aob™ = b™ oa. Wtedy na mocy Wniosku
1.4, b = bp™ o b, wiec na mocy lacznosci o i zalozenia indukcyjnego, a o bt =
(aob™)ob=(b"oa)ob=0b"0(aob) =b"o(boa)= (b"ob)oa=0b"""oa. Zatem
teza zachodzi dla liczby m + 1.

(ii). Wynika od razu z (i). (iii). Stosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza jest
oczywista. Zalézmy, ze teza zachodzi dla pewnego n € N. Wtedy na mocy Twierdzenia
1.3 i zalozenia indukcyjnego oraz (i), (a0 b)"™ = (aob)"o(aob) = a"ob"ocaob =
a"oaob®ob=a"tob" czyli teza zachodzi dla liczby n + 1. O

Zagadka 5. Sposrod dziatan z zagadki 1 wypisz wszystkie dziatania
(a) taczne, (b) przemienne, (c) posiadajace element neutralny.

Uwaga 1.6. Latwo zauwazy¢, ze dzialanie w zbiorze skonczonym jest przemienne
wtedy i tylko wtedy, gdy jego tabelka jest symetryczna wzgledem gléwnej przekatnej. W
n(nt1)

, ;. . . . . . n . . ,
szczegolnosci w zbiorze n-elementowym istnieje doktadnie n~ 2 réznych dzialan prze-
miennych.

Uwaga 1.7. Kazde dzialanie w zbiorze A moze posiada¢ co najwyzej jeden element
neutralny. Rzeczywiscie, niech e i f beda elementami neutralnymi dzialania o w zbiorze
A. Wtedy w szczegdlnosci e o a = a oraz bo f = b dla dowolnych a,b € A. Podstawiajac
a=fib=euzyskamy stad, zeeo f=fieof=e, skad e=f.

Definicja 1.8. Grupqnazywamy system algebraiczny (G, o, e) spelniajacy nastepujace
warunki (aksjomaty):

(G1.) Vapeeq (@ob)oc=ao(boc),

(G2.) Vyeg eca=aoe=a,

(G3.) VacgIuec aox =z0a=ce.

Definicja 1.9. Grupe (G, o, e) nazywamy abelowaq, jezeli dzialanie o jest przemienne.

Nazwa grupa abelowa pochodzi od nazwiska norweskiego matematyka Nielsa Henrika
Abela (1802-1829), ktéry jako pierwszy prowadzil systematyczne badania wykorzystujace
wlasnosci grup przemiennych.



Uwaga 1.10. W dowolnej grupie (G, o, €) zachodza nastepujace prawa skracania réw-
nosci:
(I) Vapeeg [aocb=aoc=b=c|oraz (II) Yy peq [boa=coa = b=

Rzeczywiscie, na mocy (G3) istnieje z € G taki, ze zoa = aox = e, wiec jezeli
aob=aoc,tozro(aob) =xo(aoc),skad z (G1) (xoa)ob = (zoa)oc, czylieob = ecoc.
Zatem z (G2) b = ¢, co dowodzi (I). Dowdéd (IT) jest analogiczny.

Uwaga 1.11. Element x w aksjomacie (G3) jest wyznaczony jednoznacznie przez
element a, gdyz jezeli dodatkowo y € (G spehia warunek aoy = yoa =e, toaox =
a oy, wiec z Uwagi 1.10, x = y. Ten dokladnie jeden element = nazywamy elementem
odwrotnym (przeciwnym) do a i oznaczamy przez a~! (przez —a, gdy o = +). Z Uwagi 1.8
wynika od razu, ze x jest elementem odwrotnym do a wtedy i tylko wtedy, gdy aox = e.

1 1

Poniewaz a=" o a = e, wiec a jest elementem odwrotnym do a™", skad mamy wzor

(a™')™! = a dla kazdego a € G.
Ponadto dla dowolnych a,b € G zachodzi wzor:
(aob)t=btoa L

Rzeczywiscie, wystarczy zauwazy¢, ze (aob)o(b toa™!) = e. Z tacznodci dziatania o mamy
(aob)o(b~toa™t) = ((aob)oboa™t = (ao(bob™))oat = (ace)oa! =aoat =e.

Przez prosta indukcje uzyskujemy stad, ze dla dowolnej liczby naturalnej n i dla do-
wolnych elementéw aq, ..., a, grupy G zachodzi wzor:

(ayoazo...0a,) ' =a;lo...0oay  oaj’.

Uwaga 1.12. Niech (G, o, e) bedzie grupa i niech a € G. Oznaczmy przez [, odwzo-
rowanie zbioru G w siebie dane wzorem [,(x) = a o x dla x € G oraz oznaczmy przez r,
odwzorowanie zbioru G w siebie dane wzorem r,(x) = z oa dla x € G. Pokazemy,
ze woéwcezas l, i r, sa bijekcjami G na G. 7 Uwagi 1.10 wynika od razu, ze prze-
ksztalcenia I, i r, sa réznowartoéciowe. Ponadto dla kazdego b € G jest l,(a! o b) =

1

=aoatob=cob=borazry(boa™') =boaloa=0boe=>b, wiec przeksztalcenia [,

ir, sa,na’.

Rzedem grupy (G,o,e) nazywamy moc zbioru G. Rzad grupy (G,o,e) bedziemy
oznaczali przez |G|. Jedli |G| jest liczba naturalna, to méwimy, ze grupa (G, o,e) jest
skoriczona. 7 Uwagi 1.12 wynika, ze jezeli (G, o,e) jest grupa skonczona, to w kazdym
wierszu i w kazdej kolumnie tabelki dzialania o wystepuja wszystkie elementy zbioru G.

Zagadka 6. W oparciu o podane wyzej wiadomosci utwoérz tabelke dzialania o w
zbiorze 3-elementowym A = {a, b, ¢} wiedzac, ze (A, o,a) jest grupa.



1 Calkowita potega elementu grupy

I. Niech (G, -, e) bedzie grupa. Wéwezas dla a € G, a™! jest elementem odwrotnym
do a. Calkowita potege elementu a okres§lamy nastepujaco:
1. a® =e,
2. a' = a,
3. a" =a"-adlan=1,2,...
4. a7 =(aH)"dlan=1,2,...
Zatem dlan =1,2,...

Twierdzenie 1.13. Dla dowolnego elementu a grupy (G, -, e) i dla dowolnych k,1 € Z
zachodza wzory:

(a) a* - al = a**, (b) (a¥)! = at.

Dowéd. (a). Na mocy Wniosku 1.4 wzér (a) zachodzi dla wszystkich k,I € N. Dla

Ek=0d"-ad =c-ad =a =d*. Dlal =0 d- -d =a" e =d" = d"*. Jesli
k,l <0,to k=-n1il = —m dla pewnych m,n € N. Zatem na mocy Wniosku 1.4,
a*at=a"-a™ = (a7)" - (a7H)™ = (a7 = o~ (™) = gFH Pozostaje zatem do
rozwazenia przypadek, gdy liczby catkowite % i [ sa réznych znakéw. Alea-a™' =a™!-a,
wiec na mocy Wniosku 1.5 mozemy zakladaé, ze k > 01l < 0. Stad [ = —m dla pewnego
m € NikeN. Jedli k = m, to na mocy Wniosku 1.5, a* - a' = a* - a™* =a* - (a71)* =
(a-a™ Nk = ek = e = " Jedlik > m, toa*-a' = a*"™-a™-a™™ = a*F " e = aF™ = oF

W koticu, jesli k < m, to a*-al = a¥-a - a~(mF) =¢e.gb~m = gF=™ = ¢FH Konczy to

dowdd wzoru (a).

(b). Wezmy dowolne ustalone k € Z. Wtedy (a*)° = e i a*? = a° = e, wiec wzér (b)
zachodzi dla [ = 0. Zalézmy, ze wzor (b) zachodzi dla pewnego [ € Ny. Stad i na mocy
(a): (a®)F = (a®)!-a¥ = a¥ - a¥ = aF+F = aPFD | ezyli wzér (b) zachodzi wéwezas takze
dla liczby 14 1. Zatem przez indukcje mamy, ze wzor (b) zachodzi dla dowolnych k € Z i
| € Ny. Dalej, na mocy (a) mamy, ze a*-a=* = a*=% = a® = e, wiec (a¥)~1 = a=*. Wobec
tego dla kazdego n € N: (a®)™" = [(a*)71]" = (a7*)* = a=F" = o) czyli wzér (b)
zachodzi tez dla wszystkich catkowitych liczb ujemnych [. Konczy to dowdd wzoru (b).
0

Twierdzenie 1.14. Niech a, b beda elementami grupy G takimi, ze a-b = b - a.
Woéwcezas dla dowolnych k, [ € Z zachodza wzory:
(a) a' - bF =% - al, (b) (a-b)* =ad¥- bk

Dowéd. Mnozac réwnosé a - b = b - a z lewej strony przez a=*

, a nastepnie mnozac

otrzymana réwno$é z lewej strony przez a~! uzyskamy, ze b-a! = a!-b. Podobnie

pokazujemy, ze a-b ' =b"t-aia bt =0"1-a"h



(a). Dlal =0,a" -VF =e-bF =" =b"-e = bk al. Podobnie dla k = 0, a' - V% =

a-e=a =e-a = b d.

Ponadto na mocy Wniosku 1.5 wzér (a) zachodzi dla
wszystkich k,1 € N. Jedli k,l < 0, to k = —n il = —m dla pewnych m,n € N. Zatem

na mocy Wniosku 1.5, @' - 0¥ =a™ - 0™ = (a"1)™ - (b)) = (b~1)" - (a})™ = V¥ - a'.

Jesli k < 0il >0, to k = —n dla pewnego n € N. Ale a-b"! = b~ - a, wiec na
mocy Wniosku 1.5, a* - o' = a* - (071" = (b7)" - a' = b* - a!. W koncu dla k > 0 i
[ <0, =—mdlapewnego m € N. Alea ! -b=>-a"!, wiecc na mocy Wniosku 1.5,

al . bk — (a—l)m . bk — bk A (a—l)m —_ bk . CLZ.

(b). Dla k = 0 nasz wzér zachodzi, bo (a-b)° =eia’-0° = e-e = e. Ponadto na
mocy Wniosku 1.5 nasz wzér zachodzi dla £ € N. Jedli £ < 0, to £ = —n dla pewnego
neN. Alea™ bt =071 a"!, wiec na mocy Wniosku 1.5 oraz (a), (a-b)* = (a-b)™ =
((a . b)fl)n — (bfl ‘afl)n — (bfl)n . (afl)n — bk . ak — ak . bk O

Zapis uzyty w I nazywamy multiplikatywnym (od taciriskiego mutiplicare — mnozy¢).
W tym zapisie czesto element neutralny e oznacza sie przez 1, chociaz nie musi to by¢
liczba naturalna 1.

IT. Niech (G, +,0) bedzie grupa. Woéwczas dla a € G, —a jest elementem przeciwnym
do a. Calkowita wielokrotno$¢ elementu a okreslamy nastepujaco:

1. 0-a=0,

2. 1-a=a,

3. n+1)-a=n-a+adlan=12,...
4. (=n)-a=n-(—a)dlan=1,2,...

Taki zapis nazywamy addytywnym (od laciriskiego addere — dodawad) i z reguly jest
on stosowany jedynie w przypadku grup abelowych. W tym zapisie element neutralny
grupy jest oznaczany przez 0, chociaz nie musi to by¢ liczba calkowita 0.

Z 1 wynika, ze dla dowolnych liczb calkowitych m, n i dla kazdego a € G zachodza
WZOry:

(1) n-a+m-a=(n+m)-aoraz (2) n-(m-a) = (nm)-a.

Jezeli napiszemy niech G bedzie grupa, to bedziemy mieli na mysli grupe multiplika-
tywna z dzialaniem oznaczonym kropka, ktéra — tak jak w przypadku wyrazen algebra-
icznych — czesto bedziemy pomijac.

2 Przyklady grup
Przyklad 1.15. Niech G = {a} bedzie dowolnym zbiorem jednoelementowym. W

zbiorze tym mozna okresli¢ tylko jedno dziatanie: a-a = a. Wéwezas (G, -, a) jest grupa.
Nazywamy ja grupa trywialng.



Przyklad 1.16. Addytywne grupy liczbowe. Tak bedziemy nazywaé¢ grupy,
ktorych elementami sa pewne liczby zespolone, a dzialaniami — zwykle dodawanie liczb.
Najbardziej typowymi przykladami takich grup sa: addytywna grupa liczb catkowitych
(Z,4+,0) oznaczana przez Z*, wymiernych (Q,+,0) oznaczana przez Q% rzeczywistych
(R, +,0) oznaczana przez R i zespolonych (C,+,0) oznaczana przez C*.

Przyklad 1.17. Multiplikatywne grupy liczbowe. Elementami takich grup sa
pewne niezerowe liczby zespolone, natomiast dziataniem — zwykte mnozenie liczb. Wsréd
nich najbardziej typowymi sa:

({_17 1}7 ) 1)7 (Q*a ) 1)7 (R*v ) 1)7 (C*> ) 1)7 (Cru ) 1)7 (Com ) 1)7
gdzie K* = K\ {0} dla K = Q, R, C, natomiast C,, jest zbiorem wszystkich zespolonych

pierwiastkéw stopnia n z 1, tzn.

C, = {cos T +isin 2T : k=0,1,...,n—1}

n

i wreszcie C,, = U C,.. Z algebry liniowej wiemy, ze |C,| = n. Waznym przykladem z

n=1

punktu widzenia klasyfikacji grup abelowych sa grupy Cpe = U Cpn, dlaliczb pierwszych

n=1

p.

Przyklad 1.18. Jezeli V jest przestrzenia liniowa nad cialem K, to V' z dodawaniem
wektoréw + i wyréznionym elementem 6 (wektor zerowy) tworzy grupe abelowa (V, +, 6).
Stad mamy np. grupy (K™, +,0) dlan=1,2,....

Przyklad 1.19. Jezeli K jest ciatem, to (K \ {0},-,1) tworzy grupe abelowa. Nazy-
wamy ja grupa multiplikatywna ciala K i oznaczamy przez K*.

Przyklad 1.20. Addytywna grupa reszt modulo m. Niech m bedzie dowolna
liczba naturalna i niech Z,, = {0,1,...,m — 1}. W zbiorze Z,, okreSlamy dodawanie
modulo m, ®,, przyjmujac, ze dla dowolnych a,b € Z,,:

a &, b = reszta z dzielenia a + b przez m.

W oparciu o wlasnosci kongruencji tatwo wykazaé, ze (Z,, Bm,0) jest grupa abelowa i
|Z,| = m. Grupe te bedziemy oznaczali przez Z;.

Przyklad 1.21. Multiplikatywna grupa reszt modulo m. Przy oznaczeniach
Przykladu 1.20 niech

7¢ ={k € Zp : NWD(k,m)=1}.

W zbiorze Z}, okreslamy mnozenie modulo m, ©,, przyjmujac, ze dla dowolnych a,b €
Zy,:



a ®,, b = reszta z dzielenia a - b przez m.

W oparciu o elementarna teorie liczb mozna tatwo wykazaé, ze dla m > 1, (Zf,, Om, 1)
tworzy grupe abelowa. Grupe te bedziemy oznaczali przez Z),. 7 elementarnej teorii
liczb wiadomo, ze |Z%,| = p(m), gdzie ¢ jest funkcja Eulera.

Przyklad 1.22. Niech K bedzie cialem i niech n € N oraz niech GL,(K) oznacza
zbiér wszystkich odwracalnych macierzy kwadratowych stopnia n nad K. Wéwczas z
algebry liniowej wiadomo, ze macierz kwadratowa A stopnia n nad K nalezy do GL,,(K)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy det(A) # 0. Stad latwo wyprowadzi¢ (przy pomocy twierdzenia
Cauchy’ego), ze GL,(K) ze zwyklym mnozeniem macierzy i macierza jednostkowa I,
tworzy grupe. Oznaczamy ja przez GL,(K). Dla n > 2 ta grupa nie jest abelowa.
Rzeczywiscie, niech A oznacza macierz, ktéra ma jedynke na gtownej przekatnej oraz na
drugim miejscu w pierwszym wierszu, a na pozostalych miejscach same zera i niech B
oznacza macierz, ktéra ma same jedynki na gtéwnej przekatnej oraz na drugim miejscu w
pierwszej kolumnie. Wtedy det(A) = det(B) =1, wiec A, B € GL,(K). Ale A-B # B-A,
gdyz macierze A - B i B - A maja inne elementy stojace w lewym gérnym rogu.

Przykiad 1.23. Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem. Oznaczmy przez
S(X) zbiér wszystkich bijekcji f: X — X. Niech o oznacza skladanie przeksztalceri w
S(X), tzn. dla f,g € S(X)ix € X: (fog)(x) = f(g(x)). Niech ponadto idy oznacza
przeksztatcenie tozsamosciowe zbioru X na siebie. Ze wstepu do matematyki wynika,
ze wowcezas (S(X),o,idx) tworzy grupe. Nazywamy ja grupa symetryczng zbioru X i
oznaczamy przez S(X). Mozna wykazaé, ze jesli zbiér X ma co najmniej 3 elementy,
to grupa S(X) nie jest abelowa. Jezeli X = {1,2,...,n}, to zamiast S({1,2,...,n})
piszemy S, 1 S, nazywamy grupa permutacji zbioru n-elementowego. Oczywiscie |S,| =
nl.

Przyklad 1.24. Izometrig plaszczyzny Il nazywamy kazde odwzorowanie II na II
zachowujace odleglo$¢ punktow. Jezeli F' C II, to izometria wiasna figury F' nazywamy
taka izometrie f plaszczyzny II, ze f(F) = F. Niech o oznacza skladanie przeksztalcen
i niech I bedzie przeksztalceniem tozsamosciowym II na siebie. Wowcezas dla kazdej
figury F' C II zbiér I( F') wszystkich izometrii wlasnych figury F' tworzy grupe ze wzgledu
na skladanie przeksztalcen z wyréznionym elementem idy. Dla n = 3,4,... przez D,
bedziemy oznaczali grupe izometrii wlasnych n-kata foremnego. Latwo zauwazy¢, ze
|D,,| = 2n oraz grupa D,, nie jest abelowa. Ponadto grupa I(II) jest nieskoriczona i nie
jest abelowa.

(a) Grupa izometrii wlasnych tréjkata réwnobocznego. Niech bedzie dany
na plaszczyznie trojkat réwnoboczny ABC. Oznaczmy przez a symetralng odcinka
BC, przez b-symetralna odcinka AC', przez c-symetralna odcinka AB i przez O punkt
przeciecia tych trzech prostych (czyli srodek ciezkosci tego trdjkata). Poniewaz izo-



metrie wlasne figury geometrycznej zachowuja wierzchotki tej figury oraz dwie izome-
trie plaszczyzny przyjmujace te same wartosci w trzech niewspotliniowych punktach sa
rowne, wiec grupa Dj izometrii wlasnych trojkata réwnobocznego ABC ma rzad 6 oraz
D3 = {e, S4, Sy, Se, 01,05}, gdzie S, jest symetria osiowa wzgledem prostej a, Sy jest
symetria osiowa wzgledem prostej b, S, jest symetria osiowa wzgledem prostej ¢, Oy jest
obrotem wzgledem punktu O o kat 120 stopni, zas Oy jest obrotem wokét punktu O o
kat 240 stopni. Nietrudno sprawdzi¢, ze tabelka skladania przeksztalcen w grupie D3
wyglada nastepujaco:

o | e | Sq| Sy | S| O] O,

e e | Sy | Sy | S. | O | Oq
Sa | Sa| e |O1]0s| Sy | S
Sy | Sy |Ox| e |O1 | S. | S,
Se | Se|O1]O0y] € | Su|l Sy
O1 101 S| S, |8, 0y €
Oy | Oy | Sy | S. | S, | e | Oy

)

(b) Grupa czwérkowa Kleina. Niech dany bedzie na plaszczyznie prostokat ABC D
nie bedacy kwadratem. Niech a bedzie symetralng odcinka AB iniech b bedzie symetralna
odcinka BC' oraz niech O bedzie punktem przeciecia sie prostych a i b. Rozumujac
podobnie jak w przykladzie (a) mozna wykazaé, ze grupa K izometrii wlasnych prostokata
ABCD marzad 41 K = {e, Sa, Sy, So}, gdzie S, jest symetria osiowa wzgledem proste;
a, Sy jest symetria osiowa wzgledem prostej b, zas Sp jest symetria srodkowa wzgledem
punktu O. Tabelka skladania przeksztalcen w grupie K wyglada nastepujaco:

0] (& Sa Sb So
€ (& Sa Sb SO
Sa Sa € SO Sb
Sb Sb SO € Sa
SO SO Sb Sa (&

Otrzymana w ten sposob grupe K nazywamy grupa czwoérkowa Kleina lub grupa
izometrii wlasnych prostokata nie bedacego kwadratem i oznaczamy przez K.

(¢) Grupa izometrii wlasnych kwadratu. Niech bedzie dany na plaszczyznie kwa-
drat ABC'D. Rozumujac podobnie jak w przykladzie (a) mozna wykazaé, ze grupa Dy
izometrii wlasnych kwadratu ma rzad 8 i Dy = {e, Sy, Ss,S3, 54, O1, P, P3}, gdzie S,
jest symetria osiowa wzgledem prostej AC, Sy jest symetria osiowa wzgledem prostej
BD, Ss jest symetria osiowa wzgledem symetralnej odcinka AB, S, jest symetria osiowa
wzgledem symetralnej odcinka BC', Oy, Oy i O3 sa obrotami wokot srodka tego kwadratu
o katy odpowienio rowne 90, 180 i 270 stopni. Nietrudno sprawdzi¢, ze tabelka sktadania
przeksztatcen w grupie D, wyglada nastepujaco:
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ol e | S |S2| S |S:i|01 |0z O3

€ (& Sl SQ Sg 54 01 02 03
S| S| e |Oy|O03|01|Ss]| S| Ss
Sy | S2 | Oz e | O] Oz | S5 | 51| Sa
Sz | S5 O1] 03| e | Oy Si| Sq| S
Sy | Sy | O3] 01| Og| e | S| S5 5
O1]O1 | S5 84|52 5 |O2]0;3]| e
Oy | Oz | S | S1| Sy S3|03| e | Oq
Og 05 54 53 Sl SQ (& 01 02

Przyklad 1.25. Grupa kwaternionéw. Niech Qs = {e, —e, i, —i,j, —j, k, —k}
bedzie podzbiorem zbioru M, (C), gdzie

S P[P FIEN [P Y N ) R

Latwo zauwazy¢, ze kazda z macierzy nalezacych do () ma wyznacznik réwny 1. Wobec
tego Qs C GLy(C). Proste sprawdzenie pokazuje, ze mnozenie macierzy jest wykonalne
w zbiorze (g i mamy nastepujaca tabelke:

Poniewaz mnozenie macierzy jest taczne i jest wykonalne w zbiorze (g, e € Qg i e
jest elementem neutralnym mnozenia macierzy nawet w Ms(C) oraz dla kazdego = €
Qs mamy, ze v € Qg, wiec Qg jest grupa. Nazywamy ja grupa kwaternionéw i
oznaczamy przez Qsg.

Uwaga 1.26. Niech (G, -, e) bedzie grupa i niech f:G — A bedzie bijekcja zbioru G
na zbiér A. W zbiorze A wprowadzamy dzialanie o przy pomocy wzoru:

aob= f(f~a)- f71(b)) dla a,b € A.
Niech € = f(e). Woéwcezas (A, o0,€) jest grupa. Rzeczywiscie, dla dowolnych a,b,c € A

mamy
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oraz

(aob)oc=f(fHa) - f7H()oc=f(fTH{f(fHa)- f7H(D))) - fH(c) =
= f((f7Ha) - f71 ) - f7H ().

Zatem dzialanie o jest laczne. Ponadto dla @« € A mamy, ze a o ¢ =
= f(fa) - f7He) = f(fHa) - e) = [f(fHa) = a oraz eoa =
= f(f"Ye)- fHa)) = fle- f1(a)) = f(f " a)) = a, wiec € jest elementem neutralnym
dziatania o. W koricu dla a € A oraz dla x = f([f~!(a)]™!) mamy

aox = f(f~a) [T @]™)) = F(fa) - [fTHa)]71) = fle) =€

~—

oraz

zoa= f(f(f([fHa)]™) - f7Ha)) = f([f )] fHa)) = fle) =k,
wiec kazdy element a € A jest odwracalny i ostatecznie (A, o, €) tworzy grupe.

Przyklad 1.27. Wykorzystujac znane przyklady grup skonczonych i Uwage 1.26 je-
steSmy w stanie wypisywaé inne abstrakcyjne grupy. Np. niech A = {e, z,y, z} bedzie
zbiorem 4-elementowym i niech f: K — A bedzie bijekcja taka, ze f(e) = e, f(S,) = =,
f(Sy) =yif(So) =2 Wobweczas na mocy Uwagi 1.26 i Przyktadu 1.24 (b), (4,0, e) jest
grupa, gdy [] zadane jest tabelka:

olelx |yl =z
elel|lx|y| =z
r|lx|el|z|y
ylylzlelx
zlz|ly|lx|e

Zagadka 7. Czy zbiér 4-elementowy A = {a,b,c,d} z dzialaniem o zadanym tabelka

ola|blcl|d
alal|b|c|d
blbld|a]c
clclald]|b
dld|c|bla

tworzy grupe?
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Dodatek dla leniwych

1. W nawiazaniu do Przyktadu 1.20 uzasadnimy, ze (Z,,, ®.,,0) jest grupa abelowa.
Wykorzystamy proste wtasnosci kongruencji:

(a) a = b(mod m) <= [a]mn = [b]; dla dowolnych a,b € Z,

(b) a = [a],,(mod m) dla dowolnego a € Z.

Z (a) wynika od razu:

(¢) a = b(mod m) <= a = b dla dowolnych a,b € Z,,.

I. Sprawdzamy lacznosé dziatania &@,,. Wezmy dowolne a, b, ¢ € Z,,. Wtedy korzystajac
kilka razy z (b) uzyskujemy, ze

a®n, (0Bnc)=a+ (bdnc)=a+ (b+c)=a+ b+ c(mod m) oraz

(@@ d)Bmc=(a®nb)+c=(a+b)+c=a+b+ c(modm), skad a ®,, (b D, c) =
(a ®p, b) By, c(mod m), wiec na mocy (c), a By, (b By, ¢) = (a By, b) Dy .

II. Sprawdzamy, ze dzialanie &, jest przemienne. Wezmy dowolne a,b € Z,,. Wtedy
a®pb=la+bl, =I[b+al,=>b®,a bo dodawanie liczb catkowitych jest przemienne.

1. Sprawdzamy, ze 0 jest elementem neutralnym dziatania &,,. Wezmy dowolne a €
Zon,. Wtedy na mocy I, 0&,,a = a®,,0 = [a+ 0}, = [a]m = a, czyli 08,0 = a®,, 0 = a
dla kazdego a € Z,,.

IV. Wezmy dowolne a € Z,,. Jedli a # 0, to a > 1, skad m — a € Z,, i na mocy II,
a®y, (m—a)=(m-—a)Py,a=[(m-a)+al, = [m],, =0. Ponadto na mocy III,
0@, 0 =0. Zatem kazdy element a € Z,, posiada element przeciwny S,,a, przy czym
dla a # 0, jest ©,,a = m — a (i oczywiscie ©,,0 = 0).

D4

W= oo
S|l W[N]
O WI NN

3
3
0
1
2

WIN| =[O

Wskazéowka do Zagadki 7.
Zastosowa¢ Uwage 1.26 i funkcje f:Z4 — {a,b,c,d} taka, ze f(0) = a, f(1) = b,
f2)=d, f(3) =c

2. W nawiazaniu do Przykladu 1.20 udowodnimy najpierw, ze dzialanie ®,, jest taczne
w zbiorze Z,,. Postepujemy podobnie jak w 1.: dla dowolnych a,b,c € Z,, mamy, ze
a@mbOnc)=a-(bOyc)=a-(b-c¢)=a-b-c(modm) oraz

(@ Omb) Omec=(aOpb)-c=(a-b)-¢c=a-b-c(mod m), skad a ®p, (b O, ¢)
(@ Om b) Om c(mod m), wiec na mocy (¢), a @, (b O ¢) = (a Op b) Oy €.

Nastepnie udowodnimy przemienno$¢ dzialania ©,, w zbiorze Z,,: wezmy dowolne

a,b € L, wtedy b ®,, a = [b- aly, = [a - b, = a ®y, b, na mocy przemiennosci mnozenia
liczb catkowitych.
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Dalej, dla dowolnego a € Zp,, 1 O a = a Op 1 = [a- 1], = [a], = a, wiec 1 jest
elementem neutralnym dziatania ®,, w zbiorze Z,,.

Teraz udowodnimy, ze dzialanie ®,, jest rozdzielne wzgledem dzialania &,,, tzn. dla
dowolnych a,b, ¢ € Z,, mamy, ze a O, (b B ¢) = (@ O, b) By, (@ O €). Rzeczywiscie,
aOm (bBnc)=a-(bBnc)=a-(b+c) =ab+ ac(mod m) i (a Op b) By (a O ¢) =
(@Omb)+ (a®mc) = ab+ac(mod m), wiec a @, (b, ¢) = (a O b) By (@ Oy, ) (mod m),
skad na mocy (¢), a ®,, (b @y, ) = (a O b) By, (@ Oy ).

Wezmy teraz dowolne a,b € ZF,. Wtedy a,b € Z,, i NWD(a,m) = NWD(b,m) = 1.
Stad na mocy elementarnej teorii liczb, NWD(a - b,m) =11 NW D([ab],,,m) = 1, czyli
NWD(a ®,, b,m) = 1. Ponadto a ®,, b € Z,,, wiec a ®,, b € Z},, czyli dzialanie ®,, jest
wykonalne w zbiorze Z; . Ponadto z wczesniejszych naszych rozwazan mamy, ze dzialanie
@, jest laczne i przemienne w zbiorze Z; i1 jest elementem neutralnym tego dzialania,
przy czym 1 € Z;, , bom > 1.

Pozostaje do wykazania odwracalnos¢ wszystkich elementéw a € Z7,. Ale z elemen-
tarnej teorii liczb wiadomo, ze poniewaz NW D(a,m) = 1, to istnieja x,y € Z takie, ze
ar+my = 1. Liczby x,y mozna wyznaczy¢ np. przy pomocy Algorytmu Euklidesa. Stad
NWD(z,m) =1, wiec tez NW D([z]n,m) =11 a-[z],, = 1(mod m). Zatem [z|,, € Z,
ia®[z], =1, czyli [z], jest elementem odwrotnym do a wzgledem dzialania ©,,.

Koriczy to dowdd tego, ze (Zf,, ®m, 1) jest grupa abelowa.

Wypiszmy przykladowo wszystkie elementy grupy Z3,. Mamy, 30 = 2 -3 -5, wiec
©(30) = 1-2-4 = 8. Zatem nasza grupa ma doktadnie 8 elementéw. Wszystkie te
elementy sa liczbami, ktére wystepuja w ciagu 0,1,2,...,29 i nie dziela sie ani przez 2,
ani przez 3, ani przez 5. Zatem Zj, = {1,7,11,13,17,19,23,29}. Dobrym ¢éwiczeniem
jest teraz sporzadzenie tabelki dzialania ®39 w tej grupie!
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