Wykilad 13
Rozklady elementéw pierscienia na
czynniki

1 Elementy nierozkladalne w pierscieniach Z[x| i Q|x]

Twierdzenie 13.1. Niech p bedzie liczbq pierwsza i niech f,g € Z[x]. Jezelip| f-g,
top| flubplg.

Dowéd. Z zalozenia istnieje h € Z[z| takie, ze f-g = p- h. Z Przykladu 10.32 i z
Twierdzenia 11.15 przeksztalcenie T Z[x] — Z,[x] dane wzorem

T(anx™ + ap12" '+ ...+ a1z + ag) = [an)p™ + [an—1]p2™ "+ ... + [a1]p7 + [ao),

jest homomorfizmem pierscieni o jadrze (p). Stad T'(f)-T(g) = 0 w pierscieniu Z,[z]. Ale
Z, jest cialem, gdyz p jest liczba pierwsza, wiec z Twierdzenia 11.4, Z,[z] jest dziedzina
catkowitosci, skad T'(f) =0 1lub T'(g) =0, czyli f € (p) lub g € (p). Zatemp | flubp|g
w pierscieniu Z[z]. O

Definicja 13.2. Powiemy, ze wielomian
f=a, 2"+ an 12"+ ..+ ax + ag € Z[z]

jest pierwotny, jezeli st(f) > 1 oraz (ag,as,...,a,) = 1, tzn. jezeli nie istnieje liczba
pierwsza p taka, ze p | f w pierscieniu Z|x].

7 Twierdzenia 13.1 wynika od razu nastepujacy

Lemat 13.3 (Gaussa). Iloczyn wielomiandw pierwotnych jest wielomianem pierwot-
nym. [

Twierdzenie 13.4. Niech f € Z[z| bedzie wielomianem pierwotnym. Wowczas
rownowazine sqg warunki:

(i) f jest nierozkladalny w pierscieniu Z[z],

(i1) f jest nierozktadalny w pierscieniu Q[z].

Dowéd. Poniewaz f jest wielomianem pierwotnym, wiec st(f) =n > 1. (i1) = (i).
Zalézmy, ze f jest nierozkladalny w pierscieniu Q[z]. Jezeli f = ¢ - h dla pewnych
g,h € Z[x], to g € Q* lub h € Q*, skad g € Z \ {0} lub h € Z \ {0}. Mozna zakladac,
ze g € Z\ {0}. Jesli g & Z* = {1,—1}, to |g| > 1, wiec istnieje liczba pierwsza p taka,
ze plg w pierscieniu Z, skad p|f w pierscieniu Z[z| i mamy sprzecznosé. Zatem g € Z*,
skad wynika, ze f jest nierozkladalny w pierscieniu Z|x].



(i) = (ii). Zalézmy teraz, ze f jest nierozkladalny w pierscieniu Z[z]|. Zalézmy, ze
f nie jest nierozktadalny w pierscieniu Q[z]. Istnieja wtedy wielomiany ¢g,h € Q[z]
dodatnich stopni takie, ze f = g - h. Wtedy istnieja liczby naturalne k,[ takie, ze
kg,lh € Zlx| oraz (kl)f = (kg) - (lh). Istnieje zatem najmniejsza liczba naturalna s
taka, ze wielomian sf jest iloczynem dwdéch wielomianéw ¢, € Z[zx| dodatnich stopni.
Jezeli s > 1, to istnieje liczba pierwsza p taka, ze p | s. Wtedy z Twierdzenia 13.1,
p | ¢ lub p | ¢ w pierScieniu Z[x]. Bez zmniejszania ogdlnosci mozemy zakladaé, ze
p | ¢. Wtedy of = (%) - 1) 1 mamy sprzeczno$¢ z minimalnoscia s. Zatem s = 1 oraz
f=¢-¢. Ale st(¢),st(y) > 1 oraz (Z[z])* = Z* = {1, —1}, wiec mamy sprzecznosé z
nierozkladalnoscia wielomianu f w pierscieniu Z[z]. O

Twierdzenie 13.5. Niech P bedzie dziedzing catkountosci. Wielomian unormowany
f € P[x] jest elementem rozkladalnym w pierscieniu Plx] wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja
wielomiany unormowane g, h € Plx] dodatnich stopni takie, ze f = g - h.

Dowéd. =. Z zalozenia istnieja wielomiany niezerowe nieodwracalne g;,h; € P[z]
takie, ze f = ¢ - hy. Zatem na mocy Twierdzenia 11.5, st(gy),st(hy) > 1. Niech
a bedzie najstarszym wspoétczynnikiem wielomianu gy, zas b niech bedzie najstarszym
wspoélezynnikiem wielomianu hy. Wtedy ze Stwierdzenia 11.1 i tego, ze wielomian f jest
unormowany, 1 = ab, skad a,b € P*. Zatem oraz bg,, ah; sa wielomianami unormowa-
nymi dodatnich stopni i (bgy) - (ahy)= (ab)(g1 - h1) = g1 - b1 = f.

<. 7 zalozenia f = gh dla pewnych unormowanych wielomianéw ¢, h € Plz|. Stad
g,h # 01 st(g),st(h) > 0. Ale na mocy Twierdzenia 11.5, (P[z])* = P*, wiec g,h ¢
(P[x])*. Zatem f jest elementem rozktadalnym w pierécieniu Plz|. O

Twierdzenie 13.6 (kryterium Eisensteina). Niech f = a,2™ + a, 12" ' + ... +
+ a1x + ag € Zzx] bedzie wielomianem pierwotnym stopnia n > 1. Jezeli istnieje liczba
pierwsza p taka, zepta,, p|a; dlai =0,1,....,n—1 oraz p*{ ag, to [ jest nierozktadalny
w pierscieniach Q[z] i Z[x].

Dowdd. Dla n = 1 teza jest oczywista na mocy pierwotnosci wielomianu f. Niech
dalej n > 2 i zalézmy, ze f jest rozkladalny w Q[z]. Wtedy z Twierdzenia 134, f
jest rozkladalny w pierscieniu Z[z|. Z pierwotnosci f wynika, ze istnieja wielomiany
g, h € Z|z| dodatnich stopni takie, ze f = g-h. Niech g = byz® +bs 125+ ...+ b1 + by,
by #0oraz h = c,a" +c,_12" 1+ ...+ cix+cy, ¢ #0. Wtedy s+r =n i ¢.b, = a, oraz
boco = ag. Stad z pierwszosci p, p | by lub p | ¢y. Bez zmniejszania ogélnoscei rozwazan
mozemy zakltadaé, ze p | by. Poniewaz p® { ag, wiec stad p { ¢g. Ponadto p{ a,, wiec p 1 b,
i p1ec. Istnieje zatem najwieksza nieujemna liczba catkowita k < s — 1 taka, ze p | b;

k+1
dla wszystkich ¢ = 0,1,...,k. Ponadto k+ 1 < s < n, wiec p | agr1 = Zbickﬂ_i =
i=0
k
Zbick‘—l-l—z’ + bpr1co. Alep | by dlai=0,1,...,k, wicc p | byrico i p 1 co, czyli p | by i
i=0



mamy sprzecznos¢ z maksymalnoscia k. Oznacza to, ze wielomian f jest nierozkladalny
w pierécieniu Q[z]| i na mocy Twierdzenia 13.4, f jest nierozkladalny w pierécieniu Z[z].

O

Whniosek 13.7. W pierscieniu Q[z] istnieja wielomiany nierozkladalne dowolnego
dodatniego stopnia.

Dowéd. Dla naturalnych n wielomian f,, = x" + 2 jest nierozktadalny w pierécieniu
Q[z] na mocy kryterium Eisensteina przy p = 2. O

2 Elementy pierwsze

Definicja 13.8. Element a dziedziny catkowitosci P nazywamy elementem pierwszym
w P, jezeli a # 0, a ¢ P* oraz dla dowolnych x,y € P z tego, ze a | xy wynika, ze a | x
lub a | y.

Twierdzenie 13.9. Kazdy element pierwszy dziedziny catkowitosci P jest elementem
nierozktadalnym w P.

Dowdd. Niech p bedzie elementem pierwszym dziedziny catkowitosci P. Wtedy p # 0
ip¢ P*. Wezmy dowolne z,y € P takie, ze p = zy. Wtedy p | xy, wiec p | x lub p | y.
Zatem x = pt lub y = pt dla pewnego t € P. Stad p = pty lub p = xpt, wiec 1 = ty lub
1 =uat, czyli y € P* lub x € P*. Zatem p jest elementem nierozktadalnym w pierscieniu
pP. O

Przykilad 13.10. Podamy przyklad elementu nierozkladalnego, ktéry nie jest elemen-
tem pierwszym. Proste sprawdzenie pokazuje, ze P = Z + (2?) jest podpierécieniem
pierscienia Z[z|. Stad P jest dziedzina calkowitosci i P* C (Z[z])* = {1,—1}, skad
P* = {1,—1}. Ponadto P = {ag + axx® + ... + a,a™ : ag, as, . ..,a, € Z,n € Ny}, wiec
v ¢ Poraz ¥ € Pdlak =2,3,.... Stad 22 # 0, 22 ¢ P*. Ponadto 2%|z%- 2% w P,
bo 2% = 2% . 2% i 2* € P, ale 22 nie dzieli 23, bo inaczej 2* = 2?f dla pewnego f € P,

2 nie jest elementem pierwszym w P. Wezmy

skad f =2z i x € P, sprzecznosé¢. Zatem x
dowolne u,v € P takie, ze 2* = u - v. Wtedy 2 = st(u) + st(v), a poniewaz w P nie ma
wielomianu stopnia 1, wiec st(u) = 01 st(v) = 2 lub st(u) = 21 st(v) = 0. Jesli st(u) =0
ist(v)=2,tou€Ziv=ar?+bdlapewnych a,b € Z, skad 1 = u - a, wiec u = &1,
czyliu € P*. Jedli zas st(u) = 2 i st(v) = 0, to rozumujac podobnie uzyskamy, ze v € P*.
Wobec tego 22 jest elementem nierozkladalnym w P.

Twierdzenie 13.11. Dla dowolnego niezerowego elementu p dziedziny catkowitosci P
réownowazne sq warunksi:

(i) p jest elementem pierwszym w P,

(i) ideat (p) jest pierwszy w P.



Dowdéd. (i) = ii). Z zalozenia p ¢ P*, wiec 1 & (p), czyli (p) # P. Niech a,b € P
beda takie, ze ab € (p). Wtedy p | ab, wiec z pierwszosci p, p | a lub p | b, czyli a € (p)
lub b € (p). Zatem (p) jest idealem pierwszym w P.

(i1) = (7). Z zalozenia (p) # P, wiec 1 & (p), czyli p € P*. Ponadto z zalozenia p # 0.
WeZzmy dowolne x,y € P takie, ze p | xy. Wtedy zy € (p), wiec z pierwszosci ideatu (p),
x € (p)luby € (p), czyli p | x lub p | y. Zatem p jest elementem pierwszym w pierscieniu
P. O

Stwierdzenie 13.12. Niech f bedzie automorfizmem dziedziny catkowitosci P i niech
a € P. Wowczas:

(a) a € P* < f(a) € P*,

(b) a jest rozktadalny w P < f(a) jest rozktadalny w P,

(c) a jest nierozktadalny w P < f(a) jest nierozkladalny w P,

(d) a jest elementem pierwszym w P < f(a) jest elementem pierwszym w P.

Dowéd. (a). Niech a € P*. Wtedy istnieje b € P takie, ze a-b = 1. Stad f(a-b) =
f(1), awiec f(a)- f(b) =1, skad f(a) € P*. Ponadto f~! jest automorfizmem pierscienia
P, wiec jedli f(a) € P*, to a = f~1(f(a)) € P*.

(b). Niech a bedzie rozkladalny w P. Wtedy istnieja niezerowe elementy nieodwracalne
x,y € P takie, ze a = x-y. Stad f(a) = f(x)- f(y). Ponadto Ker(f) = {0}, gdyz f jest
automorfizmem, wiec f(z), f(y) # 0 oraz na mocy (a), f(z), f(y) € P*. Zatem f(a) jest
rozkladalny w P. Implikacja odwrotna wynika z pierwszej czesci dowodu (b) i z tego, ze
71 jest automorfizmem P.

(¢). Niech a bedzie nierozktadalny w P. Wtedy a # 01 a ¢ P*, wiec f(a) # 01z (a),
f(a) & P*. Jesli f(a) jest rozkladalny w P, to z (b), a jest rozktadalny w P, sprzecznosé.
Zatem f(a) jest nierozktadalny w P. Implikacja odwrotna wynika z pierwszej czesci
dowodu (c) i z tego, ze f~! jest automorfizmem P.

(d). Niech a bedzie elementem pierwszym w P. Wtedy a # 0 i a ¢ P*, wiec f(a) # 0
iz (a), f(a) € P*. Wezmy dowolne z,y € P takie, ze f(a)|x-y. Wtedy x-y = f(a)-b
dla pewnego b € P. Ale f jest "na”, wiec z = f(u), y = f(v) i b = f(w) dla pewnych
u,v,w € p. Zatem f(u-v) = f(a-w, skad u-v =a-w, bo f jest "1-17. Z pierwszosci
elementu a mamy, ze alu lub alv. Jedli alu, to u = a -t dla pewnego t € P, wiec
x = f(u) = f(a) - f(t), skad f(a)|x. Jesli zas a|v, to podobnie uzyskamy, ze f(a)l|y.
Zatem f(a) jest elementem pierwszym w P. Implikacja odwrotna wynika z pierwszej
czesci dowodu (d). O

Ze Stwierdzenia 13.12 i ze Stwierdzenia 11.16 wynika od razu nastepujacy

Whniosek 13.13. Niech a bedzie elementem dziedziny catkowitosci P. Wowczas wie-
lomian f € Plx] jest nierozktadalny w Plx] wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian f(x — a)
jest nierozktadalny w Plx]. O



Przyklad 13.14. Sprawdzimy czy wielomian f = z* + 1 jest nierozkladalny w
pierécieniu Q[z]. Zauwazmy, ze f(z —1) = (z — D)1+ 1 =2t —42® + 622 —dr + 1+ 1=
xt — 423 + 62% — 4z + 2, wiec z kryterium Eisensteina przy p = 2 wielomian f(z — 1) jest
nierozkladalny w Q[z]. Zatem z Wniosku 13.13 wielomian f jest nierozktadalny w Q[z].

Twierdzenie 13.15. Dla elementu a dziedziny ideatow gtownych P rownowaine sq
warunki:

(i) a jest elementem pierwszym w P,

(71) a jest elementem nierozktadalnym w P,

(i7i) a # 0 i (a) jest ideatem maksymalnym pierscienia P,

(iv) a # 0 i (a) jest ideatem pierwszym pierscienia P,

(v) a # 0 @ pierscien ilorazowy P/(a) jest dziedzing calkowitosci,

(vi) a # 0 i pierscien ilorazowy P/(a) jest ciatem.

Dowéd. Implikacja (i) = (#i) wynika od razu z Twierdzenia 13.9. Udowodnimy
implikacje (1) = (i4i). Z zalozenia mamy, ze a # 01 a ¢ P*, skad 1 & (a), wiec (a) # P.
Niech I < P oraz (a) C I. Wtedy istnieje b € I takie, ze I = (b), wiec (a) C (b).
Zatem b | a i istnieje ¢ € P takie, ze a = bt. Stad z nierozkladalnosci a, b € P* lub
t € P*. Jeslit € P*, to a ~ b, skad (a) = (b) i mamy sprzeczno$¢. Zatem b € P~
skad 1 € (b), czyli (b) = P. Zatem (a) jest idealem maksymalnym w P. Implikacja
(73i) = (iv) wynika od razu z Wniosku 10.16. Implikacja (iv) = (v) wynika od razu
z Twierdzenia 10.14. Dla dowodu implikacji (v) = (vi) zalézmy, ze a # 0 i pierscient
ilorazowy P/(a) jest dziedzing catkowitosci. Wtedy z Twierdzenia 10.14, (a) jest ideatem
pierwszym pierécienia P. Ale (a) # {0}, wiec na mocy Twierdzenia 12.19 ideal (a) jest
maksymalny. Zatem z Twierdzenia 10.15 pierscien ilorazowy P/(a) jest cialem. Pozostaje
udowodnié¢ imlikacje (vi) = (i). Z naszych zalozenn wynika na mocy Twierdzenia 10.14,
ze (a) jest idealem pierwszym pierscienia P. Ale a # 0, wiec z Twierdzenia 13.11, a jest
elementem pierwszym w P. [

7 twierdzen 13.15 1 12.18 oraz z Wniosku 11.6 otrzymujemy od razu nastepujacy

Whiosek 13.16. Niech K bedzie ciatem i niech f € K[x]. Wdéwczas réwnowazne sq
warunki:

(i) f jest elementem pierwszym w K|[x],

(i) f jest elementem nierozktadalnym w K|x],

(111) (f) jest ideatem maksymalnym pierscienia K|z],

(iv) f#01(f) jest ideatem pierwszym pierscienia K|[z],

(v) f # 0 i pierscien ilorazowy Klz|/(f) jest dziedzina caltkowitosci,

(vi) pierscien ilorazowy K[z|/(f) jest ciatem. O



3 Dziedziny z jednoznacznoscia rozkladu

Definicja 13.17. Niech a bedzie niezerowym elementem nieodwracalnym dziedziny

catkowitosci P. Powiemy, ze a ma rozktad jednoznaczny w P, jezeli a = py - ... pn
dla pewnych nierozktadalnych elementow py, ..., p, pierscienia P oraz jesli q,...,qs sa
elementami nierozkladalnymi w P takimi, ze a = ¢ -...-qs, to s = n oraz po ewentualnej
permutacji indekséw uzyskamy, ze p; ~¢q; dlai=1,... n.

Definicja 13.18. Powiemy, ze dziedzina catkowitosci P jest dziedzina z jednoznacznos-
ciq rozktadu, jezeli kazdy niezerowy element nieodwracalny pierscienia P ma rozklad
jednoznaczny.

Twierdzenie 13.19. W dziedzinie z jednoznacznosciq rozktadu kazdy element nie-
rozktadalny jest elementem pierwszym.

Dowdd. Niech p bedzie elementem nierozkladalnym dziedziny z jednoznacznoscia
rozkladu P. WeZzmy dowolne x,y € P takie, ze p | zy. Jesliz =0, to p | z, jesli y = 0,
to p | y. Mozemy zatem dalej zakladaé, ze x # 01y # 0. Istnieje t € P takie, ze
xy = tp. Jedli x € P* toy = x 'p, skad p | y. Jesli y € P*, to analogicznie p | x. Niech
dalejx € P*iy ¢ P*. Wtedy x =¢q1-... ¢, y =11 ... ts dla pewnych elementéw
nierozkladalnych qi, ..., q, t1,...,ts pierécienia P. Zatem tp = qy ... q.-t1-...-ts. Ale
w rozktadzie tp na czynniki nierozktadalne wystepuje p, wiec z jednoznacznosci rozktadu
elementu ¢p mamy, ze p ~ ¢; dla pewnego i < r, skad p | z lub p ~ ¢; dla pewnego j < s,
skad p | y. Zatem p jest elementem pierwszym w pierécieniu P. [

Przyklad 13.20. W Przykladzie 13.10 wykazalismy, ze 2 jest elementem nierozkta-
dalnym pierscienia P = Z + (z?), ale nie jest elementem pierwszym tego pierscienia.
Wobec tego na mocy Twierdzenia 13.19 pierécien P nie jest dziedzing z jednoznaczno$cia
rozktadu.

Twierdzenie 13.21. Niech P bedzie dziedzing catkowitosci, w ktorej kazdy element
nierozktadalny jest elementem pierwszym. Wowczas rownowazne sq warunki:

(i) P jest dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu,

(i1) kazdy niezerowy element nieodwracalny pierscienia P jest iloczynem skoriczonej
liczby elementow nierozktadalnych w pierscieniu P.

Dowdéd. (i) = (ii). Oczywiste. (ii) = (i). Niech zachodzi (i7), ale nie zachodzi (7).
Wtedy istnieje niezerowy element nieodwracalny a € P rozkladajacy sie na iloczyn naj-
mniejszej liczby elementéw nierozktadalnych pq, ..., p, i nie posiadajacy jednoznacznego
rozktadu w P. Zatem istnieja elementy nierozkiladalne ¢y, ..., qs pierscienia P takie, ze
Ga=q ... Qs =pP1--... P, Oraz nie mozna spermutowac¢ elementow py, ..., p, tak aby
pi~q dlai=1,...,nlubn # s. Z zalozenia n < s. Jezelin =1, to s = 1, skad
¢1 = p1 1 mamy sprzecznos¢. Zatem n > 1. Ponadto p, jest elementem pierwszym w P
oraz p, | q1 - ...+ qs, wiec dla pewnego i < s, p,, | ¢;- Bez zmniejszania ogdlnosci mozna



zakladaé, ze i = s, tzn. p, | ¢s. Stad z nierozktadalnosci p,, i ¢; mamy, ze p,, ~ g, czyli

gs = ppu dla pewnego uw € P* oraz qq - ... qs—2 * (qs—1u) = p1 - ... pp_1. Ale gs_qu
jest elementem nierozktadalnym w P, wiec z minimalnosci n mamy, ze n — 1 = s — 1,
skad n = s. Ponadto po ewentualnej permutacji indeksow p; ~¢; dlat=1,...,n—11
Pn ~ Qs ~ qs. Stad p; ~ ¢; dlat=1,...,n i mamy sprzecznos¢. [

7 twierdzen 12.35, 13.15 i 13.21 wynika od razu nastepujacy

Whniosek 13.22. KaZda dziedzina ideaoctw gtownych jest dziedzing z jednoznacznosciq
rozktadu. [

Z Twierdzenia 12.18 i z Przyktadu 12.17 oraz z Wniosku 13.22 mamy od razu nastepu-
Jacy

Whiosek 13.23. Dla dowolnego ciala K pierécienie K i K|x] sa dziedzinami z jedno-
znacznoscig rozkladu.

Z Przykiadu 12.16 i z Wniosku 13.22 mamy od razu nastepujacy

Whniosek 13.24. Kazdy podpierscien ciata QQ jest dziedzina z jednoznacznoscia rozkta-
du.

Zagadka 1. Udowodnij, ze wielomian staly f jest elementem nierozkladalnym pierscie-
nia Zlz| wtedy i tylko wtedy, gdy f = +p dla pewnej liczby pierwszej p.

Zagadka 2. Udowodnij, ze kazdy wielomian pierwotny f € Z[z] jest iloczynem
skoriczonej liczby elementéw nierozkladalnych pierscienia Z|x].

Zagadka 3. Udowodnij, ze kazdy niezerowy element nieodwracalny pierécienia Z[z]
jest iloczynem skonczonej liczby elementow nierozktadalnych tego pierscienia.

Zagadka 4. Udowodnij, ze pierécien Z|[x] jest dziedzina z jednoznacznoscia rozkladu.

Zagadka 5. Udowodnij, ze ideal (2, x) pierscienia Z[x] nie jest gtéwny.

Zagadka 6. Udowodnij, ze w dowolnej dziedzinie catkowitosci P element stowarzy-
szony z elementem pierwszym jest elementem pierwszym.

Zagadka 7. Czy wielomian f = 2% — 2% + 1 jest nierozkladalny w Q[z]?



