
Wyk lad 13

Rozk lady elementów pierścienia na

czynniki

1 Elementy nierozk ladalne w pierścieniach Z[x] i Q[x]

Twierdzenie 13.1. Niech p b ↪edzie liczb ↪a pierwsz ↪a i niech f, g ∈ Z[x]. Jeżeli p | f · g,

to p | f lub p | g.

Dowód. Z za lożenia istnieje h ∈ Z[x] takie, że f · g = p · h. Z Przyk ladu 10.32 i z

Twierdzenia 11.15 przekszta lcenie T :Z[x]→ Zp[x] dane wzorem

T (anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0) = [an]px
n + [an−1]px

n−1 + . . .+ [a1]px+ [a0]p

jest homomorfizmem pierścieni o j ↪adrze (p). St ↪ad T (f) ·T (g) = 0 w pierścieniu Zp[x]. Ale

Zp jest cia lem, gdyż p jest liczb ↪a pierwsz ↪a, wi ↪ec z Twierdzenia 11.4, Zp[x] jest dziedzin ↪a

ca lkowitości, sk ↪ad T (f) = 0 lub T (g) = 0, czyli f ∈ (p) lub g ∈ (p). Zatem p | f lub p | g
w pierścieniu Z[x]. �

Definicja 13.2. Powiemy, że wielomian

f = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 ∈ Z[x]

jest pierwotny, jeżeli st(f) ≥ 1 oraz (a0, a1, . . . , an) = 1, tzn. jeżeli nie istnieje liczba

pierwsza p taka, że p | f w pierścieniu Z[x].

Z Twierdzenia 13.1 wynika od razu nast ↪epuj ↪acy

Lemat 13.3 (Gaussa). Iloczyn wielomianów pierwotnych jest wielomianem pierwot-

nym. �

Twierdzenie 13.4. Niech f ∈ Z[x] b ↪edzie wielomianem pierwotnym. Wówczas

równoważne s ↪a warunki:

(i) f jest nierozk ladalny w pierścieniu Z[x],

(ii) f jest nierozk ladalny w pierścieniu Q[x].

Dowód. Ponieważ f jest wielomianem pierwotnym, wi ↪ec st(f) = n ≥ 1. (ii) ⇒ (i).

Za lóżmy, że f jest nierozk ladalny w pierścieniu Q[x]. Jeżeli f = g · h dla pewnych

g, h ∈ Z[x], to g ∈ Q∗ lub h ∈ Q∗, sk ↪ad g ∈ Z \ {0} lub h ∈ Z \ {0}. Można zak ladać,

że g ∈ Z \ {0}. Jeśli g 6∈ Z∗ = {1,−1}, to |g| > 1, wi ↪ec istnieje liczba pierwsza p taka,

że p|g w pierścieniu Z, sk ↪ad p|f w pierścieniu Z[x] i mamy sprzeczność. Zatem g ∈ Z∗,

sk ↪ad wynika, że f jest nierozk ladalny w pierścieniu Z[x].
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(i) ⇒ (ii). Za lóżmy teraz, że f jest nierozk ladalny w pierścieniu Z[x]. Za lóżmy, że

f nie jest nierozk ladalny w pierścieniu Q[x]. Istniej ↪a wtedy wielomiany g, h ∈ Q[x]

dodatnich stopni takie, że f = g · h. Wtedy istniej ↪a liczby naturalne k, l takie, że

kg, lh ∈ Z[x] oraz (kl)f = (kg) · (lh). Istnieje zatem najmniejsza liczba naturalna s

taka, że wielomian sf jest iloczynem dwóch wielomianów φ, ψ ∈ Z[x] dodatnich stopni.

Jeżeli s > 1, to istnieje liczba pierwsza p taka, że p | s. Wtedy z Twierdzenia 13.1,

p | φ lub p | ψ w pierścieniu Z[x]. Bez zmniejszania ogólności możemy zak ladać, że

p | φ. Wtedy s
p
f = (φ

p
) · ψ i mamy sprzeczność z minimalności ↪a s. Zatem s = 1 oraz

f = φ · ψ. Ale st(φ), st(ψ) ≥ 1 oraz (Z[x])∗ = Z∗ = {1,−1}, wi ↪ec mamy sprzeczność z

nierozk ladalności ↪a wielomianu f w pierścieniu Z[x]. �

Twierdzenie 13.5. Niech P b ↪edzie dziedzin ↪a ca lkowitości. Wielomian unormowany

f ∈ P [x] jest elementem rozk ladalnym w pierścieniu P [x] wtedy i tylko wtedy, gdy istniej ↪a

wielomiany unormowane g, h ∈ P [x] dodatnich stopni takie, że f = g · h.

Dowód. ⇒. Z za lożenia istniej ↪a wielomiany niezerowe nieodwracalne g1, h1 ∈ P [x]

takie, że f = g1 · h1. Zatem na mocy Twierdzenia 11.5, st(g1), st(h1) ≥ 1. Niech

a b ↪edzie najstarszym wspó lczynnikiem wielomianu g1, zaś b niech b ↪edzie najstarszym

wspó lczynnikiem wielomianu h1. Wtedy ze Stwierdzenia 11.1 i tego, że wielomian f jest

unormowany, 1 = ab, sk ↪ad a, b ∈ P ∗. Zatem oraz bg1, ah1 s ↪a wielomianami unormowa-

nymi dodatnich stopni i (bg1) · (ah1)= (ab)(g1 · h1) = g1 · h1 = f .

⇐. Z za lożenia f = gh dla pewnych unormowanych wielomianów g, h ∈ P [x]. St ↪ad

g, h 6= 0 i st(g), st(h) > 0. Ale na mocy Twierdzenia 11.5, (P [x])∗ = P ∗, wi ↪ec g, h 6∈
(P [x])∗. Zatem f jest elementem rozk ladalnym w pierścieniu P [x]. �

Twierdzenie 13.6 (kryterium Eisensteina). Niech f = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+

+ a1x + a0 ∈ Z[x] b ↪edzie wielomianem pierwotnym stopnia n ≥ 1. Jeżeli istnieje liczba

pierwsza p taka, że p - an, p | ai dla i = 0, 1, . . . , n−1 oraz p2 - a0, to f jest nierozk ladalny

w pierścieniach Q[x] i Z[x].

Dowód. Dla n = 1 teza jest oczywista na mocy pierwotności wielomianu f . Niech

dalej n ≥ 2 i za lóżmy, że f jest rozk ladalny w Q[x]. Wtedy z Twierdzenia 13.4, f

jest rozk ladalny w pierścieniu Z[x]. Z pierwotności f wynika, że istniej ↪a wielomiany

g, h ∈ Z[x] dodatnich stopni takie, że f = g ·h. Niech g = bsx
s+ bs−1x

s−1 + . . .+ b1x+ b0,

bs 6= 0 oraz h = crx
r + cr−1x

r−1 + . . .+ c1x+ c0, cr 6= 0. Wtedy s+ r = n i crbs = an oraz

b0c0 = a0. St ↪ad z pierwszości p, p | b0 lub p | c0. Bez zmniejszania ogólności rozważań

możemy zak ladać, że p | b0. Ponieważ p2 - a0, wi ↪ec st ↪ad p - c0. Ponadto p - an, wi ↪ec p - bs
i p - cr. Istnieje zatem najwi ↪eksza nieujemna liczba ca lkowita k ≤ s − 1 taka, że p | bi

dla wszystkich i = 0, 1, . . . , k. Ponadto k + 1 6 s < n, wi ↪ec p | ak+1 =
k+1∑
i=0

bick+1−i =

k∑
i=0

bick+1−i + bk+1c0. Ale p | bi dla i = 0, 1, . . . , k, wi ↪ec p | bk+1c0 i p - c0, czyli p | bk+1 i
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mamy sprzeczność z maksymalności ↪a k. Oznacza to, że wielomian f jest nierozk ladalny

w pierścieniu Q[x] i na mocy Twierdzenia 13.4, f jest nierozk ladalny w pierścieniu Z[x].

�

Wniosek 13.7. W pierścieniu Q[x] istniej ↪a wielomiany nierozk ladalne dowolnego

dodatniego stopnia.

Dowód. Dla naturalnych n wielomian fn = xn + 2 jest nierozk ladalny w pierścieniu

Q[x] na mocy kryterium Eisensteina przy p = 2. �

2 Elementy pierwsze

Definicja 13.8. Element a dziedziny ca lkowitości P nazywamy elementem pierwszym

w P , jeżeli a 6= 0, a 6∈ P ∗ oraz dla dowolnych x, y ∈ P z tego, że a | xy wynika, że a | x
lub a | y.

Twierdzenie 13.9. Każdy element pierwszy dziedziny ca lkowitości P jest elementem

nierozk ladalnym w P .

Dowód. Niech p b ↪edzie elementem pierwszym dziedziny ca lkowitości P . Wtedy p 6= 0

i p 6∈ P ∗. Weźmy dowolne x, y ∈ P takie, że p = xy. Wtedy p | xy, wi ↪ec p | x lub p | y.

Zatem x = pt lub y = pt dla pewnego t ∈ P . St ↪ad p = pty lub p = xpt, wi ↪ec 1 = ty lub

1 = xt, czyli y ∈ P ∗ lub x ∈ P ∗. Zatem p jest elementem nierozk ladalnym w pierścieniu

P . �

Przyk lad 13.10. Podamy przyk lad elementu nierozk ladalnego, który nie jest elemen-

tem pierwszym. Proste sprawdzenie pokazuje, że P = Z + (x2) jest podpierścieniem

pierścienia Z[x]. St ↪ad P jest dziedzin ↪a ca lkowitości i P ∗ ⊆ (Z[x])∗ = {1,−1}, sk ↪ad

P ∗ = {1,−1}. Ponadto P = {a0 + a2x
2 + . . . + anx

n : a0, a2, . . . , an ∈ Z, n ∈ N0}, wi ↪ec

x 6∈ P oraz xk ∈ P dla k = 2, 3, . . .. St ↪ad x2 6= 0, x2 6∈ P ∗. Ponadto x2|x3 · x3 w P ,

bo x6 = x2 · x4 i x4 ∈ P , ale x2 nie dzieli x3, bo inaczej x3 = x2f dla pewnego f ∈ P ,

sk ↪ad f = x i x ∈ P , sprzeczność. Zatem x2 nie jest elementem pierwszym w P . Weźmy

dowolne u, v ∈ P takie, że x2 = u · v. Wtedy 2 = st(u) + st(v), a ponieważ w P nie ma

wielomianu stopnia 1, wi ↪ec st(u) = 0 i st(v) = 2 lub st(u) = 2 i st(v) = 0. Jeśli st(u) = 0

i st(v) = 2, to u ∈ Z i v = ax2 + b dla pewnych a, b ∈ Z, sk ↪ad 1 = u · a, wi ↪ec u = ±1,

czyli u ∈ P ∗. Jeśli zaś st(u) = 2 i st(v) = 0, to rozumuj ↪ac podobnie uzyskamy, że v ∈ P ∗.

Wobec tego x2 jest elementem nierozk ladalnym w P .

Twierdzenie 13.11. Dla dowolnego niezerowego elementu p dziedziny ca lkowitości P

równoważne s ↪a warunki:

(i) p jest elementem pierwszym w P ,

(ii) idea l (p) jest pierwszy w P .
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Dowód. (i) ⇒ ii). Z za lożenia p 6∈ P ∗, wi ↪ec 1 6∈ (p), czyli (p) 6= P . Niech a, b ∈ P
b ↪ed ↪a takie, że ab ∈ (p). Wtedy p | ab, wi ↪ec z pierwszości p, p | a lub p | b, czyli a ∈ (p)

lub b ∈ (p). Zatem (p) jest idea lem pierwszym w P .

(ii)⇒ (i). Z za lożenia (p) 6= P , wi ↪ec 1 6∈ (p), czyli p 6∈ P ∗. Ponadto z za lożenia p 6= 0.

Weźmy dowolne x, y ∈ P takie, że p | xy. Wtedy xy ∈ (p), wi ↪ec z pierwszości idea lu (p),

x ∈ (p) lub y ∈ (p), czyli p | x lub p | y. Zatem p jest elementem pierwszym w pierścieniu

P . �

Stwierdzenie 13.12. Niech f b ↪edzie automorfizmem dziedziny ca lkowitości P i niech

a ∈ P . Wówczas:

(a) a ∈ P ∗ ⇔ f(a) ∈ P ∗,

(b) a jest rozk ladalny w P ⇔ f(a) jest rozk ladalny w P ,

(c) a jest nierozk ladalny w P ⇔ f(a) jest nierozk ladalny w P ,

(d) a jest elementem pierwszym w P ⇔ f(a) jest elementem pierwszym w P .

Dowód. (a). Niech a ∈ P ∗. Wtedy istnieje b ∈ P takie, że a · b = 1. St ↪ad f(a · b) =

f(1), a wi ↪ec f(a) ·f(b) = 1, sk ↪ad f(a) ∈ P ∗. Ponadto f−1 jest automorfizmem pierścienia

P , wi ↪ec jeśli f(a) ∈ P ∗, to a = f−1(f(a)) ∈ P ∗.

(b). Niech a b ↪edzie rozk ladalny w P . Wtedy istniej ↪a niezerowe elementy nieodwracalne

x, y ∈ P takie, że a = x · y. St ↪ad f(a) = f(x) · f(y). Ponadto Ker(f) = {0}, gdyż f jest

automorfizmem, wi ↪ec f(x), f(y) 6= 0 oraz na mocy (a), f(x), f(y) 6∈ P ∗. Zatem f(a) jest

rozk ladalny w P . Implikacja odwrotna wynika z pierwszej cz ↪eści dowodu (b) i z tego, że

f−1 jest automorfizmem P .

(c). Niech a b ↪edzie nierozk ladalny w P . Wtedy a 6= 0 i a 6∈ P ∗, wi ↪ec f(a) 6= 0 i z (a),

f(a) 6∈ P ∗. Jeśli f(a) jest rozk ladalny w P , to z (b), a jest rozk ladalny w P , sprzeczność.

Zatem f(a) jest nierozk ladalny w P . Implikacja odwrotna wynika z pierwszej cz ↪eści

dowodu (c) i z tego, że f−1 jest automorfizmem P .

(d). Niech a b ↪edzie elementem pierwszym w P . Wtedy a 6= 0 i a 6∈ P ∗, wi ↪ec f(a) 6= 0

i z (a), f(a) 6∈ P ∗. Weźmy dowolne x, y ∈ P takie, że f(a)|x · y. Wtedy x · y = f(a) · b
dla pewnego b ∈ P . Ale f jest ”na”, wi ↪ec x = f(u), y = f(v) i b = f(w) dla pewnych

u, v, w ∈ p. Zatem f(u · v) = f(a · w, sk ↪ad u · v = a · w, bo f jest ”1-1”. Z pierwszości

elementu a mamy, że a|u lub a|v. Jeśli a|u, to u = a · t dla pewnego t ∈ P , wi ↪ec

x = f(u) = f(a) · f(t), sk ↪ad f(a)|x. Jeśli zaś a|v, to podobnie uzyskamy, że f(a)|y.

Zatem f(a) jest elementem pierwszym w P . Implikacja odwrotna wynika z pierwszej

cz ↪eści dowodu (d). �

Ze Stwierdzenia 13.12 i ze Stwierdzenia 11.16 wynika od razu nast ↪epuj ↪acy

Wniosek 13.13. Niech a b ↪edzie elementem dziedziny ca lkowitości P . Wówczas wie-

lomian f ∈ P [x] jest nierozk ladalny w P [x] wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian f(x− a)

jest nierozk ladalny w P [x]. �
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Przyk lad 13.14. Sprawdzimy czy wielomian f = x4 + 1 jest nierozk ladalny w

pierścieniu Q[x]. Zauważmy, że f(x− 1) = (x− 1)4 + 1 = x4 − 4x3 + 6x2 − 4x+ 1 + 1 =

x4− 4x3 + 6x2− 4x+ 2, wi ↪ec z kryterium Eisensteina przy p = 2 wielomian f(x− 1) jest

nierozk ladalny w Q[x]. Zatem z Wniosku 13.13 wielomian f jest nierozk ladalny w Q[x].

Twierdzenie 13.15. Dla elementu a dziedziny idea lów g lównych P równoważne s ↪a

warunki:

(i) a jest elementem pierwszym w P ,

(ii) a jest elementem nierozk ladalnym w P ,

(iii) a 6= 0 i (a) jest idea lem maksymalnym pierścienia P ,

(iv) a 6= 0 i (a) jest idea lem pierwszym pierścienia P ,

(v) a 6= 0 i pierścień ilorazowy P/(a) jest dziedzin ↪a ca lkowitości,

(vi) a 6= 0 i pierścień ilorazowy P/(a) jest cia lem.

Dowód. Implikacja (i) ⇒ (ii) wynika od razu z Twierdzenia 13.9. Udowodnimy

implikacj ↪e (ii)⇒ (iii). Z za lożenia mamy, że a 6= 0 i a 6∈ P ∗, sk ↪ad 1 6∈ (a), wi ↪ec (a) 6= P .

Niech I C P oraz (a) ⊂ I. Wtedy istnieje b ∈ I takie, że I = (b), wi ↪ec (a) ⊂ (b).

Zatem b | a i istnieje t ∈ P takie, że a = bt. St ↪ad z nierozk ladalności a, b ∈ P ∗ lub

t ∈ P ∗. Jeśli t ∈ P ∗, to a ∼ b, sk ↪ad (a) = (b) i mamy sprzeczność. Zatem b ∈ P ∗,

sk ↪ad 1 ∈ (b), czyli (b) = P . Zatem (a) jest idea lem maksymalnym w P . Implikacja

(iii) ⇒ (iv) wynika od razu z Wniosku 10.16. Implikacja (iv) ⇒ (v) wynika od razu

z Twierdzenia 10.14. Dla dowodu implikacji (v) ⇒ (vi) za lóżmy, że a 6= 0 i pierścień

ilorazowy P/(a) jest dziedzin ↪a ca lkowitości. Wtedy z Twierdzenia 10.14, (a) jest idea lem

pierwszym pierścienia P . Ale (a) 6= {0}, wi ↪ec na mocy Twierdzenia 12.19 idea l (a) jest

maksymalny. Zatem z Twierdzenia 10.15 pierścień ilorazowy P/(a) jest cia lem. Pozostaje

udowodnić imlikacj ↪e (vi) ⇒ (i). Z naszych za lożeń wynika na mocy Twierdzenia 10.14,

że (a) jest idea lem pierwszym pierścienia P . Ale a 6= 0, wi ↪ec z Twierdzenia 13.11, a jest

elementem pierwszym w P . �

Z twierdzeń 13.15 i 12.18 oraz z Wniosku 11.6 otrzymujemy od razu nast ↪epuj ↪acy

Wniosek 13.16. Niech K b ↪edzie cia lem i niech f ∈ K[x]. Wówczas równoważne s ↪a

warunki:

(i) f jest elementem pierwszym w K[x],

(ii) f jest elementem nierozk ladalnym w K[x],

(iii) (f) jest idea lem maksymalnym pierścienia K[x],

(iv) f 6= 0 i (f) jest idea lem pierwszym pierścienia K[x],

(v) f 6= 0 i pierścień ilorazowy K[x]/(f) jest dziedzin ↪a ca lkowitości,

(vi) pierścień ilorazowy K[x]/(f) jest cia lem. �
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3 Dziedziny z jednoznaczności ↪a rozk ladu

Definicja 13.17. Niech a b ↪edzie niezerowym elementem nieodwracalnym dziedziny

ca lkowitości P . Powiemy, że a ma rozk lad jednoznaczny w P , jeżeli a = p1 · . . . · pn
dla pewnych nierozk ladalnych elementów p1, . . . , pn pierścienia P oraz jeśli q1, . . . , qs s ↪a

elementami nierozk ladalnymi w P takimi, że a = q1 · . . . · qs, to s = n oraz po ewentualnej

permutacji indeksów uzyskamy, że pi ∼ qi dla i = 1, . . . , n.

Definicja 13.18. Powiemy, że dziedzina ca lkowitości P jest dziedzin ↪a z jednoznacznoś-

ci ↪a rozk ladu, jeżeli każdy niezerowy element nieodwracalny pierścienia P ma rozk lad

jednoznaczny.

Twierdzenie 13.19. W dziedzinie z jednoznaczności ↪a rozk ladu każdy element nie-

rozk ladalny jest elementem pierwszym.

Dowód. Niech p b ↪edzie elementem nierozk ladalnym dziedziny z jednoznaczności ↪a

rozk ladu P . Weźmy dowolne x, y ∈ P takie, że p | xy. Jeśli x = 0, to p | x, jeśli y = 0,

to p | y. Możemy zatem dalej zak ladać, że x 6= 0 i y 6= 0. Istnieje t ∈ P takie, że

xy = tp. Jeśli x ∈ P ∗, to y = x−1tp, sk ↪ad p | y. Jeśli y ∈ P ∗, to analogicznie p | x. Niech

dalej x 6∈ P ∗ i y 6∈ P ∗. Wtedy x = q1 · . . . · qr, y = t1 · . . . · ts dla pewnych elementów

nierozk ladalnych q1, . . . , qr, t1, . . . , ts pierścienia P . Zatem tp = q1 · . . . · qr · t1 · . . . · ts. Ale

w rozk ladzie tp na czynniki nierozk ladalne wyst ↪epuje p, wi ↪ec z jednoznaczności rozk ladu

elementu tp mamy, że p ∼ qi dla pewnego i ≤ r, sk ↪ad p | x lub p ∼ tj dla pewnego j 6 s,

sk ↪ad p | y. Zatem p jest elementem pierwszym w pierścieniu P . �

Przyk lad 13.20. W Przyk ladzie 13.10 wykazalísmy, że x2 jest elementem nierozk la-

dalnym pierścienia P = Z + (x2), ale nie jest elementem pierwszym tego pierścienia.

Wobec tego na mocy Twierdzenia 13.19 pierścień P nie jest dziedzin ↪a z jednoznaczności ↪a

rozk ladu.

Twierdzenie 13.21. Niech P b ↪edzie dziedzin ↪a ca lkowitości, w której każdy element

nierozk ladalny jest elementem pierwszym. Wówczas równoważne s ↪a warunki:

(i) P jest dziedzin ↪a z jednoznaczności ↪a rozk ladu,

(ii) każdy niezerowy element nieodwracalny pierścienia P jest iloczynem skończonej

liczby elementów nierozk ladalnych w pierścieniu P .

Dowód. (i) ⇒ (ii). Oczywiste. (ii) ⇒ (i). Niech zachodzi (ii), ale nie zachodzi (i).

Wtedy istnieje niezerowy element nieodwracalny a ∈ P rozk ladaj ↪acy si ↪e na iloczyn naj-

mniejszej liczby elementów nierozk ladalnych p1, . . . , pn i nie posiadaj ↪acy jednoznacznego

rozk ladu w P . Zatem istniej ↪a elementy nierozk ladalne q1, . . . , qs pierścienia P takie, że

a = q1 · . . . · qs = p1 · . . . · pn oraz nie można spermutować elementów p1, . . . , pn tak aby

pi ∼ qi dla i = 1, . . . , n lub n 6= s. Z za lożenia n ≤ s. Jeżeli n = 1, to s = 1, sk ↪ad

q1 = p1 i mamy sprzeczność. Zatem n > 1. Ponadto pn jest elementem pierwszym w P

oraz pn | q1 · . . . · qs, wi ↪ec dla pewnego i ≤ s, pn | qi. Bez zmniejszania ogólności można
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zak ladać, że i = s, tzn. pn | qs. St ↪ad z nierozk ladalności pn i qs mamy, że pn ∼ qs, czyli

qs = pnu dla pewnego u ∈ P ∗ oraz q1 · . . . · qs−2 · (qs−1u) = p1 · . . . · pn−1. Ale qs−1u

jest elementem nierozk ladalnym w P , wi ↪ec z minimalności n mamy, że n − 1 = s − 1,

sk ↪ad n = s. Ponadto po ewentualnej permutacji indeksów pi ∼ qi dla i = 1, . . . , n − 1 i

pn ∼ qsu ∼ qs. St ↪ad pi ∼ qi dla i = 1, . . . , n i mamy sprzeczność. �

Z twierdzeń 12.35, 13.15 i 13.21 wynika od razu nast ↪epuj ↪acy

Wniosek 13.22. Każda dziedzina ideaó lw g lównych jest dziedzin ↪a z jednoznaczności ↪a

rozk ladu. �

Z Twierdzenia 12.18 i z Przyk ladu 12.17 oraz z Wniosku 13.22 mamy od razu nast ↪epu-

j ↪acy

Wniosek 13.23. Dla dowolnego cia la K pierścienie K i K[x] s ↪a dziedzinami z jedno-

znaczności ↪a rozk ladu.

Z Przyk ladu 12.16 i z Wniosku 13.22 mamy od razu nast ↪epuj ↪acy

Wniosek 13.24. Każdy podpierścień cia la Q jest dziedzin ↪a z jednoznaczności ↪a rozk la-

du.

Zagadka 1. Udowodnij, że wielomian sta ly f jest elementem nierozk ladalnym pierście-

nia Z[x] wtedy i tylko wtedy, gdy f = ±p dla pewnej liczby pierwszej p.

Zagadka 2. Udowodnij, że każdy wielomian pierwotny f ∈ Z[x] jest iloczynem

skończonej liczby elementów nierozk ladalnych pierścienia Z[x].

Zagadka 3. Udowodnij, że każdy niezerowy element nieodwracalny pierścienia Z[x]

jest iloczynem skończonej liczby elementów nierozk ladalnych tego pierścienia.

Zagadka 4. Udowodnij, że pierścień Z[x] jest dziedzin ↪a z jednoznaczności ↪a rozk ladu.

Zagadka 5. Udowodnij, że idea l (2, x) pierścienia Z[x] nie jest g lówny.

Zagadka 6. Udowodnij, że w dowolnej dziedzinie ca lkowitości P element stowarzy-

szony z elementem pierwszym jest elementem pierwszym.

Zagadka 7. Czy wielomian f = x4 − x2 + 1 jest nierozk ladalny w Q[x]?
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