Wykitad 14
Ciala 1 ich wlasnosci

1 Charakterystyka ciala

Okreslenie ciala i wlasnosci dziatan w ciele byly omoéwione na algebrze liniowej. Sto-
sujac terminologie z teorii pierécieni mozemy powiedzie¢, ze cialo jest to niezerowy
pierscien, w ktérym kazdy element niezerowy jest odwracalny.

Niech (K,+,-,0,1) bedzie cialem. Jezeli istnieje liczba naturalna n taka, ze n-1 =0
w ciele K, to najmniejsza taka liczbe naturalna n nazywamy charakterystyka ciata K.
Jezeli takiej liczby naturalnej nie ma, to méwimy, ze cialo K ma charakterystyke O.
Charakterystyke ciala K oznaczamy przez ch(K'). Wobec tego, jesli w grupie addytywne;
KT ciala K, o(1) = 00, to ch(K) =0, a jezeli o(1) € N, to ch(K) = o(1).

Twierdzenie 14.1. Jezeli n € N jest charakterystykq ciata K, to n jest liczba
pierwsza. W szczegolnosci charakterystyka ciata skonczonego tez jest liczba pierwszq.

Dowdd. Zalézmy, ze n nie jest liczba pierwsza. Poniewaz 0 # 1w K oraz 1-1 =1,
wiec n > 11 istnieja k,l € N takie, ze 1 < k,l <norazn=%k-l. Wtedy 0 =n-1=
(k-1)-1=(k-1)-(l-1). Zatem z Wniosku 9.29, k-1 =01lub /-1 =0. Ale k,l < n, wiec
mamy sprzecznos¢ z minimalnoscia n. Wobec tego n jest liczba pierwsza.

Jedli K jest cialem skoniczonym, to grupa K™ jest skoriczona, wiec ch(K) = o(1) € N
i na mocy pierwszej czesci dowodu, ch(K) jest liczba pierwsza. [

Przyklad 14.2. Dla dowolnej liczby pierwszej p cialo Z, ma charakterystyke p, bo
o(1) = p w grupie Z[. Natomiast cialo Q ma charakterystyke 0, bo dla n € N jest
n-1=n%#0.

Twierdzenie 14.3. Niech K bedzie ciatem dodatniej charakterystyki p. Wowczas dla
dowolnych a,b € K i dla dowolnego n € N:

(a + b)pn _ apn + bpn.

Dowadd. Zastosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 ze wzoru Newtona mamy

p—1
(a+b)P:ap+bp+Z(i> ab P

k=1

Ale z elementarnej teorii liczb p | (Z) dla k =1,...,p— 1, wiec (i) =p-lp, Ilp €N

Zatem (P)-1=(p-ly)-1=1-(p-1) =1 -0=0. Wobec tego (a + b)? = a? + bP.
Zatézmy, ze dla dowolnych z,y € K i dla pewnego n € N jest (z + y)P" = a?" + ¢y*".
Wezmy dowolne a,b € K. Podstawiajac x = a? i y = b uzyskamy, ze (a? + WP)P" =
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(a?)?" + (P)P" = a?"" + " Ale @ + WP = (a + b)P, wiec (aP + W) = [(a + b)P)P" =
(a+b)P""" i ostatecznie (a + b =" 40" O

Twierdzenie 14.4. Kazda skoriczona podgrupa grupy multiplikatywne) ciata K jest
grupa cykliczna. W szczegolnosci grupa multiplikatywna ciata skoriczonego jest cykliczna.

Dowdéd. Niech A bedzie skonczona podgrupa rzedu n w grupie K* ciala K. Wtedy
istnieje a € A takie, ze o(a) = s jest maksymalne w zbiorze {o(x) : x € A}. Poniewaz z
twierdzenia Lagrange’a a" = 1, wiec s < n. Ponadto z Lematu 3.20, o(b)|s dla kazdego
be A Zatem b®* = 1 dlab € A. Stad wielomian f = 2°* — 1 € K[z] ma w ciele K
co najmniej n pierwiastkéw. Zatem z Wniosku 12.10, s > n. Ale s < n, wiec n = s.
Ponadto |(a)| = o(a) = |A], wiec A = (a), co konczy dowdd. O

2 Podciala i ciala proste

Definicja 14.5. Niech (K, +,-,0, 1) bedzie cialem i niech L C K. Powiemy, ze L jest
podciatem ciata K, jezeli L tworzy cialo ze wzgledu na wszystkie dziatania okreslone w
K, tzn. gdy 0,1 € L oraz dla dowolnych a,b € L mamy, ze —a € L, a+be L, a-be L
i % € L dla a # 0. Méwimy tez, ze wowczas K jest rozszerzeniem ciata L.

Stwierdzenie 14.6. Zbior L C K jest podciatem ciata K wtedy i tylko wtedy, gdy
1 € L oraz dla dowolnych a,b € L jest a—b € L i dla dowolnych a,b € L takich, ze b # 0
jest ¢ € L.

Dowéd. =. Zalézmy, ze L jest podcialem ciala K. Wtedy 1 € L. Niech a,b € L.
Wtedy —b € L, stad a —b =a+ (=b) € L. Niech a,b € L, b # 0. Wtedy % € L, wiec
F=a- % e L.

<. Na odwrét, 1 € L, wiec0 =1—1 € L. Niech a,b0 € L. Wtedy -b=0—-0b¢€ L
oraz a +b=a— (=b) € L. Ponadto dlab=0jest a-b=0¢€ L, adlab#0, %E L,
bole L, wiec £ =a-be€ L. Zatem na mocy Stwierdzenia 9.2, L jest podpierscieniem
ciala K, czyli Lljjest pierscieniem. Ale 0 # 1 w L oraz kazdy niezerowy element z L jest
odwracalny w L, wiec L jest cialem, czyli L jest podcialem ciata K. [J

Uwaga 14.7. Niech L bedzie podcialem ciata K. Z okreslenia charakterystyki ciata
wynika od razu, ze ch(L) = ch(K). Ponadto, jesli M jest podcialem ciala L, to na mocy
Stwierdzenia 14.6, M jest podcialem ciala K.

Stwierdzenie 14.8. (zes¢é wspdlna dowolnej niepustej rodziny podciat ciata K jest
podciatem ciata K.

Dowéd. Niech {K,}ier bedzie niepusta rodzina podcial ciala K. Wtedy 1 € K, dla
kazdego t € T. Zatem 1 € (,op K;. Wezmy dowolne a,b € (,op K;. Wtedy a,b € K,
dla kazdego t € T, wiec ze Swierdzenia 14.6, a — b € K, dla kazdego t € T, skad



a—>b &€ (\er K Jedli dodatkowo b # 0, to ze Stwierdzenia 14.6, ¢ € K, dla kazdego
t € T. Zatem § € (),op I¢+. Wobec tego na mocy Stwierdzenia 14.6, (),op K jest
podcialem ciata K. [

Uwaga 14.9. Niech cialo K bedzie rozszerzeniem ciata L. Wowczas K jest prze-
strzenia liniowa nad cialem L, gdy dla o € K, a € L okredlimy

aoa=a-aq,

gdzie - oznacza mnozenie w ciele K. Moc dowolnej bazy K nad L oznaczamy przez
(K : L) i nazywamy stopniem rozszerzenia L C K. Jezeli (K : L) jest liczba naturalna,
to méwimy, ze K jest skoriczonym rozszerzeniem ciata L.

Przyklad 14.10. Zauwazmy, ze (C : R) = 2, bo {1, ¢} jest baza C nad cialem R.
Natomiast (R : Q) = |R| € N, bo zbiér R jest nieprzeliczalny, a zbiér Q jest przeliczalny.

Definicja 14.11. Jezeli cialo K nie posiada podciat réznych od K, to méwimy, ze K
jest ciatem prostym.

Przyklad 14.12. Zauwazmy, ze Q jest cialem prostym. Rzeczywiscie, niech K C
Q bedzie podcialem ciala Q. Wowczas K jest podpierécieniem w Q, wiec na mocy
Stwierdzenia 9.3, Z C K. Wezmy dowolne ¢ € Q. Wéwczas istnieja n € Z i k € N takie,
zeq=7. Alen, k€ Kik#0,wiecqe K. Stad Q C K, czyli K = Q.

Przykilad 14.13. Dla dowolnej liczby pierwszej p, Z, jest cialem prostym. Rze-
czywiscie, niech K C Z, bedzie podcialem ciala Z,. Wéwczas 1 € K, stad (1) C K. Ale
(1) =Z,, wiec K =Z,.

Uwaga 14.14. Niech K i L beda cialami i niech f: K — L bedzie homomorfizmem
pierscieni. Wéwcezas f(1) =1 # 0, skad 1 ¢ Ker(f). Ale Ker(f) < K i K jest cialem,
wiec na mocy Stwierdzenia 10.4, Ker(f) = {0}. Wobec tego na mocy Stwierdzenia
10.27, f jest roznowartosciowe. Zatem kazdy homomorfizm pierécieni z ciala K w cialo
L jest zanurzeniem. Zauwazmy jeszcze, ze dla b € K \ {0} istnieje b~! € K, wiec
1=f(1)=f0b-071)=fb) f(b7Y), azatem [f(b)]' = f(b~'). Wobec tego dla a € K i
be K\ {0} mamy, ze f(¢) = f(a-b7") = f(a)- f(b7") = f(a)- [f(D)] ' = % Stad i ze
stwierdzen 10.27 i 14.6 uzyskujemy, ze f(K) jest podcialem ciata L.

Jesli dodatkowo homomorfizm pierscieni f jest "na”, to méwimy, ze f jest izomor-
fizmem cial. Moéwimy, ze ciala K i L sa izomorficzne i piszemy K = L, jedli istnieje
izomorfizm cial f: K — L. W algebrze utozsamiamy ciala izomorficzne.

Twierdzenie 14.15. Kazde ciato K posiada doktadnie jedno podciato proste F'. Jesli
ch(K)=0,to F=2QiF ={H : kneZ n>0} ajesli ch(K) =p > 0, to



F=Z,iF={k-1: k=0,1,...,p—1}. W szczegdlnosci, jedynymi ciatami prostymi
z doktadnosciq do izomorfizmu sa: Q i Z, dla p bedgcych liczbami pierwszyma.

Dowéd. Rodzina K wszystkich podciat ciala K jest niepusta, bo K € K. Zatem na
mocy Stwierdzenia 14.8, (),,c,c M jest podcialem ciala K zawartym w kazdym podciele
ciala K. Wobec tego (e M jest najmniejszym podcialem ciala K, a zatem na mocy
Uwagi 14.7, (e M jest cialem prostym. Jesli F' jest podcialem prostym ciala K, to
Nyex M C F,skad F' = (,;c M. Wobec tego ciato K posiada doktadnie jedno podciato
proste F', ktére jednoczesnie jest najmniejszym podciatem ciata K.

Zalézmy, ze ch(K) = 0. Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze funkcja f:Q — K
dana wzorem f(£) = £ dla k € Z, n € N, jest dobrze okreslona i jest homomorfizmem
pierscieni. Wobec tego na mocy Uwagi 14.14, f(Q) jest podcialem ciala K izomorficznym
z cialem Q. Ponadto f(Q) = {&} : k,n € Z, n > 0}. Jesli M jest dowolnym podciatem
ciala K, to na mocy Stwierdzenia 9.3, [ -1 € M dla kazdego [ € Z. Stad f(Q) C M, a
wiec f(Q) = F.

Niech teraz ch(K) = p, gdzie p jest liczba pierwsza. Poniewaz o(1) = p w Z; i
o(1) = p w grupie K, wiec funkcja ¢:Z, — K dana wzorem g(k-1) =k-1dla k € Z,
jest dobrze okreslona. Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze g jest homomorfizmem
pierécieni. Wobec tego na mocy Uwagi 14.14, ¢(Z,) jest podcialem ciala K izomorficznym
z cialem Z,. Ponadto ¢(Z,) = {k-1 : k=0,1,...,p— 1}. Jedli M jest dowolnym
podcialem ciala K, to na mocy Stwierdzenia 9.3, [ -1 € M dla kazdego | € Z. Stad
9(Z,) C M, a wiec g(Q) = F. O

Twierdzenie 14.16. Niech K bedzie ciatem skoriczonym. Wowczas |K| = p™ i
ch(K) = p dla pewnej liczby pierwszej p oraz dla pewnej liczby naturalnej n. Wszy-
stimi réznymi podciatami ciata K sq L,, = {a € K : a?" = a}, gdziem € N imn. W
szczegolnosci liczba wszystkich podciat ciata p™-elementowego jest rowna liczbie wszystkich
dzielnikow liczby n.

Dowéd. 7 Twierdzenia 14.1, ch(K) = p dla pewnej liczby pierwszej p. Niech L
bedzie podcialem ciala K. Wtedy K jest przestrzenia liniowa nad cialem L. Ale K jest
skoriczone, wiec istnieje skoniczona baza {ay, ..., as}, K nad L. Kazdy element nalezacy
do K moze by¢ zapisany jednoznacznie w postaci kombinacji liniowej elementéw tej bazy.
Zatem |K|=|L°| = |L°.

Z Twierdzenia 14.15 istnieje podcialo F' ciala K takie, ze |F| = p. Stad |K| = p" dla
pewnego n € N. Jezeli L jest dowolnym podcialem ciala K, to F' C L, wiec na mocy
pierwszej czesci dowodu, |L| = p™ dla pewnego m € N. Ale p" = |K| = |L|* = p™ dla
pewnego s € N, wiec n = ms i m | n. Ponadto grupa L* ma rzad réwny p™ — 1, wiec
na moc twierdzenia Lagrange’a, a?” ' = 1 dla kazdego a € L\ {0}. Stad a?" = a dla
kazdego a € L. Zatem L C L,,. Ale z Wniosku 12.10, |L,,| < p™, wiec L = L,,.

Niech teraz m € N i m|n. Poniewaz 17" = 1, wiec 1 € L,,. Wezmy dowolne a,b € L,,.
Wtedy a?” = a i b"" = b oraz (—1)P" = —1. Zatem z Twierdzenia 14.3, (a — b)P" =
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a?" +(=1)P" 0" = a—b, wiec a—b € Ly,. Ponadto, gdy b # 0, to (§)P" = & = ¢, wiec
7 € Lp,. Zatem ze Stwierdzenia 14.6, Ly, jest podcialem ciala K. Dalej, z Twierdzenia
14.4 istnieje ¢ € K* takie, ze o(c) = p" — 1w grupie K*. Ale m|n, wiec, p™ — 1|p" — 1.
Wobec tego w grupie cyklicznej K* element u = chj ma rzad p™ — 1. Zatem elementy
L,u,u?, ..., uP" 2 sa parami rézne i jest ich doktadnie p™ — 1. Ponadto u?"~! = 1, wiec
uP" = u, skad u € L,,. Zatem {0,1,u,...,u’" 2} jest p™-elementowym podzbiorem
podciata L,,, skad |L,,| > p™. Ale kazdy element z L jest pierwiastkiem wielomianu
?" — x € Klx], wiec na mocy Wniosku 12.10, p™ > |L,,|. Wobec tego |L,,| = p™ i
Ly =1{0,1,u,...,uP"2}. Zatem L,, jest podcialem p™-elementowym ciata K. OJ

Uwaga 14.17. Pokazemy jak mozna skonstruowaé¢ cialo p"” -elementowe dla liczb
pierwszych p oraz n € N. Najpierw znajdujemy w pierécieniu Z,[z] wielomian unor-
mowany f stopnia n, ktéry jest nierozkladalny w tym pierscieniu. Niech I = (f).
Wtedy z Wniosku 13.16 pierscien ilorazowy Z,[z|/I jest cialem. Ponadto z Twier-
dzenia 12.13 kazdy element pierscienia Z,[z|/I mozna zapisaé jednoznacznie w postaci
ap + a1x + ... + ap_12" ' + I dla pewnych ag,ay,...,a,_1 € Z,. Ale |Z,| = p, wiec
|Zy|x]/I| = p", czyli Zy|x]/I jest cialem p™-elementowym.

Jesli n = 2 lub n = 3, to ze Stwierdzenia 12.32 wystarczy aby f nie mial pierwiastka
w ciele Z,. Stad dla p = 2 i n = 2 wystarczy wzia¢ f = 2° + x + 1 i otrzymujemy ciato
4-elementowe Zs|x]/(x* + x + 1).

Jedlin=21ip>2,t0C={c?:c€Z,}={0%1%...,(5F)?} jest zbiorem 1+ 51 =
’%—elementowym. Ale p > 2, wiec ’%1 < p 1 istnieje a € Z, \ C. Wtedy wielomian
f = x? — a nie ma pierwiastka w Z,, wiec Z,[z]/(z? — a) jest cialem p?-elementowym.

Jedli n = 3, to mamy doktadnie p?(p — 1) wielomianéw postaci f = 23 +ax? +bx +c €
Z,|x] takich, ze ¢ # 0. Natomiast rozkladalne wielomiany unormowane stopnia 3 z
niezerowym wyrazem wolnym na mocy Twierdzenia 13.5 sa postaci (x + k)(z* + lz + 1)
dla pewnych k,[,t € Z,, k,t # 0. Zatem takich wielomianéw jest co najwyzej p(p — 1)%.
Ale p(p — 1)? < p*(p — 1), wiec istnieje f, ktére nie ma pierwiastka w Z, i wobec tego
Z,[z]/(f) jest cialem p3-elementowym.

Mozna udowodni¢, ze dla kazdej liczby pierwszej p i dla kazdego n € N istnieje
wielomian nierozkladalny f € Z,[x] stopnia n, a wiec wtedy Z,[z|/(f) jest cialem p"-
elementowym.

3 Cialo utamkow

Kazdy podpierscien ciata jest dziedzina catkowitosci. Okazuje sie, ze takze kazda dzie-
dzina calkowito$ci jest podpierscieniem pewnego ciala.



Definicja 14.18. Powiemy, ze cialo K jest cialem utamkow dziedziny catkowitosci P,
jezeli

(i) P jest podpierscieniem K oraz

(ii) kazdy element ciala K mozna zapisa¢ w postaci ¢ dla pewnych a,b € P, b # 0.

Przyklad 14.19. Niech P bedzie dowolnym podpierscieniem ciala Q. Wtedy ze
Stwierdzenia 9.3 mamy, ze Z C P. Wobec tego kazdy element z Q mozna zapisaé w
postaci § dla pewnych a,b € P, b # 0. Zatem z Definicji 14.18 mamy, ze Q jest cialem
ulamkow dla P. Wobec tego QQ jest cialem ulamkéw kazdego swego podpierscienia.

Przedstawimy teraz konstrukcje ciata utamkow dowolnej dziedziny catkowitosci P.
Niech S = P x (P\ {0}). W zbiorze S okreslamy relacje ~ przyjmujac, ze dla dowolnych
((11, bl), (CZQ, bz) es:

(ay1,b1) ~ (ag,by) < ay - by = ay - by.

Pokazemy, ze ~ jest relacja réwnowaznosci w S:
1° Jezeli (a,b) € S, to a-b=a-b, wiec (a,b) ~ (a,b).

2° Jezeli (a,b), (¢,d) € S oraz (a,b) ~ (¢,d), toa-d=c-b. Stad ¢-b=a-d, czyli
(c,d) ~ (a,b).

3° Jezeli (ar,b1), (a2,b2), (as,bs) € S sa takie, ze (ay,b1) ~ (ag,be) oraz (ag,bg) ~
(as,b3), to a; by = ag - by 1 az - by = ag- by, stad a; - by - b3 = ag - by - by i
as - bg - by = az - by - by, wiec aj - by - bg = az - by - by. Ale by # 01 P jest dziedzina
catkowitosci, wiec ay - by = as - by, stad (a1, b1) ~ (as, bs).

Klase abstrakcji o reprezentancie (a,b) € S bedziemy oznaczali przez §. Zbiér wszyst-
kich klas abstrakcji relacji ~ bedziemy oznaczali przez F.
Zauwazmy najpierw, ze dla (a,b) € Si10#d € P jest

a a-d
b b-d
Rzeczywiscie, a - (b-d) = (a-d) - b, stad (a,b) ~ (a-d,b-d), wiec & = 24,
Dla (a,b) € S mamy tez, ze § = % < a = 0. Rzeczywiscie, dlaa = 0 jest a-1 =0 = 0-b,
wice (a,b) ~ (0,1), stad ¢ = 9. Jezeli zas ¢ = 9, to (a,b) ~ (0,1), skad a-1=0-b, czyli
a=0.
Niech 1 = % 10= % Poniewaz 0 # 1 w P, wiec z naszych rozwazan wynika, ze 0 # 1
W P().

Okreslamy teraz w P, dodawanie i mnozenie przy pomocy wzorow:

aip  ay ap-bytaz-b

B 1
by by by - by ’ (1)




ay as ay - az

L ) 2
by by bi-by @

Sprawdzimy, ze te okreslenia nie zaleza od wyboru reprezentantow klas abstrakcji.
Niech (a1,b1), (z1,y1), (a2, b2), (x2,y2) € S oraz (a1,b1) ~ (x1,11), (a2,b2) ~ (x2,92).
Wtedy a1 - y1 = @1 - b1 1 as - yo = x2 - by. Musimy udowodnié, ze wéwezas (a; - by +
ag - bi,by - by) ~ (X1 - y2 + o -y, y1 - y2) 1 (ag - az,by - ba) ~ (21 - 22,91 - y2), czyli ze
(a1 - by +as - b1) - y1ye = (T1y2 + @2y1) b1~ boiar - as -y - Y2 = 1 - T2 - by - be. Ale
ap a2 Y1 Y2 = (al'yl)'(GQ'm) = a1 -by-29-by = 21 -22-b1 - by OTAZ (al-bz+a2-b1)-y1yz =
(a191) - bayo + (agya) - biys = 21 - b1 - by - yo + 22 -ba - by - y1 = (T1 - y2 + 22 - Y1) - by - by, Wiec
wzory (1)1 (2) sa dobrze okreslone.

Teraz udowodnimy, ze (FPy,+,+,0,1) jest cialem. W tym celu sprawdzamy spekienie

aksjomatéw ciata:

1.

Niech (al,bl),((lg,b2>,(a3,b3) e S. Wtedy (Z_i + Z_;) + Z_: = al.bijb?.bl + (;_33' =

a1-ba-bz+az-b1-b3 az-by1-bo __ ai1-ba-b3+as-by-bstas-bi-bo ai az __ aitas . a1 az __
b1-ba-b3 brboby b1 -bo b3 ybo G+ G = 95, gdyz G+ F =
. . -b
arbiasd _ (mtan)b _ mitar popadto:
b b-b b
ay az as\ _ a1 az-b3+az-by __ ai-ba-bs a2-b3-b1+as-ba-b1 __ ai-ba-bstas-bs-bi+asz-ba-by
b1 + (b2 + bg) b + ba-bs " b1-by-b3 + b1-ba-b3 - b1-ba-b3 )

wiec dodawanie jest taczne.

: a a1 _ ao-bi+ai-bs _ apbotasby _ a a :
Niech (aq,b1), (az,b2) € S. Wtedy 24 = et = aftid — a4 2 wiec

dodawanie jest przemienne.

. Niech (a,b) € S. Wtedy 0 = % oraz ¢ +0 =2+ 2 = 22 = ¢ wicc 0 jest elementem

neutralnym dodawania.

Niech (a,b) € S. Wtedy (—a,b) € S oraz § + 32 = atze) _ 2 = 0. Zatem —(%) =

b
(=a)

e

] ai a2 a3 _ ai1-a2 a3 _ a1-a2-az 3
Niech ((ll,bl),(ag,bg),(ag,bg) e S Wtedy (a . E) " b3 T biby by bibabs 1
a1, (G2, 83} _ 010203 _ 01:02:03 o senie
(20 2) = e = g2, wiec mnozenie jest laczne.

1 a’_2.a—1:—a2.a1:—a1.a2:ﬂ'a—2 1 ; ]
Niech (a1,01), (az,b2) € S. Wtedy 2 -+ = §231 = §L92 = 2. 22 wiec mnozenie

jest przemienne.
Niech (a,b) € S. Wtedy ¢ -1= ¢ - % = ‘;—% = ¢, czyli 1 jest elementem neutralnym
mnozenia.

. Dla (ay,by), (az, bs), (ag,b3) € S : & - (Z_j + ‘;43) — a1 azbytagby _ ay-agbtar-agby g

b1 b1 b b3 by-b2-b3

ai a2 | a1 ,a3 __ ai-az ai-az __ ai-az-bs ai-az-bs __ ai-az-b3tai-asz-be : e 3
by b T br by — bibs T bibs — bibabs | bibabs — b1 -bo-b3 , Wigc mnozenie jest

rozdzielne wzgledem dodawania.

Niech (a,b) € S bedzie takie, ze § # 0. Wtedy, jak wiemy a # 0, wiec (b,a) € S
oraz -2 =20 — 1 —1 hoab#0. Stad (2)7! = L.

b 'a ba 1 a

7



Z 1-9 wynika zatem, ze (Py, +,+,0,1) jest cialem.

Niech f: P — P, bedzie funkcja dana wzorem f(a) = ¢ dla a € P. Wtedy dla a,b €
P:f(a)=fb) & 2=t (ag,1) ~ (1) e a-1=0b-1% a=D> Zatem [ jest
réznowartosciowe. Ponadto f(1) = 1 =1 oraz dlaa,b e P :

_a b
1 1.1 11
Zatem f jest zanurzeniem pierécieni. Stad dla a €

Przy tym utozsamieniu P jest podpierscieniem ciala Fy,. Dla 0 # b € P mamy, ze

=G =0bv" wiecdlaa e Pjest $ =% 3 =a-b"', stad Py ={a-b"':abec
P,b # 0}, czyli Py jest cialem ulamkéw dla P. Ponadto dla (aq,by), (az,b2) € S mamy,
Ze’g—i:‘;—;@al-bzzag-bl,bo‘;—11:‘Z—j@(al,bl)w(ag,b2)<:>a1-bgza2-b1.

Jezeli L jest cialem, to cialo ulamkéw pierdcienia L[z| oznaczamy przez L(z) i nazy-
wamy ciatem funkcji wymiernych zmiennej x nad ciatem L. Wéwcezas L jest podciatem
ciata L(z), skad ch(L(z)) = ch(L). Poniewaz 1,z,z?%, ... sa liniowo niezalezne nad L i
naleza do L(z), wiec (L(x) : L) = oco. Podstawiajac L = Z, uzyskamy stad, ze istnieja
ciala nieskoniczone dowolnej dodatniej charakterystyki (np. ciala Z,(x)).

Zagadka 1. Skonstruuj cialo 8-elementowe.
Zagadka 2. Skonstruuj cialo 27-elementowe.
Zagadka 3. Skonstruuj cialo 125-elementowe.
Zagadka 4. Skonstruuj cialo 73-elementowe.
Zadanie 5. Skonstruuj cialo 16-elementowe.
Zagadka 6. Ile podcial ma cialo 22°1%-elementowe?

Zagadka 7. Niech d bedzie liczba catkowita, ktora nie jest kwadratem liczby catkowi-
tej. Udowodnij, ze Q(vd) = {z + yvd : 2,y € Q} jest cialem ulamkéw pierscienia
liczbowego Z[V/d].



