Wyklad 15
Rozszerzenia cial

1 Podciala generowane przez podzbiory ciala

Stwierdzenie 15.1. Niech K bedzie podcialem ciala L i niech X C L. Wowczas
istnieje nagmniejsze (w sensie inkluzji) podciato K(X) ciala L zawierajace K U X.

Dowéd. Niech T bedzie rodzina wszystkich podcial ciata L, ktére zawieraja K U X.
Wtedy rodzina T' jest niepusta, bo L € T. Zatem ze Stwierdzenia 14.8, M = (g S
jest podcialem ciata L. Ale K U X C S dla kazdego S € T, wiec K UX C M. Ponadto
M C S dla kazdego S € T, czyli M jest najmniejszym w sensie inkluzji podcialem ciala
L zawierajacym K U X, czyli M = K(X). O

Stwierdzenie 15.2. Niech K bedzie podciatem ciata L i niech X,Y C L. Wowczas:

(a) K(X)C K(Y) & X C K(Y),

() K(X)=K(Y) & [X CK(Y)orazY C K(X)],

(c) K(XUY) = (K(X))().

Dowéd. (a). Niech K(X) € K(Y). Poniewaz X C K(X), wiec X C K(Y). Na
odwrét, niech X C K(Y). Wtedy K(Y) jest jakim$ podcialem ciala L zawierajacym
K i zawierajacym X. Wobec tego K(Y) musi zawiera¢ najmniejsze podciato ciala L
zawierajace K U X, czyli K(X) C K(Y).

(b). Wynika od razu z (a).

(¢). Poniewaz K UX C K(X)i K(X)UY C (K(X))(Y), wiec KU(XUY) C
(K(X))(Y), skad K(XUY) C (K(X))(Y). Dalej, X € X UY, wiec z (a) mamy, ze
K(X)CK(XUY)oraz Y C K(XUY). Zatem K(X UY) jest jakim$ podcialem ciala
L zawierajacym K (X)UY, wiec (K(X))(Y) C K(X UY) i ostatecznie K(X UY) =
(K(X))(Y). O

Uwaga 15.3. Jesli K jest podcialem ciala L i X = {ay,...,a,} C L, to zamiast
K({ai,...,a,}) bedziemy pisali K(aq,...,a,). Ze Stwierdzenia 15.2 mamy zatem, ze
dla a,b € L: K(a,b) = (K(a))(b) = (K(b))(a). Ponadto, dla dowolnego n € N i dla
dowolnych ay, ..., an, a,r1 € L mamy, ze K(aq,...,an, ane1) = (K(ag,...,a,))(ans1)-

Stwierdzenie 15.4. Niech K bedzie podciatem ciata L 1 a € L. Wowczas:

K@ = {29 g€ Kol gta) 0}

Dowéd. Oznaczmy S = { a) . f,g € Kz, (a)#O}.DlakEKorazf:xigzl

g(a) -
mamy, ze k = %, wiec K C S; w szczegolnosci 1 € S. Ponadto a = % € 5. Wezmy
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dowolne z,y € S. Wtedy istnieja f,g,u,v € K|z] takie, ze g(a),v(a) # 0 oraz x = L9 §

Yy = % Zatem x —1y = % € S. Ponadto, jesliy # 0, to u(a) # 01 Eg”;gzg €Ss.
Zatem ze Stwierdzenia 14.6, S jest podcialem ciala L. Ponadto K U {a} g S.

Niech teraz M bedzie podcialem ciala L zawierajacym K U{a}. WeZzmy dowolne f, g €
K[x] takie, ze g(a) # 0. Wtedy f = ag+a1x+...+a,z™ dla pewnych ag, ay,...,a, € K,
n € Ng oraz g = by + byx + ... + by,x™ dla pewnych by, by, ...,b,, € K, m € Ny. Stad
fla)=ay+ar-a+...+a,-a" € Moraz 0 # g(a) =byg+by-a+...+b,-a™ e M, wiec
ze Stwierdzenia 14. 6 E g € M. Wobec tego S C M i S jest najmniejszym podcialem

ciala L zawierajacym K U {a}, czyli S = K(a). O

Przyklad 15.5. Udowodnimy, ze w ciele R: Q(\/Z \/g) = Q(\/ﬁ + \/§) Poniewaz
V2,3 € Q(\/ﬁ, \/_) wiec V243 € Q(\/_ \/_) i na mocy Stwierdzenia 15.2, Q(\/_—i—
V3) € Q(v/2,v3). Ponadto, v2 4+ v/3 € Q(v/2 + V/3), wicc takze 7 € @(\/_—l— V3),
skad v/3 — V2 € Q(V2 + v/3). Wobec tego (V3 + v2) + (\/_—\/_) € Q(vV2+ V3)
i (V3+v2) — (V3 -v2) € QW2+ V3), czyli 2v/3,2v2 € Q(vV2+ V3). Ale Q C
Q(vV2 + V/3), wicc % € Q(vV2 + V3). Zatem /3 = %2\/5 € QWV2+V3)iVv2=
% NOX= @(\/5 + \/§) Wobec tego v/2,v/3 € Q(\/§ + \/g), wiec na mocy Stwierdzenia
15.2, Q(v2,v/3) € Q(V2 + V/3) i ostatecznie Q(v2,v3) = Q(v2 + V3).

Q
N

2 Rozszerzenia algebraiczne cial

Twierdzenie 15.6. Niech ciato M bedzie rozszerzeniem ciata L 1 niech ciato L bedzie
rozszerzeniem ciata K. Jesli (L:K)=reNi(M:L)=seN, to (M :K)=r-s.

Dowdéd. Niech (ay, . .., a,) bedzie uporzadkowana baza L nad K oraz niech (b, . .., b;)
bedzie uporzadkowana baza M nad L. Udowodnimy, ze

(albl, albg, PN ,albs, ce ,arbl, CLTbQ, AN 7CL,,‘b$)

jest uporzadkowana baza M nad K. W tym celu Wez’my dowolne ¢;; € K,i=1,...,s,j=
1,...,r takie, ze Z cijabj=0. Wowezas Z (Z CijQ )b = 0. Elementy stojace w na-

wiasach naleza do ciala L, wiec dla j =1,...,s mamy, ze Zcijai =0. Stad z liniowej
i=1
niezaleznosci elementéw aq,...,a, wynika, ze ¢;; = 0 dla ¢ = 1,...,r. Zatem ¢;; = 0
dla wszystkich i, 7, czyli elementy a1by,abs, ..., a1bs, ..., a.by,a.bs, ..., a.bs sa liniowo
niezalezne nad K. Wezmy teraz dowolne a € M. Wéwczas istnieja tq,...,ts € L takie, ze
IS

a = th b;j oraz dla j = 1,..., s istnieja cy;, caj,. .., ¢ € K takie, ze t; = ZCU - Q.
i=1 =1



Stad a = Z cij(a; - bj). Zatem elementy ajby, aibs, ..., a1bs, ..., a.by,a,bs, ... a.bs ge-
2%
neruja M nad K. Stad mamy teze. [

Definicja 15.7. Niech K bedzie podcialem ciata L. Powiemy, ze element a € L jest
algebraiczny wzgledem ciala K, jezeli istnieje niezerowy wielomian f € Klz| taki, ze
f(a) = 0. W przeciwnym przypadku element a € L nazywamy przestepnym wzgledem
ciala K. Cialo L nagzywamy rozszerzeniem algebraicznym ciata K, gdy kazdy element
a € L jest algebraiczny wzgledem K.

Uwaga 15.8. Zauwazmy, ze dla dowolnego ciala K: z € K(z) jest elementem
przestepnym nad K.

Uwaga 15.9. Liczby zespolone a, ktére sa elementami algebraicznymi wzgledem ciata
Q nazywamy krotko liczbami algebraicznymi. Liczbe a € C nazywamy przestepna, jezeli
a nie jest liczba algebraiczna. Np. a = e i a = 7 sa przestepne.

Lemat 15.10. Niech K bedzie ciatem i niech f € Klz| bedzie wielomianem nie-
rozktadalnym w K|x]. Wowczas dla dowolnego g € K|x] réwnowazne sq warunki:

(i) g nie jest podzielne przez f w K|x],

(ii) fu+ gv =1 dla pewnych u,v € K|[z].

Dowéd. (i) = (i1). Z Wniosku 13.16 wynika, ze (f) jest idealem maksymalnym
pierscienia K[z|. Ponadto (f) C (f,g) i g € (f,g). Ale g nie jest podzielne przez f, wiec
g & (f). Zatem (f) C (f,g) i z maksymalnosci ideatu (f), (f,g) = K[z]. Stad 1 € (f,9),
wiec fu+ gv =1 dla pewnych u,v € K[z].

(17) = (i). Jesli flg w Klz], to g = fh dla pewnego h € K[z]. Stad fu+ fhv = 1, czyli
f(u+ hv) = 1. Zatem f € (Klz])*, co przeczy nierozkladalnosci wielomianu f. Wobec
tego ¢ nie jest podzielne przez f w K[x]. O

Twierdzenie 15.11. Niech K bedzie podciatem ciata L i a € L. Wowczas a jest
algebraiczny wzgledem ciata K wtedy @ tylko wtedy, gdy a jest pierwiastkiem pewnego
wielomianu nierozktadalnego w K|x].

Ponadto, gdy a jest pierwiastkiem wielomianu [ nierozktadalnego w K|x], to dla do-
wolnego g € K|x]: g(a) =0 wtedy 1 tylko wtedy, gdy f | g w K[z].

Dowéd. Jedli f(a) = 0 dla pewnego wielomianu f € K|z| nierozktadalnego w K|z,
to f # 0, a wiec element a jest algebraiczny nad K. Na odwrdt, zalézmy, ze a € L
jest algebraiczny wzgledem K. Wtedy istnieje niezerowy wielomian h € K|x] taki, ze
h(a) = 0. Stad st(h) > 1, wiec na mocy Wniosku 12.36, h = hyhy...hs dla pewnych
wielomianéw hy, ho, ..., hs nierozkladalnych w K[x]. Wobec tego w ciele K: 0 = hy(a) -
ha(a) - ... hs(a), skad h;(a) = 0 dla pewnego i = 1,2,...,n.

Niech teraz a bedzie pierwiastkiem wielomianu f nierozkladalnego w K|[z] i niech g €
Klz]. Jedli flg w K[z], to g = fw dla pewnego w € KJz], skad g(a) = f(a) - w(a) =



0-w(a) = 0, a wiec g(a) = 0. Na odwrédt, zalézmy, ze g(a) = 0. Jesli g nie jest
podzielne przez f w K|x], to z Lematu 15.10, fu+gv = 1 dla pewnych u,v € K|[z], skad
) =

1= f(a) u(a) +g(a) -v(a
w Klz]. O

-u(a) +0-v(a) = 01 mamy sprzecznos¢. Wobec tego f|g

Whiosek 15.12. Jesli element a ciata L jest algebraiczny wzgledem podciata K, to
wielomian nierozktadalny f € K[x], ktdrego a jest pierwiastkiem, jest wyznaczony jedno-
znacznie z doktadnosSciq do statego czynnika.

Dowdéd. Jezeli fi, fo € KJ[z]| sa wielomianami nierozkladalnymi w K[z] takimi, ze
fi(a) = fa(a) =0, to z Twierdzenia 15.11 mamy, ze f1 | fo i fo | f1 w K[z], wiec f1 ~ fa.
Stad istnieje niezerowe ¢ € K takie, ze fo = c- f;. U

Uwaga 15.13. Gdy element a ciala L jest algebraiczny wzgledem podciata K, to
stopien wielomianu f nierozkladalnego w K[x], ktérego a jest pierwiastkiem nazywamy
stopniem elementu a wzgledem ciala K, zas f nazywamy wielomianem minimalnym dla
a wzgledem ciala K. Okreslenie to jest poprawne na mocy Twierdzenia 15.11 i Wnio-
sku 15.12. Zauwazmy jeszcze, ze jeSli b € L jest pierwiastkiem wielomianu g € K|x]
nierozkladalnego w K|z], to na mocy Twierdzenia 15.11 i Wniosku 15.12, ¢ jest wielo-

mianem minimalnym dla b i wobec tego st(g) jest stopniem elementu b wzgledem ciata
K.

Twierdzenie 15.14. Gdy element a ciata L jest algebraiczny stopnia n € N wzgledem
podciata K, to (1,a,a?,...,a" ) jest bazq uporzadkowana K (a) nad K. W szczegdlnosci
(K(a) : K) =n, elementy 1,a,a?,...,a"" " sq liniowo niezalezne nad K i kazdy element
ciata K (a) mozna jednoznacznie zapisaé w postaci bg+by-a+...+b,_1-a""' dla pewnych
bo,b1,...,by_1 € K.

Dowdd. Jezelin = 1,toa € K i K(a) = K, wiec teza jest oczywista. Niech dalej
n > 1. Wystarczy wykazac, ze (1,a,a?,...,a" ') jest baza uporzadkowana K (a) nad K.
Na mocy Twierdzenia 15.11 i Wniosku 15.12 istnieje wielomian f stopnia n nierozkladalny
w K|[z] itaki, ze f(a) = 0. Jezeli by, by,...,b,_1 € K sa takie, ze by +by-a+ ...+ b, 1"
a"1'=0,togla)=0dlag=0by+b;-z+...+b, 1 2" € K[z]. Zatem z Twierdzenia

15.11, flg. Ale st(f) =n, wiec g =01iby =b; = ... =b,—1 = 0. Wobec tego elementy
1,a,a?,...,a" ! sa liniowo niezalezne nad K.
Niech

M:{bo—f—bl'a—f—...—f—bn_l'an_lZbo,bl,...7bn_1€K}.

Wowcezas K C M ia € M. Jedli h € K[z, to z Twierdzenia 12.3 istnieja q,r € K|x]
takie, ze h = q- f + 11 st(r) < n, wiec h(a) = q(a)f(a) + r(a) = r(a) € M. Zatem
M = {h(a) : h € K[z]}. Stad od razu mamy, ze M jest podpierscieniem ciata L. WeZmy
dowolne by, by, ...,b,—1 € K takie, ze by + by -a+ ... + b,y -a® ! # 0. Wtedy, jak
wiemy, g = by + by -z + ... + b,y - 2" # 0 oraz g nie dzieli si¢ przez f w K|[z].



Zatem na mocy Lematu 15.10 istnieja u,v € K[x] takie, ze g-u+ f-v = 1. Stad
g(a)-u(a)+ f(a)-v(a) =1, czyli Tla) = u(a) € M. Zatem na mocy Stwierdzenia 14.6, M
jest podciatem ciata L zawierajacym KU{a}. Niech N bedzie dowolnym podcialem ciata L
zawierajacym K U{a}. Wtedy 1,a,a?, ... ,a" ! € N oraz dla dowolnych by, by, ..., b, 1 €
K,bg+bi-a+...4+b, 1-a" ' € N. Stad M C N. Zatem M = K(a) i wobec powyzszego
(1,a,a?,...,a" ') jest uporzadkowana baza K(a) nad K. O

Twierdzenie 15.15. FElement a ciata L jest algebraiczny wzgledem podciata K wtedy
i tylko wtedy, gdy (K(a) : K) < cc.

Dowéd. =-. Wynika z Twierdzenia 15.14. <. Zalézmy, ze (K(a) : K) = n € N.
Woéwezas elementy 1,a,a?,...,a" sa liniowo zalezne nad K oraz naleza do K(a), wiec
istnieja by, by, ...,b, € K nie wszystkie rowne 0 i takie, ze by +b; -a+ ...+ b, -a™ = 0.
Stad g(a) = 0 dla gbg + by -+ ... + b, - 2" € K[z] \ {0}. Zatem a jest elementem
algebraicznym wzgledem ciala K. [J

Whiosek 15.16. Kazde rozszerzenie skornczone ciat jest algebraiczne.

Dowéd. Niech K bedzie podcialem ciala L takim, ze (L : K) = n € N. Wtedy dla
dowolnego a € L, K(a) C L, wiec (K(a) : K) < n. Stad wobec Twierdzenia 15.15, a jest
elementem algebraicznym wzgledem ciata K. [J

Whniosek 15.17. Jesli elementy aq,...,a, ciata L sa algebraiczne wzgledem podciata
K, to K(ay,...,a,) jest rozszerzeniem algebraicznym i skoriczonym ciata K.

Dowdd. Indukcja wzgledem n. Dlan = 1 teza wynika z Twierdzenia 15.14 i z Wniosku
15.16. Zalézmy, ze teza zachodzi dla pewnego naturalnego n i niech aq, ..., a,,a,11 € L
beda elementami algebraicznymi wzgledem K. Niech f € Klx| bedzie wielomianem mini-
malnym dla a1 wzgledem K. Wtedy f € K(ay,...,a,)[z], wiec (K(ai,...,an)(ans1) :
K(ay,...,a,)) < (K(apy1): K) < oo, czyli (K(ay,...,an,an41) @ K(ag,...,a,)) € N.
Ponadto z zalozenia indukcyjnego (K(ai,...,a,) : K) € N, wiec z Twierdzenia 15.6,
(K(a1,...,an,apy1) : K) < 0o. Stad i z Wniosku 15.16, K(aq, ..., a,+1) jest rozszerze-
niem algebraicznym ciata K. [

Whniosek 15.18. Niech K bedzie podciatem ciata L. Wowczas zbior M wszystkich
elementow ciata L algebraicznych wzgledem K jest podciatem ciata L zawierajacym K.

Dowdd. Poniewaz kazde a € K jest pierwiastkiem wielomianu z —a € K|z], wiec K C
M. Niech a,b € M. Wtedy z Wniosku 15.17 K(a,b) jest rozszerzeniem algebraicznym
ciala K, czyli K(a,b) C M. Zatem a—b € M i§ € M dlab# 0. Stad i ze Stwierdzenia
14.6, M jest podcialem ciata L. []

Twierdzenie 15.19. Jezeli ciato L jest algebraicznym rozszerzeniem ciata K i ciato
M jest algebraicznym rozszerzeniem ciata L, to ciato M jest algebraicznym rozszerzeniem
crata K.

Dowéd. Wezmy dowolne a € M. Wéwezas istnieje 0 # f € L[z] takie, ze f(a) = 0.



Ale f =1y + Lz + ... + [,2" dla pewnych ly,...,l, € L oraz z Wniosku 15.17 mamy,
ze (K(lp,...,l,) : K) < oco. Ponadto a jest algebraiczny wzgledem ciata K(lo,...,[,),
wiec z Twierdzenia 15.15 mamy, ze ((K(lo, oo l)(a) 2 K(l, . .,ln)> < 00. Zatem z
Twierdzenia 15.6 i z Wniosku 15.16, a jest algebraiczny wzgledem ciala K. [J

Przyklad 15.20. Udowodnimy, ze zbiér X = {V/12 : n = 2,3,...} jest liniowo
niezalezny nad ciatem liczb wymiernych Q. Z algebry liniowej I wystarczy udowodnic,
ze kazdy niepusty skonczony podzbdr zbioru X jest liniowo niezalezny nad cialem Q.

Wezmy zatem dowolne liczby naturalne: s oraz 2 < n; < ny < ... < n,. Udowodnimy,
ze jest liniowo niezalezny nad ciatem Q zbiér A = { V12, "¥/12,..., "V/12} i to zakoniczy
rozwigzanie zadania. Niech n =mn;-ng-...-ngsorazm; = > dlai=1,...,s. Wtedy dla

kazdego i = 1,2,...,s: m; € N oraz /12 = (/12)™, przy czym n > m; > my > ... >
ms, bony > 2 oraz n; < ng < ... < ng. Stad A jest podzbiorem s-elementowym zbioru
B = {1,V12,(¥/12)%,...,(¥/12)" '} i wystarczy wykazaé liniowa niezalezno$é nad Q
zbioru B. Ale {/12 jest pierwiastkiem wielomianu f = z" — 12, ktéry jest nierozkladalny
w Q[z] z kryterium Eisensteina przy p = 3, wiec liniowa niezalezno$¢ zbioru B wynika z
Twierdzenia 15.14.

Przyklad 15.21. Zilustrujemy udowodnione twierdzenia dla pewnych podcial ciala
R. Poniewaz v/2 jest pierwiastkiem wielomianu f = 2% — 2, ktéry jest nierozkladalny w
Q[z] z kryterium Eisensteina dla p = 2, wiec na mocy Twierdzenia 15.14 baza przestrzeni
Q(v2) nad Q jest {1,v2}, skad (Q(v2) : Q) =21 Q(v2) = {a+bv2: a,b € Q}.

Zalézmy, ze v/3 € Q(v/2). Wtedy /3 = a + by/2 dla pewnych a,b € Q. Stad po
podniesieniu do kwadratu: 3 = a® + 2b* 4+ 2abv/2 i z liniowej niezaleznosci nad Q zbioru
{1,/2}, 3 = a®> +20*1 2ab = 0. Zatem a = 0 i b*> = 3, skad \/g € Q, co prowadzi

2
do sprzecznosci lub b = 01 a® = 3, skad V3 € Q i tez mamy sprzecznosé. Wobec
tego /3 & Q(v/2). Zatem wielomian g = 2> — 3 ma stopien 2 i nie posiada pierwiastka
w ciele Q(v/2). Ze Stwierdzenia 12.32 wynika wiec, ze wiclomian ¢ jest nierozkladalny
w (Q(+v/2))[x] i g(v/3) = 0. Wobec tego na mocy Twierdzenia 15.14 baza przestrzeni
(Q(v2))(v/3) nad ciatem Q(v/2) jest zbidr {1,v/3} i (Q(v2))(V3) : Q(V2)) = 2.

Ale Q jest podcialem ciala Q(v/2) i Q(v/2) jest podcialem ciata (Q(v/2))(v/3), wiec
na mocy Twierdzenia 15.6, ((Q(v/2))(v/3) : Q) = 2-2 = 4. Ponadto z dowodu tego
twierdzenia baza przestrzeni (Q(v/2))(v/3) nad cialem Q jest zbior {1,v/2,v/3,v/2-/3},
wiec

(Q(V2)(V3) = {a+ V2 + V3 +dV6 : a,b,c,d € Q}.
Ze Stwierdzenia 15.12 mamy, ze (Q(v/2))(v/3) = Q(v/2,V/3). Zatem (Q(v/2,V3) : Q) =
4. Ale z Przykladu 15.5, Q(v/2,v3) = Q(v2 + v/3), wiec takze (Q(v2+ v/3) : Q) = 4.
Oznaczmy a = v/2++v/3. Wtedy a? = 2+2v/6+3, wicc (a®>—5)? = 24, skad a*—10a*>+1 =
0. Wobec tego a jest pierwiastkiem wielomianu f = 2% —102% +1 € Q[z] i st(f) = 4. Ale



(Q(a) : Q) = 4, wiec wielomian minimalny A dla a nad cialem @Q ma stopien 4. Ponadto
z Twierdzenia 15.11, h|f w Q[z], wiec h ~ f, czyli f jest wielomianem minimalnym dla
a. W szezegblnosci wielomian f = z* — 1022 4 1 jest nierozkladalny w Q|x].

Zagadka 1. W pierscieniu Q[z] dany jest ideat I = (2* + 2z + 2). Udowodnij, ze
pierscien ilorazowy Qz]/I jest cialem i wyznacz element odwrotny do warstwy a =
(25 +22% + 222 + 2+ 1) + L.

Zagadka 2. Udowodnij, ze cialo L wszystkich zespolonych liczb algebraicznych jest
przeliczalne i jest algebraicznie domkniete, tzn. kazdy wielomian dodatniego stopnia z
L[z] ma pierwiastek w L.

Zagadka 3. Czy zbiér {{/2 : n=2,3,...} jest liniowo niezalezny nad Q?
Zagadka 4. Czy jest prawda, ze Q(v/3,v5) = Q(v/3 + v/5)?

Zagadka 5. Wyznacz wielomian minimalny elementu ¢ = v/3++/5 ciala R nad cialem
Q.

Zagadka 6. Czy /5 € Q(v/3)?
Zagadka 7. Czy pierscient ilorazowy Zs[z]/(x? + 1) jest cialem?



