Wykiad 3
Grupy cykliczne

Definicja 3.1. Niech a bedzie elementem grupy (G,-,e). Jezeli istnieje liczba na-
turalna k taka, ze a* = e, to najmniejsza taka liczbe naturalna k nazywamy rzedem
elementu a. W przeciwnym przypadku (tzn. gdy a” # e dla kazdego n € N) méwimy, ze

rzad elementu a jest réwny oo (nieskoniczonos$é). Rzad elementu a oznaczamy przez o(a).

Przyklad 3.2. Zauwazmy, ze o(—1) = 2 w grupie R*, gdyz w tym przypadku e = 1
oraz —1 # 1i (—1)? = 1. Natomiast w grupie R™ mamy, ze o(—1) = oo, bo wéwczas
e = 0 oraz dla kazdego n € N jest n- (—1) = —n # 0.

Uwaga 3.3. Przyktad 3.2 pokazuje, ze nalezy by¢ bardzo ostroznym przy wyznaczaniu
rzedu elementu grupy. Przede wszystkim musimy rozumieé¢ nature dzialania grupowego
oraz wiedzie¢ jak wyglada element neutralny tej grupy.

Uwaga 3.4. Ze Stwierdzen 2.16 i 2.17 wynika od razu, ze dla dowolnego elementu a
skoniczonego rzedu grupy G zachodzi wzor:

W szczegdlnosci z Twierdzenia 2.9 mamy, ze rzad dowolnego elementu grupy skon-
czonej jest dzielnikiem jej rzedu.

Stwierdzenie 3.5. Niech a bedzie elementem skoriczonego rzedu grupy (G, -, e). Wtedy
dla dowolnego catkowitego k:

a*=e < o(a) | k.

Dowéd. Jesli o(a) | k, to istnieje s € Z takie, ze k = s - o(a). Zatem a* = a*°@) =

k — e. Wtedy istnieja ¢,r € Z takie, ze

(a°@)* = ¢* = e. Na odwrét, zalézmy, ze a
o(a) +71i0<r <oa). Stad e = a* = a7V = q9°@ . " = ¢ . a" = a, czyli

"=e. Aler <o(a), wiecr € N, czyli r = 0. Zatem k =¢q-o(a)io(a) | k. O

Stwierdzenie 3.6. Jezeli a i b sq elementami skornczonych wzglednie pierwszych
rzedow grupy G oraz a-b="b-a, to o(ab) = o(a) - o(b).

Dowéd. Oznaczmy: n = o(a), m = o(b). Wtedy m,n € N, (m,n) = 1 oraz
a" = e ib™ = e. Z Twierdzenia 1.14, (ab)* = a*b* dla kazdego k € Z. W szczegdlnodci
(ab)™ = @™ = e-e = e, skad | = o(ab) < mn. Alee = (ab)! = a't!, wiec e = (a'b')" =
= al"b'" = eb'™ = b czyli b = e. Zatem ze Stwierdzenia 3.5, m | In. Ale (m,n) = 1,

wiec z zasadniczego twierdzenia arytmetyki, m | {. Analogicznie pokazujemy, ze n | [.



Poniewaz m | [ i n | [ oraz (m,n) = 1, wiec mn | I, czyli mn < [. Ale wczednie]
pokazalismy, ze | < mn, wiec ostatecznie | = mn, czyli o(ab) = o(a) - o(b). O

Stwierdzenie 3.7. JeZeli a jest elementem nieskoriczonego rzedu grupy (G, -, e), to
dla dowolnych liczb catkowitych k i l:

a"=d = k=1

W szezegolnosci grupa (a) jest nieskoriczona. Ponadto grupa (a) posiada doktadnie dwa
generatory: a i a .

Dowdéd. Zalézmy, ze istnieja rézme liczby catkowite k, [ takie, ze a* = a'. Bez
zmniejszania ogélnoéci mozemy zakladaé, ze k > . Wtedy k — [ € Ni a*! = e, co
przeczy temu, ze o(a) = oo. Implikacja odwrotna jest oczywista.

Poniewaz a = (a™!)™' € (a™'), wiec (a) C (a™!). Ale {(a™!) C (a), wiec (a™!) = (a),
czyli a™! jest generatorem grupy (a). Ponadto z pierwszej czesci dowodu a™! # a. Niech
teraz b € (a) bedzie generatorem grupy (a). Wtedy istnieje liczba catkowita k taka, ze
b = a* oraz a € (a*). Zatem istnieje | € Z takie, ze a = (a*)! = a*. Zatem z pierwszej
czesci dowodu kl =1,skad k=1lubk=—lorazb=alubb=a"'. O

Lemat 3.8. Niech a bedzie elementem skonczonego rzedu grupy G. Wowczas dla
dowolnej liczby catkowitej k:

(a¥) = (al)),

Dowéd. Oznaczmy d = (o(a), k). Wtedy d | k, wiec k = dl dla pewnego [ € Z, skad
a* = (a?)! € (a?). Zatem (a*) C (a?). Ponadto z elementarnej teorii liczb wiemy, ze
istnieja liczby catkowite x, y takie, ze d = o(a)x + ky. Stad a? = a®@*+ky = gola)e . ghy —
=ec-a" = (a*)¥ € (a¥). Zatem (a?) C (a*) i ostatecznie (a?) = (a*). O

Twierdzenie 3.9. Niech a bedzie elementem skoriczonego rzedu grupy (G, -, e). Wtedy:
(i) dla dowolnego naturalnego dzielnika d liczby o(a) zachodzi wzor:

(i) dla dowolnej liczby catkowitej k zachodzi wzdr:

o(a*) = (o?c(u_?)m :

Dowéd. (i) Zauwazmy, ze OSL) eNi (ad)¥ = o = a°@ = e. Zatem k = ( d) <
|

#. Ale e = (a®)* = a, wiec ze Stwierdzenia 3.5 mamy, ze o(a) | dk. Zatem 22 | k,

czyli @ < k i ostatecznie k = @.
(ii) Z Lematu 3.8 mamy, ze (a*) = (a®@*). Ale d = (o(a),k) jest naturalnym
)

o) _ o(al@H)) —

dzielnikiem o(a), wiec z (i) oraz z Uwagi 3.4 uzyskujemy, ze o(a) )

[(a@@®)| = |(a*)] = o(a"). O




Twierdzenie 3.10. Zalézmy, Ze (a) jest skoriczonq grupa cykliczna rzedu n. Niech
d bedzie dzielnikiem naturalnym liczby n. Wtedy w grupie (a) istnieje doktadnie p(d)
elementéw rzedu d i sq one postaci ad®, gdzie k € {1,...,d} oraz (k,d) = 1.

Dowéd. Niech k € {1,...,d} bedzie takie, ze (k,d) = 1. Wtedy (5 -k,n) = (5 -k, 5 -
d)=2(k,d) =2-1=2. Zatem z Twierdzenia 3.9, o(ad*) = & = d.

Niech teraz b € (a) bedzie elementem rzedu d. Wtedy istnieje liczba naturalna m < n
taka, ze b = a™ oraz z Twierdzenia 3.9, d = o(a™) = Ty Skad (m,n) =% Ale (m,n) |
m, wicc istnieje k € N takie, ze m = 5 - k. Ponadto § = (m,n) = (5 -k, 5-d) = 5 - (k,d),
wiec (k,d) = 1. Ale m < n, wiec 5 -k < n, skad k < d.

Jesli k,l € {1,...,d}, (k,d) = (I,d) = 1 oraz ai* = ad’l, to aa'*") = e, wiec ze
Stwierdzenia 3.5, n | 5 - (k —1),skad d | k — 1. Ale k,l € {1,...,d}, wiec k = 1. [

al3)3

Whniosek 3.11. Skoriczona grupa cykliczna (a) rzedu n posiada doktadnie p(n) gene-
ratoréw i sq one postaci: a®, gdzie k € {1,...,n} oraz (k,n) = 1.

Dowéd. Element b € (a) jest generatorem grupy (a) wtedy i tylko wtedy, gdy o(b) = n.
Zatem z Twierdzenia 3.10 grupa (a) posiada dokladnie ¢(n) generatoréw i sa one postaci:
an* =a¥ gdzie k € {1,...,n} oraz (k,n) =1. O

Twierdzenie 3.12. Kazda podgrupa grupy cyklicznej jest grupaq cykliczng.

Dowdéd. Niech (G, -, e) bedzie grupa cykliczna o generatorze a i niech H bedzie dowolna
jej podgrupa. Jesli H={e}, to H={e), czyli grupa H jest cykliczna. Zal6zmy wiec dalej,
ze H # {e}. Wtedy istnieje k € Z takie, ze e #a* € H. Stad k #0ia™* = (a*)"' € H.
Zatem k € N lub —k € N i z zasady minimum istnieje najmniejsza liczba naturalna m
taka, ze a™ € H. Wtedy (a™) C H. Wezmy dowolne h € H. Istnieje s € Z takie,
ze h = a®*. Ale s = gm + r dla pewnych ¢,r € Z, 0 < r < m, wiec a® = a9 =
a®™ -q" = (a™)9-a", skad a” = a® - (a™)"? € H, czyli a" € H. Ponadto 0 < 7 < m,
wiec z minimalnosci m, r ¢ N, czyli r = 0. Zatem h = (a™)? € (a™), czyli H C (a™)
i ostatecznie H = (a™). O

Twierdzenie 3.13. Grupa cykliczna nieskoriczona (a) posiada nieskoriczenie wiele
podgrup i sq one postaci: {(a™), gdzien =0,1,...

Dowéd. 7 Twierdzenia 3.12 wynika, ze kazda podgrupa H grupy (a) jest postaci
H = (d*) dla pewnego k € Z. Ale a® = (a7%)7! € (a7%), wiec (a¥) C (a7*) oraz
(a™F)y C (a*), bo a™* € (a*), wiec (a*) = (a™*), czyli H = (a™) dla pewnego n =0, 1, ...

Niech m,n € {0,1,...} beda takie, ze (a™) = (a™). Wtedy a™ € (a"), wiec istnieje
k € Z takie, ze a™ = (a™)* = a"*. Zatem ze Stwierdzenia 3.7, m = nk, czyli n | m.
Analogicznie pokazujemy, ze m | n. Stad m | n i n | m oraz n,m € {0,1,...}, wiec
m=mn. U]

Przykad 3.14. Poniewaz Z* = (1) i o(1) = oo, wiec z Twierdzenia 3.13 wynika, ze
wszystkimi podgrupami grupy Z* sa: (n) ={n-k: k€ Z} dlan =0,1,... Zauwazmy,



ze podgrupa (n) jest nam dobrze znana juz od szkoty podstawowej, gdyz jej elementami
sa wszystkie catkowite wielokrotnosci liczby n. Ponadto ze Stwierdzenia 3.7 wynika, ze
grupa Z"' posiada doktadnie dwa generatory: 11 —1.

Twierdzenie 3.15. Wszystkimi podgrupami skoriczonej grupy cyklicznej {(a) sa pod-
grupy postaci {a?), gdzie d przebiega wszystkie dzielniki naturalne liczby o(a). W szczegdl-
nosci liczba wszystkich podgrup grupy (a) jest rowna liczbie wszystkich dzielnikow natu-
ralnych liczby o(a).

Dowéd. Jesli (a?) = (a®?) dla pewnych dzielnikéw naturalnych dy, dy liczby o(a),
to z Twierdzenia 3.9 i z Uwagi 3.4: - = o(la™) = |(a®)| = [{a®)] = o(a®?) = - czyli
dy = ds.

Niech H bedzie dowolna podgrupa grupy (a). Wtedy z Twierdzenia 3 istnieje k € Z
takie, ze H = (a*). Ale z Lematu 3.8, (a*) = (a®@*) i (o(a),k) jest dzielnikiem
naturalnym liczby o(a), wiec twierdzenie zostalo udowodnione. [J

Uwaga 3.16. Z Twierdzenia 3.15 wynika, ze istnieje wzajemnie jednoznaczna od-
powiednio$¢ pomiedzy zbiorem wszystkich podgrup skonczonej grupy cyklicznej (a) i
zbiorem wszystkich dzielnikéw naturalnych liczby o(a). W szczegdlnosci wynika stad, ze
dla kazdej liczby naturalnej d dzielacej rzad skoriczonej grupy cyklicznej (a)
istnieje dokladnie jedna podgrupa rzedu d grupy (a).

Stwierdzenie 3.17. Jezeli liczba naturalna n posiada co najmniej dwa rézne, niepa-
rzyste dzielniki pierwsze, to grupa Z; nie jest cykliczna.

Dowéd. Z zalozenia istnieja rézne, nieparzyste liczby pierwsze p, ¢ oraz liczby na-
turalne o, 8, m takie, ze n = p*¢®m oraz m nie jest podzielne ani przez p ani przez
q. Z chinskiego twierdzenia o resztach wynika zatem, ze istnieja a,b € Z; takie, ze

= —1 (mod p%), a = 1 (mod ¢°m) oraz b =1 (mod p®m) i b = —1 (mod ¢°). Poniewaz
liczby p i ¢ sa nieparzyste, wiec a # 11 b # 1. Gdyby a = b, to 1 = —1 (mod p*),
skad p®|2 i mamy sprzecznosé. Zatem a # b i wobec tego {1,a} # {1,b}. Ponadto
a’> =1 (mod p%) i a® = 1 (mod ¢°m), wiec a> = 1 (mod n), skad a ©®, a = 1, czyli
o(a) = 2 w grupie Z;, skad (a) = {1,a}. Podobnie pokazujemy, ze (b) = {1,b}. Za-
tem grupa Z; posiada dwie rézne podgrupy rzedu 2, wic z Uwagi 3.16 ta grupa nie jest
cykliczna. [

Uwaga 3.18. Z elementarnej teorii liczb wiadomo, ze jesli n = p{*' - ... pS*, gdzie
D1, - -+, Ps Sa réznymi liczbami pierwszymi oraz aq, . . . , s sa nieujemnymi liczbami catko-
witymi, to liczba wszystkich dzielnikéw naturalnych liczby n jest réwna ©(n) = (ag +
1)-...-(as+1). Ponadto ¢(n) = @(p) ... - p(p¥) idla liczb pierwszych p oraz o € N,
p(p”) =p* —p

Przyklad 3.19. Niech n € N, n > 1. Wtedy Z! = (1) oraz o(1) = n. Zatem z
Whiosku 3.11 grupa Z; posiada dokladnie p(n) generatoréw i sa nimi liczby naturalne

a a—1



k < n wzglednie pierwsze z n. Ponadto podgrupy grupy Z; sa postaci: {0} oraz (d) =
{0,d,2d,...,(5 —1)-d}, gdzie d < n jest dzielnikiem naturalnym liczby n. Zatem grupa
Z;} posiada dokladnie ©(n) wszystkich podgrup.

Lemat 3.20. Niech a bedzie elementem maksymalnego rzedu w skonczonej grupie
abelowej A. Wéwczas o(b) | o(a) dla kazdego b € A.

Dowéd. Zalézmy, ze istnieje b € A takie, ze o(b) nie dzieli o(a). Wtedy istnieje liczba
pierwsza p oraz liczby naturalne m,n niepodzielne przez p i nieujemne liczby catkowite
a, (3 takie, ze a < 3 oraz o(a) = p®m i o(b) = p’n. Niech z = a?” i y = b". Wtedy z
Twierdzenia 3.9, o(x) = m oraz o(y) = p®. Ale (m,p®) =1, gdyz p nie dzieli m, wiec ze
Stwierdzenia 3.6, o(xy) = p®m > p®m = o(a) i mamy sprzecznosé. [

Twierdzenie 3.21. Jezeli A jest skoriczona grupa abelowq i dla kazdej liczby natu-
ralnej d dzielacej |A| istnieje dokladnie jedna podgrupa rzedu d grupy A, to grupa A jest
cykliczna.

Dowéd. Zalézmy, ze przy tych zalozeniach grupa A nie jest cykliczna. Niech a bedzie
elementem maksymalnego rzedu w grupie A. Wtedy (a) # A, wiec istnieje b € A takie,
ze b ¢ (a). Z Lematu 3.20, o(b) | o(a). Zatem z Twierdzenia 3.15 istnieje w grupie
(a) podgrupa H rzedu o(b). Ale |(b)| = o(b), wiec na mocy zalozenia (b) = H, skad
be H C (a), czyli b € (a) i mamy sprzecznos$¢. Zatem grupa A jest cykliczna. [

Whiosek 3.22. Dla kazdej liczby pierwszej p grupa Z; jest cykliczna.

Dowdd. Poniewaz p jest liczba pierwsza, wiec Z; = {1,2,...,p—1}, czyli |Z;| = p—1.
Ponadto grupa Z; jest abelowa. Niech a € Z; bedzie elementem maksymalnego rzedu
r. Wtedy z Uwagi 3.4, r|p — 1, wiec r < p — 1. Ponadto z Lematu 3.20 mamy, ze
o(b)|r dla kazdego b € Z;. Zatem b" = 1 dla kazdego r € Z;. Wobec tego kongruencja
2" — 1 = 0(mod p) ma co najmniej p — 1 rozwiazan. Ale z twierdzenia Lagrange’a o
liczbie pierwiastkow kongruencji modulo liczba pierwsza wynika, ze liczba rozwiazan tej
kongruencji jest < r. Zatem p — 1 <7 i ostatecznie r = p — 1. Wobec tego [{(a)| = |Z3],
czyli a jest generatorem grupy Z; i ta grupa jest cykliczna. U

Zagadka 1. Dla jakich liczb naturalnych k jest cykliczna grupa 73,7

Zagadka 2. Cgzy kazda grupa posiadajaca jedynie skonczona liczbe podgrup jest
skonczona?

Zagadka 3. Czy istnieje grupa nieskonczona, ktérej kazdy element ma skoriczony
rzad?

Zagadka 4. Udowodnij, ze jesli liczba naturalna n jest podzielna przez 4 i dzieli sie
przez pewna nieparzysta liczbe pierwsza, to grupa Z; nie jest cykliczna.

Zagadka 5. Udowodnij, ze jezeli skoniczona grupa G ma rzad parzysty, to w G istnieje



element rzedu 2.

Zagadka 6. Niech (A, +,0) bedzie grupa abelowa i ay, as, ..., a, € A. Udowodnij, ze
<CL1,CL2,...,CLn> = {klal +k2a2+...—|—knan | kl,kg,...,kn € Z}

Zagadka 7. Udowodnij, ze kazda skoriczenie generowana podgrupa grupy Q7T jest
cykliczna. Uzasadnij tez, ze grupa Q7 nie jest skoriczenie generowana.



