Wyklad 6
Przykilady homomorfizmoéw

Przyklad 6.1. Dla dowolnych grup (Gy, 1, e1), (Ga, -2, €2) przeksztalcenie f: G; — G
dane wzorem

flz) =eydlazxe G,

jest homomorfizmem grup, bo f(a) -2 f(b) = €3 5 e5 = e3 = f(a -1 b) dla dowolnych
a,b € G1. Nazywamy go homomorfizmem trywialnym.

Przyklad 6.2. Niech GG bedzie grupa i g € G. Wtedy przeksztalcenie f: G — G dane
wzorem

fle)=g-z-g'dlared

jest automorfizmen grupy G, gdy? f(a-b) = g-(a-b)-g~ = (g-a-g)-(g:bg™) = F(a)-f(b)
dla a,b € G oraz przeksztalcenie h : G — G dane wzorem: h(z) =g '-z-gdlax € G
jest odwrotne do f. Taki automorfizm f nazywamy automorfizmem wewnetrznym.

Przyklad 6.3. Niech H bedzie dzielnikiem normalnym grupy G i niech m: G — G/H
bedzie odwzorowaniem danym wzorem

m(x)=zH dlaz € G.

Woéwczas dla dowolnych a,b € G mamy, ze m(ab) = (ab)H = (aH) - (bH) = 7(a) - 7(b),
wiec 7 jest homomorfizmem grup. Ponadto G/H = {aH = w(a) : a € G}, wiec 7 jest
,na”. Dla a € G mamy, ze a € Ker(n) & n(a) = H & aH = H & a € H, wiec
Ker(m) = H. Taki homomorfizm 7 nazywamy epimorfizmem naturalnym.

Przy okazji zauwazmy, ze kazdy dzielnik normalny grupy G jest jadrem pewnego homo-
morfizmu okreslonego na tej grupie. Stad wobec Stwierdzenia 5. 18 (vi), dzielniki nor-
malne grupy G sa to dokladnie jadra homomorfizméw okreslonych na grupie
(. 7 twierdzenia o izomorfizmie wynika stad zatem, ze kazdy obraz homomorficzny

grupy G jest izomorficzny z grupa ilorazowa GG/H dla pewnego H < G.

Stwierdzenie 6.4. Niech (a) bedzie cykliczna grupa nieskoriczona i niech B bedzie
dowolnq grupa. Wowczas dla dowolnego b € B przeksztalcenie f:{(a) — B dane wzorem

f(a¥)y = b* dla wszystkich k € Z (1)

jest homomorfizmem grupy {a) w grupe B i f(a) = b. Ponadto f({a)) = (b) oraz jesli
o(b) = oo, to f jest zanurzeniem, a jesli o(b) = n € N, to f nie jest zanurzeniem i

Ker(f) = (a").



Jesli g: {a) — B jest homomorfizmem i b = f(a), to g(a*) = b* dla kaidego k € 7 i g
jest ,,na”wtedy i tylko wtedy, gdy b jest generatorem grupy B.

W szczegdlnosci moc zbioru wszystkich homomorfizmdw grupy (a) w grupe B jest réwna
mocy zbioru B.

Dowéd. Na mocy Stwierdzenia 3.7 kazdy element grupy (a) mozna jednoznacznie
zapisa¢ w postaci a* dla pewnego k € Z. Wobec tego f jest dobrze okreélone. Ponadto
f(a) = f(a') = b* = b. Wezmy dowolne z,y € (a). Wtedy z = a* i y = o' dla pewnych
k,l € Z. Stad f(z-y) = f(a*-a') = f(a**) = v oraz f(x) - f(y) = b - b = bFHL.
Zatem f(x-y) = f(x)- f(y) i f jest homomorfizmem. Ze wzoru (1) od razu wynika, ze
f({a)) = (b). Niech o(b) = o< i a* € Ker(f) dla pewnego k € Z. Wtedy b* = e i na
mocy Stwierdzenia 3.7, k = 0 oraz a® = e. Zatem w tym przypadku Ker(f) = {e} i na
mocy Stwierdzenia 5.18 (vii), f jest zanurzeniem.

Niech teraz o(b) = n € N. Niech a* € Ker(f) dla pewnego k € Z. Wtedy e = f(a*) =
¥, skad na mocy Stwierdzenia 3.5, n|k, czyli k = nl dla pewnego | € Zia* = (a")! € (a™).
Jedli zas x € (a™), to x = (a")® = @™ dla pewnego s € Z, wiec f(x) = 0" = (b" =
e, czyli x € Ker(f). Wobec tego w tym przypadku Ker(f) = (a™), skad a™ € Ker(f).
Ale a" # e, bo o(a) = oo, wiec Ker(f) # {e} i f nie jest zanurzeniem.

Ze Stwierdzenia 5.18 (iv) mamy, ze g(a*) = [g(a)]* = b* dla kazdego k € Z. Ponadto
wykazali§my wezesniej, ze g((a)) = (b), wiec g jest ,na”wtedy i tylko wtedy, gdy b jest
generatorem grupy B. [J

Twierdzenie 6.5. Jedynq z doktadnoscia do izomorfizmu nieskonczong grupa cy-
kliczng jest grupa Z*. KaZde dwie nieskoriczone grupy cykliczne (a) i (b) sa izomor-
ficzne. Ponadto przeksztatcenia f:{a) — (b) i g:{a) — (b) dane wzorami: f(a*) = b* i
g(a®) =b7% dla k € 7Z sq wszystkimi réznymi izomorfizmami grupy {a) na grupe (b).

Dowéd. Niech (a) i (b) beda nieskoniczonymi grupami cyklicznymi. Wtedy na mocy
Stwierdzenia 6.4 przeksztalcenie f:(a) — (b) dane wzorem f(a*) = b* jest zanurzeniem
i fjest ,na”, czyli f jest izomorfizmem. W szczegdlnosci Z* jest jedyna z dokladnoscia
do izomorfizmu nieskoniczona grupa cykliczna. Ponadto (b™!) = (b), wiec g jest tez
izomorfizmem, gdyz (b=1)* = b=* dla dowolnego k € Z. Mamy tez f(a) = b # b=' = g(a)
na mocy Stwierdzenia 3.7, wiec f # g.

Niech h: (a) — (b) bedzie izomorfizmem. Wtedy na mocy Stwierdzenia 6.4 dla ¢ = h(a)
jest h({a)) = (c) oraz h(a*) = ¥ dla k € Z. Ale h jest ,na”, wiec c jest generatorem
grupy (b) i na mocy Stwierdzenia 3.7, c=blub c=b"1, skad h = f lub h=g. O

Stwierdzenie 6.6. Niech (a) bedzie grupa cykliczng rzedu n € N i niech B bedzie
dowolna grupa. Wowczas dla dowolnego b € B takiego, ze o(b)|n przeksztatcenie f:{a) —

B dane wzorem
f(a¥) = b" dla wszystkich k € Z (2)

jest homomorfizmem grupy (a) w grupe B i f(a) = b. Ponadto f({a)) = (b) oraz jesli



o(b) =n, to f jest zanurzeniem, a jesli o(b) # n, to f nie jest zanurzeniem i Ker(f) =
<ao(b)>'

Jesli g: (a) — B jest homomorfizmem i b = g(a), to g(a®) = V* dla kazdego k € Z,
o(b)|n i g jest ,,na”wtedy i tylko wtedy, gdy b jest generatorem grupy B.

Dowéd. Z Uwagi 3.4 mamy, ze o(a) = n, wiec (a) = {e,a,da?,...,a" '} na mocy
Stwierdzenia 2.16. Niech b € B bedzie takie, ze o(b)|n. Wtedy dla dowolnych k,1 € Z
k k-1

takich, ze a® = a' jest a*~! = e, wiec na mocy Stwierdzenia 3.5, n|k — I, skad o(b)|k — I.
Zatem e = V"' skad V% = b, czyli f(a*) = f(b'). Wobec tego f jest dobrze okreslone.
Ponadto f(a) = f(a') = b* = b. Wezmy dowolne z,y € {a). Wtedy z = a* i y = o' dla
pewnych k,l € Z. Stad f(x-y) = f(a*-a') = f(a**) = v oraz f(z)- f(y) = bF-bf = VP
Zatem f(x-y) = f(x)- f(y) i f jest homomorfizmem. Ze wzoru (2) od razu wynika, ze
f({a)) = (b). Niech o(b) =nia® € Ker(f) dla pewnego k € Z. Wtedy b* = e i na mocy
Stwierdzenia 3.5, n|k, skad a* = e. Zatem w tym przypadku Ker(f) = {e} i na mocy
Stwierdzenia 5.18 (vii), f jest zanurzeniem. Niech teraz o(b) # n. Wtedy o(b) < n. Niech
a* € Ker(f) dla pewnego k € Z. Wtedy e = f(a*) = b*, skad na mocy Stwierdzenia 3.5,
o(b)|k, czyli k = o(b)l dla pewnego | € Z i a* = (a° )) ( o)), Jedli zag & € (a°®)),
to z = (a°®)® = a°®* dla pewnego s € Z, wiec f(x) = b°®)s = (polt )s =e® = e, czyli
r € Ker(f). Wobec tego w tym przypadku Ker(f) = (a®®), skad a°® € Ker(f). Ale
a®® £ e, bo o(b) < n, wiec Ker(f) # {e} i f nie jest zanurzeniem.

Ze Stwierdzenia 5.18 mamy, ze g(a*) = [g(a)]* = b* dlakazdego k € Z i o(b)|n. Ponadto
wykazaliSmy wczesniej, ze g({a)) = (b), wiec g jest ,,na’wtedy i tylko wtedy, gdy b jest
generatorem grupy B. [J

Twierdzenie 6.7. Niech n € N. Jedyna z doktadnosciq do izomorfizmu grupa cy-
kliczna rzedu n jest grupa Z.. Kazde dwie grupy cykliczne (a) i (b) rzedu n sa izomor-
ficzne. Ponadto przeksztatcenia fy: (a) — (b) dane wzorami: fy(a*) = b* dla k € Z oraz
s €{1,2,...,n} takich, ze (s,n) =1 sq wszystkimi réznymi izomorfizmami grupy (a) na
grupe (by. W szczegdlnosci istnieje doktadnie p(n) rdinych izomorfizméw grupy {(a) na
grupe (b).

Dowéd. Niech (a) i (b) beda grupami cyklicznymi rzedu n i niech s € {1,2,...,n}
bedzie takie, ze (s,n) = 1. Wtedy na mocy Wniosku 3.11, b° jest generatorem grupy (b),
wiec o(b®) = n. Zatem ze Stwierdzenia 6.6 przeksztalcenie fi: (a) — (b) dane wzorem
fs(a®) = b** dla k € Z jest zanurzeniem i f, jest ,na”, czyli f, jest izomorfizmem. W
szczegolnoscel Z7F jest jedyna z dokladnoscia do izomorfizmu grupa cykliczna rzedu n.
Niech s,7 € {1,2,...,n} i (s,n) = (r,n) = 1 oraz f; = f.. Wtedy fs(a) = f.(a), skad
b®* = 0" i na mocy Stwierdzenia 2.16, s = r.

Niech h: (a) — (b) bedzie izomorfizmem. Wtedy na mocy Stwierdzenia 6.6 dla ¢ = h(a)
jest h({a)) = (c) oraz h(a*) = ¥ dla k € Z. Ale h jest ,na”, wiec c jest generatorem
grupy (b) i na mocy Wniosku 3.11, ¢ = b° dla pewnego s € {1,2,...,n} takiego, ze
(s,n) = 1. Zatem h(a*) = (b°)* = b** dla k € Z. Wobec tego h = f,. O
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Stwierdzenie 6.8. Niech m,n € N. Istnieje doktadnie (n,m) wszystkich homomor-
fizmow grupy cyklicznej (a) rzedu n w grupe cykliczng (b) rzedu m i sq one postaci:

fi(a®) = pwm™® dlakeZ oraz j=0,1,...,(n,m)— 1. (3)

Ponadto Ker(f;) = <a<J(<n m)>> dla j=0,1,...,(n,m)—1.

Dowéd. Oznaczmy A = (a) i B = (b). Wdwczas na mocy Stwierdzenia 6.6 kazdy
homomorfizm f: A — B jest jednoznacznie wyznaczony przez element ¢ = f(a), przy
czym f(a*) = c* dla k € Z i o(c)|n. Ponadto z twierdzenia Lagrange’a o(c)|m, wiec
z teorii liczb mamy, ze o(c)|(n,m). Z Uwagi 3.16 w grupie B istnieje doktadnie jedna
podgrupa C' rzedu (n,m). Dalej, z Uwagi 3.4, o(x) = |(x)| dla kazdego = € B. Ponadto
z Twierdzenia 3.9, o (bﬁ) = (n,m), wiec C' = <b<"inm>>. Ale o(0)||C] i w C' istnieje

dokladnie jedna podgrupa rzedu o(c), wiec ¢ € C. W ten sposéb wykazalismy, ze jesli
f:A — B jest homomorfizmem, to f(a) € (b@m). Na odwrét, jesli ¢ € (bGm), to
o(c)|(n,m), wiec ze Stwierdzenia 6.6 przeksztalcenie f: A — B dane wzorem f(a*) = c*
dla k € Z jest homomorfizmem i f(a) = ¢. Wynika stad, ze istnieje dokladnie (n,m)
wszystkich homomorfizméw grupy A w grupe B i wszystkie one sa postaci

fi(d®) =y @a* dlakeZ orazj=0,1,...,(n,m) — 1.

Ponadto ze Stwierdzenia 6.6, Ker(f;) = (a%), gdzie l; = o(t” @ ). Ale na mocy Twier-
Cm (n.m)
dzenia 3.9, o(b’ ) ) = (nm) e l; = (("—m) skad Ker(f;) = <a<ﬂﬁ<w’0> > d

(]7(nvm)) (n m)

Przyklad 6.9. Wyznaczymy wszystkie homomorfizmy grupy A = (a) cyklicznej rzedu
124 w grupe cykliczna B = (b) rzedu 168. Wypiszemy tez jadro kazdego z tych homo-

morfizméw.

Najpierw stosujac algorytm Euklidesa obliczamy (124,168) = (124,44) = (44,36) =
(36,8) = (8,4) = 4. Nastepnie obliczamy oy = 8 = 42, Ze Stwierdzenia 6.8 sa
doktadnie 4 takie homomorfizmy:

fo(a*) = e dla kazdego k € Z i Ker(fy) =

—~

f1(a*) = b*?* dla kazdego k € Z i Ker(f ) = ( a0) = (a*) = {e,a*,adb, ..., a'?},
f2(a®) = b¥4* dla kazdego k € Z i Ker(fy) = (a 7) = (a®) = {e,a? a%, ... a'*},
fa(a*) = b12% dla kazdego k € Z i Ker(f;) = (a®7) = (a*) = {e, a* a8 ,a'20}.

Twierdzenie 6.10. Z doktadno$ciq do izomorfizmu istniejq doktadnie dwie grupy
rzedu 4: grupa czwdrkowa Kleina K i grupa cykliczna 77 .

Dowdd. Niech G bedzie grupa rzedu 4. Jesli G posiada element rzedu 4, to G jest
cykliczna i z Twierdzenia 6.7, G = Z;. W przeciwnym przypadku ze Stwierdzenia 2.19,
G ={e,x,y, z} dla pewnych z,y, z € G takich, ze vy = yz = z, o(z) = o(y) = o(2) = 2.
Wobec tego tabelka grupy G ma postaé:
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Rozwazmy bijekcje f: K — G taka, ze f(e) = e, f(S,) = =z, f(Sp) =y i f(So) = z.
Wtedy tabelka grupy K przejdzie na tabelke grupy G, wiec f jest izomorfizmem, czyli
G = K. Ponadto grupa K nie jest cykliczna, a wiec K nie jest izomorficzna z grupa Z; .
O

Przyklad 6.11. Ze Stwierdzenia 6.7 mamy, ze dlan € N, f:ZT — Z! dane wzorem
f(k) =k-1dlak € Z jest homomorfizmem grupy Z* na grupe Z; oraz Ker(f) = (n).
Zatem z twierdzenia o izomorfizmie mamy

ZF = 7+ /(n).

Twierdzenie 6.12. Niech f:G — A bedzie homomorfizmem grupy skonczonej G w
grupe A. Wowczas |f(G)| dzieli |G|. Jezeli dodatkowo A jest grupa skoriczona, to |f(G)|
dzieli (|G|, |A]).

Dowéd. Z twierdzenia o izomorfizmie mamy, ze f(G) = G/Ker(f), skad na mocy
twierdzenia Lagrange’a |f(G)| = |G/Ker(f)| = =S, a wiec |f(Q)| | |G|. Jezeli

|Ker(f)]’
dodatkowo grupa A jest skoriczona, to z twierdzenia Lagrange’a i ze Stwierdzenia 5.18

(viii), | f(G)| dzieli |A|, wiec z elementarnej teorii liczb |f(G)| dzieli (|G|, |A|). O

Whniosek 6.13. Jesli grupy A i B sq skoniczone i majq wzglednie pierwsze rzedy, to
jedynym homomorfizmem f: A — B jest homomorfizm trywialny.

Dowéd. Poniewaz (|A|,|B|) = 1, wiec z Twierdzenia 6.12 mamy, ze |f(A)| = 1.
Zatem f(A) = {e}, czyli f(a) = e dla kazdego a € A, a wiec f jest homomorfizmem
trywialnym. [J

Przyklad 6.14. Pokazemy, ze nie istnieje nietrywialny homomorfizm grupy D3 w
grupe Z;s. W tym celu zalézmy, ze istnieje nietrywialny homomorfizm f: D3 — Z;.
Wtedy |f(Ds)| > 1 oraz z Twierdzenia 6.12, | f(Ds) | |(6,15) = 3, wiec |f(D3)| = 3 oraz
z twierdzenia o izomorfizmie i z twierdzenia Lagrange’a |Ker(f)| = 2. Ale Ker(f) < Ds
i grupa D3 nie posiada dzielnika normalnego rzedu 2, wiec mamy sprzecznoscé.

Przyklad 6.15. Pokazemy, ze jesli niepuste zbiory A i B sa réwnoliczne, to grupy
symetryczne S(A) i S(B) sa izomorficzne. Rzeczywiscie, niech f: A — B bedzie bijekcja.
Okreslamy F: S(A) — S(B) wzorem F(¢) = fogo f~1 dla ¢ € S(A). Wtedy ze Wstepu
do matematyki mamy, ze F(¢) jest bijekcja jako zlozenie bijekcji, czyli F(¢) € S(B) dla
¢ € S(A). Ponadto dla dowolnych ¢y, ¢s € S(A) mamy



F(pr10¢2) = fo(drogs)o f=
=(fogiof ) o(fogaof™)=F(d1)o F(ea),
wiec F' jest homomorfizmem. Ponadto G: S(B) — S(A) dane wzorem G(¢) = f~toto f
dla v € S(B) jest przeksztalceniem odwrotnym do F. Zatem F' jest izomorfizmem.

Twierdzenie 6.16 (Cayley’a). Kazda grupa G zanurza sie w grupe symetryczng
S(G).

Dowéd. Niech dla g € G: [,(z) = gz dla z € G. Wtedy, jak wiemy [, jest bijekcja
zbioru G na siebie, wiec [, € S(G). Niech F(g) =1, dla g € G. Wtedy dla g, h,z € G
mamy, ze (F(gh))(z) = lgn(z) = (gh)x = g(hz) = gl(z) = l;(ln(2)) = (g o In)(z) =
(F(g)oF(h))(z), skad F(gh) = F(g)oF(h) i F jest homomorfizmem. Jezeli g € Ker(F),
toly(z) =z dlax € G, czyli gv =z dla z € G. Zatem g = e. Stad ze Stwierdzenia 5.18,
F' jest zanurzeniem. [J

Z Twierdzenia Cayley’a i z Przykladu 6.15 wynika od razu nastepujacy

Whniosek 6.17. Kazda grupa skoriczona rzedu n zanurza sie w grupe permutacji Sy,
zbioru n-elementowego {1,2,...,n}. O

Przyklad 6.18. Podamy ilustracje zastosowania dowodu twierdzenia Cayley’a do
wyznaczenia zanurzenia grupy Kleina w grupe S;. Z tabelki grupy Kleina odczytujemy
na podstawie kolejnych jej kolumn postacie lewostronnych mnozen I, dla g € K:

¢ Su Sy So ¢ S, S, So ¢ S, S, So
GH(e S Sy SO)’S“'_)<SG e So Sb>’sbﬁ(sb So e Sa>’

Sa Sy S . : oo . .

So — ¢ b PO ), Nastepnie wykorzystujemy bijekcje zbioru K na zbidr
So Sy S. e

{1,2,3,4}: e — 1, S, — 2, Sy — 3, So — 4 i na mocy Przyktadu 6.15 oraz tego,

ze zlozenie zanurzen jest zanurzeniem, otrzymujemy nastepujace zanurzenie grupy K w

grupe Sy:

1 2 3 4 1 2 3 4
e»—><1 5 3 4),Sa»—>(2 1 4 3)_(1,2)0(3,4),

1 2 3 4 1 2 3 4
st<3 L 2>_(1,3)o(2,4),soh>(4 5 Y 1)_(1,4)0(3,4).

W szczegdlnosci mamy stad, ze V = {e,(1,2) o (3,4),(1,3) o (2,4),(1,4) o (2,3)} jest
podgrupa grupy S; i V = K.

Twierdzenie 6.19. Wszystkimi z doktadnoscia do izomorfizmu grupami rzedu 6 sq:
Z¢ i Ds.

Dowdd. Grupy Z¢ i Ds nie sa izomorficzne, bo pierwsza z nich jest abelowa, a druga
nie jest abelowa.

Niech G bedzie grupa rzedu 6. Z Zagadki 5 z Wyktadu 3 istnieje w G element a rzedu
2. Jedli w G nie ma elementu rzedu 3, to GG nie moze by¢ cykliczna, gdyz w grupie
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cyklicznej rzedu 6 o generatorze u element u? ma rzad 3. Zatem kazdy element zbioru
G\ {e} marzad 2 i 2% = e dla kazdego x € G. Zatem ze Stwierdzenia 2.18 grupa G jest
abelowa. Istnieje zatem v € G \ {e,a} i wtedy {e,a,v,a - v} jest podgrupa rzedu 4 w
grupie G, bo a-v = v - a, gdyz grupa G jest abelowa. Ale 4 f6, wiec mamy sprzecznosé
z twierdzeniem Lagrange’a. Zatem w grupie G istnieje element b rzedu 3.

Zalézmy, ze a - b = b-a. Wtedy ze Stwierdzenia 3.6, o(a - b) = 6, wiec G = (a - b) i na
mocy Twierdzenia 6.7, G = Z{ .

Teraz zalézmy, ze a - b # b - a. Poniewaz o(b) = 3, wiec z Uwagi 3.4, H = (b) jest
podgrupa rzedu 3 grupy G i |G| = 6, wiec (G : H) = 2, skad na mocy Stwierdzenia 4.14,
H <1 G. Dalej, ze Stwierdzenia 2.16, H = {e,b,b?}. Ale a™! = a, wiec a-b-a € (b) oraz
a-b-a#bia-b-a#e wieca-b-a=>0%skadb-a=a-b*ib* a=a- b Stad
wynika, ze elementy: e, a, b, b*, a - b, a - b*, sa parami rézne, a poniewaz |G| = 6, wiec
G ={e,a,a-b,a-b* b,b?}. Ponadto z naszych rozwazanin wynika, ze tabelka dziatania - w
grupie G wyglada nastepujaco:

e a-bla-b*| b b?
a-b|a-b? b b?
a a e b b? a-b|a-b?
a-b | a-b b? e b a-b? a
a-b*|a-b? b b2 e a a-b
b b |a-b*| a a-b | b e
b? > | a-b|a-b®| a e b

Niech f: D3 — G bedzie bijekcja taka, ze f(e) = e, f(S.) = a, f(Sy) =a-b, f(S.) =
a-b% f(O1) = b, f(Oy) = b?. Wtedy tabelka grupy Dj przejdzie na tabelke grupy G,
wiec na mocy Uwagi 5.20, f jest izomorfizmem, czyli G = D3. [J

Przyklad 6.20. Udowodnimy, ze dla dowolnego ciala K istnieje epimorfizm
[:GL,(K) — K*. Niech f(A) = det(A) dla A € GL,(K). Z algebry liniowej wy-
nika, ze f jest odwzorowaniem w zbior K*. Natomiast z twierdzenia Cauchy’ego wynika,
ze f jest homomorfizmem grup. Dla dowolnego a € K* niech X, oznacza macierz kwa-

dratowa stopnia n, ktora jest diagonalna i na gléwnej przekatnej ma elementy a, 1,..., 1.
Wtedy det(X,) =a-1-...-1=a, wiec a = f(X,). Zatem funkcja f jest "na” i f jest
epimorfizmem.

Zauwazmy jeszcze, ze Ker(f) = SL,(K). Zatem z twierdzenia o izomorfizmie mamy,

ze GL,(K)/SL,(K) = K*.
Zagadka 1. Udowodnij, ze grupy D, i (g nie sa izomorficzne.
Zagadka 2. Udowodnij, ze UT5(Zs) = D,.

Zagadka 3. Udowodnij, ze zbiér Aut(G) wszystkich automorfizméw grupy G tworzy



grupe ze wzgledu na skladanie przeksztalcen. Uzasadnij tez, ze zbiér Inn(G) wszystkich
automorfizméw wewnetrznych grupy G jest podgrupa grupy Aut(G).

Zagadka 4. Udowodnij, ze grupa D, zanurza sie w grupe Sy.

Zagadka 5. Niech a i b beda réznymi elementami rzedu 2 w grupie G, przy czym
a-b="b-a. Uzasadnij, ze istnieje doktadnie jeden homomorfizm grup f: Qs — G taki, ze
f(i) = a, f(k) = b1ipodaj obrazy pozostatych elementéw grupy Qs.

Zagadka 6. Niech X bedzie niepustym zbiorem generatoréw grupy G i niech f, g
beda homomorfizmami okreslonymi na grupie G w grupe A takimi, ze f(z) = g(z) dla
kazdego x € X. Udowodnij, ze wéwczas f = g.

Zagadka 7. Wyznacz wszystkie homomorfizmy grupy Q" w grupe Q*.



