
Wyk lad 7

Grupy permutacji

1 Znak permutacji

Niech n b ↪edzie ustalon ↪a liczb ↪a naturaln ↪a i Xn={1, 2, . . . , n}. Każd ↪a permutacj ↪e f ∈ Sn
można zapisać w postaci dwuwierszowej tablicy

f =

(
1 2 . . . i . . . n

f(1) f(2) . . . f(i) . . . f(n)

)
, (1)

w której w pierwszym wierszu umieszczone s ↪a wszystkie elementy zbioruXn (najcz ↪eściej w

porz ↪adku rosn ↪acym), zaś w drugim wierszu umieszczone s ↪a kolejne obrazy tych elementów

przy odwzorowaniu f . Niech

Xf = {x ∈ Xn : f(x) 6= x}. (2)

Wtedy dla x ∈ Xf jest x 6= f(x), sk ↪ad f(x) 6= f(f(x)), wi ↪ec f(x) ∈ Xf . St ↪ad f(Xf ) ⊆
Xf , a ponieważ f jest różnowartościowe i zbiór Xf jest skończony, wi ↪ec f(Xf ) = Xf .

Z tego powodu w zapisie permutacji f pomijamy zazwyczaj punkty sta le f , tzn. takie

i, że f(i) = i. Np. zamiast

(
1 2 3

1 3 2

)
można pisać

(
2 3

3 2

)
. Przy tej notacji dla

permutacji f mamy wzór:

f−1 =

(
f(1) f(2) . . . f(n)

1 2 . . . n

)
. (3)

Ponadto

e =

(
1 2 . . . i . . . n

1 2 . . . i . . . n

)
. (4)

Przyk lad 7.1. Notacja dwuwierszowa umożliwia szybkie sk ladanie permutacji

(przypominamy, że to sk ladanie odbywa si ↪e od strony prawej do lewej!). Np. dla

f =

(
1 2 3 4 5

2 1 4 5 3

)
oraz g =

(
1 2 3 4 5

3 4 5 1 2

)
mamy:

f ◦ g =

(
1 2 3 4 5

2 1 4 5 3

)
◦
(

1 2 3 4 5

3 4 5 1 2

)
=

(
1 2 3 4 5

4 5 3 2 1

)
=

(
1 2 4 5

4 5 2 1

)
oraz g−1 =

(
3 4 5 1 2

1 2 3 4 5

)
=

(
1 2 3 4 5

4 5 1 2 3

)
.

Definicja 7.2. Inwersj ↪a permutacji f ∈ Sn nazywamy taki podzbiór dwuelementowy

{i, j} zbioru Xn, że i < j oraz f(i) > f(j). Zbiór wszystkich inwersji permutacji f ∈ Sn
oznaczamy przez If .
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Przyk lad 7.3. Ie = ∅, wi ↪ec |Ie| = 0, czyli permutacja tożsamościowa nie posiada

inwersji. Dla permutacji f z Przyk ladu 7.1 mamy, If = {{1, 2}, {3, 5}, {4, 5}}, czyli

|If | = 3.

Przyk lad 7.4. Niech i, j ∈ Xn, i < j. Oznaczmy przez (i, j) permutacj ↪e zbioru Xn,

która zamienia miejscami elementy i, j oraz nie zmienia pozosta lych elementów zbioru

Xn (takie permutacje nazywamy transpozycjami). Zatem

(i, j) =

(
1 2 . . . i− 1 i i+ 1 . . . j − 1 j j + 1 . . . n

1 2 . . . i− 1 j i+ 1 . . . j − 1 i j + 1 . . . n

)
. (5)

St ↪ad I(i,j) = {{i, i+ 1}, {i, i+ 2}, {i, i+ 3}, . . . , {i, j − 1}, {i, j}︸ ︷︷ ︸
j−i

,

{i+ 1, j}, {i+ 2, j}, {i+ 3, j}, . . . , {j − 1, j}︸ ︷︷ ︸
(j−1)−i

}.

Zatem |I(i,j)| = (j−i)+(j−1)−i = 2(j−i)−1. Uzyskalísmy wi ↪ec, że każda transpozycja

posiada nieparzyst ↪a liczb ↪e wszystkich inwersji.

Definicja 7.5. Znakiem permutacji f ∈ Sn nazywamy liczb ↪e sgn(f) określon ↪a wzorem:

sgn(f) = (−1)|If |. (6)

Powiemy, że permutacja f ∈ Sn jest parzysta, jeśli sgn(f) = 1 oraz, że f jest nieparzysta,

jeśli sgn(f) = −1. Zbiór wszystkich permutacji parzystych f ∈ Sn b ↪edziemy oznaczali

przez An.

Przyk lad 7.6. Na mocy Przyk ladu 7.4, dowolna transpozycja jest permutacj ↪a

nieparzyst ↪a. Ponieważ sgn(e) = (−1)0 = 1, wi ↪ec permutacja tożsamościowa jest per-

mutacj ↪a parzyst ↪a.

Twierdzenie 7.7. Dla dowolnych permutacji f1, f2, . . . , fk ∈ Sn zachodzi wzór:

sgn(f1 ◦ f2 ◦ . . . ◦ fk) = sgn(f1) · sgn(f2) · . . . · sgn(fk). (7)

W szczególności sgn(f−1) = sgn(f) dla dowolnego f ∈ Sn.

Dowód. Niech f, g ∈ Sn. Oznaczmy przez Pn rodzin ↪e wszystkich podzbiorów dwu-

elementowych zbioru Xn. Niech h ∈ Sn. Weźmy dowolne A ∈ Pn. Wtedy A = {i, j}
dla pewnych i, j ∈ Xn, i 6= j. Oznaczmy sgnh(A) = sgn

(
h(i)−h(j)

i−j

)
. Określenie to jest

poprawne, bo

h(j)−h(i)
j−i = −(h(i)−h(j))

−(i−j) = h(i)−h(j)
i−j .

Ponadto A ∈ Ih ⇔ sgnh(A) = −1. Wynika st ↪ad wzór:

sgn(h) =
∏
A∈Pn

sgnh(A). (8)
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 Latwo zauważyć, że dowolna permutacja g ∈ Sn wyznacza bijekcj ↪e G:Pn → Pn przy

pomocy wzoru G(A) = {g(i), g(j)} dla A = {i, j}. Wynika st ↪ad, że dla dowolnych

f, g ∈ Sn zachodzi wzór:

sgn(f) =
∏
A∈Pn

sgnf (G(A)). (9)

Ponadto dla A ∈ Pn mamy

sgnf (G(A)) · sgng(A) = sgnf◦g(A). (10)

Rzeczywíscie, A = {i, j} dla pewnych i, j ∈ Xn, i 6= j oraz

sgnf (G(A)) = sgnf ({g(i), g(j)}) = sgn

(
f(g(i))− f(g(j))

g(i)− g(j)

)
oraz

sgng(A) = sgn

(
g(i)− g(j)

i− j

)
.

Ale sgn(x) · sgn(y) = sgn(x · y) dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y, wi ↪ec

sgnf (G(A)) · sgng(A) = sgn

(
f(g(i))− f(g(j))

g(i)− g(j)
· g(i)− g(j)

i− j

)
=

= sgn

(
(f ◦ g)(i)− (f ◦ g)(j)

i− j

)
= sgnf◦g(A).

Zatem na mocy (8), (9) i (10) mamy

sgn(f ◦ g) =
∏
A∈Pn

sgnf◦g(A) =
∏
A∈Pn

[sgnf (G(A)) · sgng(A)] =

=
∏
A∈Pn

sgnf (G(A)) ·
∏
A∈Pn

sgng(A) =
∏
A∈Pn

sgnf (A) ·
∏
A∈Pn

sgng(A) =

= sgn(f) · sgn(g).

W szczególności, 1 = sgn(e) = sgn(f ◦ f−1) = sgn(f) · sgn(f−1), czyli sgn(f−1) =

sgn(f).

Jeśli dla pewnego k ≥ 2 i dla dowolnych f1, f2, . . . , fk ∈ Sn, sgn(f1 ◦ f2 ◦ . . . ◦ fk) =

sgn(f1)·sgn(f2)·. . .·sgn(fk) oraz g1, . . . , gk, gk+1 ∈ Sn, to na mocy pierwszej cz ↪eści dowodu

i tego, że g1 ◦ . . . ◦ gk ◦ gk+1 = (g1 ◦ . . . ◦ gk) ◦ gk+1 otrzymamy, że sgn(g1 ◦ . . . ◦ gk ◦ gk+1) =

sgn(g1 ◦ . . .◦gk) · sgn(gk+1) = sgn(g1) · . . . · sgn(gk) · sgn(gk+1). Kończy to dowód naszego

twierdzenia. �

Wniosek 7.8. Dla n > 2 An jest podgrup ↪a normaln ↪a indeksu 2 grupy Sn.

Dowód. Ponieważ sgn(e) = 1, wi ↪ec e ∈ An. Niech f, g ∈ An. Wtedy sgn(f) =

sgn(g) = 1, sk ↪ad z Twierdzenia 7.7, sgn(g−1) = 1 oraz sgn(f ◦g−1) = sgn(f)·sgn(g−1) =
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1·1 = 1, czyli f ◦g−1 ∈ An. Zatem An jest podgrup ↪a grupy Sn. Dalej, n > 2, wi ↪ec (1, 2) ∈
Sn oraz z Przyk ladu 7.4, sgn((1, 2)) = −1, wi ↪ec (1, 2) 6∈ An. Weźmy dowolne g ∈ Sn. Jeśli

g 6∈ An, to sgn(g) = −1, sk ↪ad na mocy Twierdzenia 7.7 sgn((1, 2) ◦ g) = (−1) · (−1) = 1,

czyli f = (1, 2) ◦ g ∈ An. Ale (1, 2) ◦ (1, 2) = e, wi ↪ec g = (1, 2) ◦ f ∈ (1, 2)An. Oznacza

to, że Sn = An ∪ (1, 2)An, wi ↪ec ostatecznie (Sn : An) = 2. Zatem ze Stwierdzenia 4.14,

An C Sn. �

2 Permutacje roz l ↪aczne

Stwierdzenie 7.9. Dla dowolnych permutacji f, g ∈ Sn równoważne s ↪a warunki:

(i) Xf ∩Xg = ∅,
(ii) dla każdego x ∈ {1, 2, . . . , n}: f(x) = x lub g(x) = x.

Dowód. (i)⇒ (ii). Za lóżmy, że istnieje x ∈ {1, 2, . . . , n} taki, że f(x) 6= x i g(x) 6= x.

Wtedy x ∈ Xf i x ∈ Xg, wi ↪ec x ∈ Xf ∩ Xg, co przeczy temu, że Xf ∩ Xg = ∅. Wobec

tego dla każdego x ∈ {1, 2, . . . , n}: f(x) = x lub g(x) = x.

(ii)⇒ (i). Za lóżmy, że Xf ∩Xg 6= ∅. Zatem istnieje x ∈ {1, 2, . . . , n} takie, że x ∈ Xf

i x ∈ Xg, czyli f(x) 6= x i g(x) 6= x. Zatem mamy sprzeczność. �

Definicja 7.10. Permutacje f, g ∈ Sn nazywamy roz l ↪acznymi, jeżeli Xf ∩Xg = ∅.

Stwierdzenie 7.11. Niech f, f1, . . . , fk ∈ Sn b ↪ed ↪a takie, że permutacje f i fj s ↪a

roz l ↪aczne dla każdego j = 1, . . . , k. Wówczas permutacje f i f1 ◦ f2 ◦ . . . ◦ fk też s ↪a

roz l ↪aczne.

Dowód. Zastosujemy indukcj ↪e wzgl ↪edem k. Dla k = 1 teza jest oczywista. Niech

k ∈ N, k > 1, b ↪edzie takie, że teza zachodzi dla liczby k− 1. Za lóżmy, że permutacje f i

fj s ↪a roz l ↪aczne dla każdego j = 1, . . . , k. Wtedy z za lożenia indukcyjnego permutacje f

i g = f1 ◦ . . . ◦ fk−1 s ↪a roz l ↪aczne. Weźmy dowolne x ∈ {1, 2, . . . , n} takie, że f(x) 6= x.

Wówczas ze Stwierdzenia 7.9, g(x) = x oraz fk(x) = x. Ale f1 ◦ . . . ◦ fk = g ◦ fk, wi ↪ec

(f1 ◦ . . . ◦ fk)(x) = g(fk(x)) = g(x) = x. Zatem permutacje f i f1 ◦ . . . ◦ fk s ↪a roz l ↪aczne.

�

Stwierdzenie 7.12. Jeżeli permutacje f, g ∈ Sn s ↪a roz l ↪aczne, to dla dowolnych liczb

naturalnych k, l permutacje fk i gl też s ↪a roz l ↪aczne.

Dowód. Na mocy Stwierdzenia 7.11 permutacje f i gl s ↪a roz l ↪aczne. Wobec tego znowu

na mocy Stwierdzenia 7.11 permutacje gl i fk s ↪a roz l ↪aczne. �

Stwierdzenie 7.13. Jeżeli permutacje f, g ∈ Sn s ↪a roz l ↪aczne, to

(i) f ◦ g = g ◦ f ,

(ii) jeżeli f ◦ g = e, to f = g = e,

(iii) o(f ◦ g) = [o(f), o(g)].
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Dowód. (i) Dla x ∈ Xn \ (Xf ∪Xg) jest f(x) = g(x) = x, wi ↪ec (f ◦ g)(x) = f(g(x)) =

f(x) = x = g(x) = g(f(x)) = (g ◦ f)(x). Ponadto dla x ∈ Xf jest f(x) ∈ Xf , wi ↪ec

f(x) 6∈ Xg oraz g(f(x)) = f(x) i f(g(x)) = f(x), bo g(x) = x, gdyż x 6∈ Xg. Zatem dla

x ∈ Xf mamy, że (f ◦ g)(x) = (g ◦f)(x). Podobnie pokazujemy, że (f ◦ g)(x) = (g ◦f)(x)

dla x ∈ Xg. St ↪ad ostatecznie f ◦ g = g ◦ f .

(ii) Za lóżmy, że g 6= e. Wtedy istnieje x ∈ Xn takie, że g(x) 6= x, sk ↪ad x ∈ Xg, wi ↪ec

g(x) ∈ Xg, czyli g(x) 6∈ Xf i f(g(x)) = g(x). Ale x = e(x) = (f ◦ g)(x) = f(g(x)) = g(x)

i mamy sprzeczność. St ↪ad g = e i w konsekwencji f = e.

(iii) Oznaczmy k = o(f), l = o(g), m = [k, l], s = o(f ◦g). Wtedy e = (f ◦g)s = f s ◦gs
na mocy (i), wi ↪ec z (ii) i ze Stwierdzenia 7.12, f s = e i gs = e. Zatem k | s i l | s, sk ↪ad

m | s. Ale na mocy (i) (f ◦ g)m = fm ◦ gm = e◦ e = e, bo k | m i l | m, wi ↪ec s | m. Zatem

m | s i s | m, sk ↪ad s = m. �

Stwierdzenie 7.14. Jeśli permutacje f1, f2, . . . , fk ∈ Sn (k ≥ 2) s ↪a parami roz l ↪aczne

(tzn. dla dowolnych różnych liczb i, j ∈ {1, 2, . . . , n} permutacje fi i fj s ↪a roz l ↪aczne), to

zachodzi wzór:

o(f1 ◦ f2 ◦ . . . ◦ fk) = [o(f1), o(f2), . . . , o(fk)].

Dowód. Zastosujemy indukcj ↪e wzgl ↪edem naturalnego k ≥ 2. Dla k = 2 teza wynika

ze Stwierdzenia 7.13. Niech teraz k > 2 b ↪edzie tak ↪a liczb ↪a naturaln ↪a, że teza zachodzi

do liczby k − 1. Niech permutacje f1, f2, . . . , fk ∈ Sn b ↪ed ↪a parami roz l ↪aczne. Wtedy z

za lożenia indukcyjnego dla permutacji g = f2 ◦ . . .◦fk mamy, że o(g) = [o(f2), . . . , o(fk)].

Dalej, ze Stwierdzenia 7.11 permutacje f1 i g s ↪a roz l ↪aczne oraz f1 ◦ f2 ◦ . . . ◦ fk = f1 ◦ g,

wi ↪ec ze Stwierdzenia 7.13, o(f1 ◦ f2 ◦ . . . ◦ fk) = [o(f1), o(g)]. Zatem o(f1 ◦ f2 ◦ . . . ◦ fk) =

[o(f1), [o(f2), . . . , o(fk)]]. Ale z elementarnej teorii liczb wiemy, że dla dowolnych liczb

naturalnych a1, a2, . . . , ak (k > 2) zachodzi wzór: [a1, [a2, . . . , ak]] = [a1, a2, . . . , ak], wi ↪ec

o(f1 ◦ f2 ◦ . . . ◦ fk) = [o(f1), o(f2), . . . , o(fk)]. �

3 Rozk lad permutacji na cykle

Niech A b ↪edzie niepustym zbiorem oraz niech b0, b1, . . . , br−1 (r > 2) b ↪ed ↪a różnymi ele-

mentami zbioru A. Wówczas permutacj ↪e postaci(
b0 b1 . . . br−2 br−1
b1 b2 . . . br−1 b0

)
(11)

nazywamy cyklem, a liczb ↪e r — jego d lugości ↪a. Cykl (11) zapisujemy prościej jako

(b0, b1, . . . , br−1). Zatem transpozycje s ↪a to dok ladnie cykle d lugości 2. Z określenia

cyklu mamy od razu wzór:

(b0, b1, . . . , br−1)(bi) = bi⊕r1 (12)
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dla każdego i = 0, 1, . . . , r − 1.

Ze wzoru (12) natomiast przez prost ↪a indukcj ↪e uzyskujemy, że

(b0, b1, . . . , br−1)
k(bi) = bi⊕rk (13)

dla k, i = 0, 1, . . . , r − 1.

Ze wzoru (13) mamy w szczególności, że (b0, b1, . . . , br−1)
k(b0) =

= bk 6= b0 dla naturalnych k < r, wi ↪ec (b0, b1, . . . , br−1)
k 6= e dla naturalnych k < r.

Ponadto ze wzoru (13) wynika, że (b0, b1, . . . , br−1)
r = e. W ten sposób udowodnilísmy

nast ↪epuj ↪ace

Stwierdzenie 7.15. Rz ↪ad dowolnego cyklu d lugości r jest równy r. �

Teraz udowodnimy, że każdy cykl d lugości r jest z lożeniem r − 1 transpozycji.

Stwierdzenie 7.16. Dla dowolnych różnych elementów a1, a2, . . . , ar ∈ A (r ≥ 2)

zachodzi wzór:

(a1, a2, . . . , ar) = (a1, ar) ◦ (a1, ar−1) ◦ . . . ◦ (a1, a2). (14)

Dowód. Indukcja wzgldem r > 2. Dla r = 2 teza jest oczywista. Jeżeli zaś teza

zachodzi dla pewnego naturalnego r ≥ 2 i a1, a2, . . . , ar, ar+1 s ↪a różnymi elementami

zbioru A, to z za lożenia indukcyjnego

(a1, a3, . . . , ar, ar+1) = (a1, ar+1) ◦ (a1, ar) ◦ . . . ◦ (a1, a3),

wi ↪ec

(a1, ar+1) ◦ (a1, ar) ◦ . . . ◦ (a1, a3) ◦ (a1, a2)=(a1, a3, . . . , ar, ar+1) ◦ (a1, a2)=

=

(
a1 a2 a3 . . . ar ar+1

a2 a3 a4 . . . ar+1 a1

)
= (a1, a2, . . . , ar, ar+1). �

Wniosek 7.17. Cykl jest permutacj ↪a parzyst ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy jego d lugość

jest liczb ↪a nieparzyst ↪a.

Dowód. Niech f = (a1, a2, . . . , ar) b ↪edzie cyklem d lugości r. Wtedy ze Stwierdzenia

7.16 mamy, że f jest z lożeniem r−1 transpozycji. Zatem z Twierdzenia 7.7 i z Przyk ladu

7.6 mamy, że sgn(f) = (−1)r−1, sk ↪ad mamy tez ↪e. �

Stwierdzenie 7.18. Dla dowolnych różnych elementów a0, a1, . . . ,ar−1 zbioru A i dla

dowolnej permutacji f ∈ S(A) zachodzi wzór:

f ◦ (a0, a1, . . . , ar−1) ◦ f−1 = (f(a0), f(a1), . . . , f(ar−1)). (15)
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Dowód. Oznaczmy L = f ◦ (a0, a1, . . . , ar−1) ◦ f−1 i P = (f(a0), f(a1), . . . , f(ar−1)).

Należy wykazać, że L = P . Ponieważ f ∈ S(A), wi ↪ec wystarczy udowodnić, że L(f(a)) =

P (f(a)) dla każdego a ∈ A. Jeśli a ∈ A \ {a0, a1, . . . , ar−1}, to L((f(a)) = [f ◦
(a0, a1, . . . , ar−1)](a) = f(a) oraz f(a) 6∈ {f(a0), f(a1), . . . , f(ar−1)}, wi ↪ec P (f(a)) =

f(a).

Ponadto dla i = 0, 1, . . . , r − 1 mamy L(f(ai)) = [f ◦ (a0, a1, . . . , ar−1)](ai) = f(ai⊕r1)

oraz P (f(ai)) = f(ai⊕r1). �

Twierdzenie 7.19. Każda permutacja 6= e zbioru skończonego A jest z lożeniem pa-

rami roz l ↪acznych cykli. Przedstawienie permutacji w postaci z lożenia parami roz l ↪acznych

cykli jest jednoznaczne z dok ladności ↪a do kolejności czynników.

Dowód. Zastosujemy indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na liczb ↪e n elementów zbioru A. Dla

n = 1 i n = 2 teza jest oczywista. Za lóżmy, że teza zachodzi dla permutacji zbiorów o

liczbie elementów mniejszej niż n. Niech f 6= e b ↪edzie permutacj ↪a zbioru n-elementowego

A. Istnieje wtedy a ∈ A takie, że f(a) 6= a. Rozpatrzmy ci ↪ag a1 = a, a2 = f(a1),

a3 = f(a2), . . . Ponieważ zbiór A jest skończony, wi ↪ec wyrazy tego ci ↪agu nie mog ↪a być

wszystkie różne. Niech ak+1 b ↪edzie najwcześniejszym jego wyrazem równym jednemu z

wyrazów poprzednich, tzn. niech ak+1 = as dla pewnego s < k + 1. Jeżeli s > 1, to

f(ak) = ak+1 = as = f(as−1), sk ↪ad ak = as−1, co przeczy minimalności k+1. Zatem s = 1

i wobec tego elementy a1, a2 = f(a1), . . . , ak = f(ak−1) s ↪a różne oraz f(ak) = ak+1 = a1.

W zapisie permutacji f przestawmy kolumny tak, aby w pierwszym wierszu na pocz ↪atku

wyst ↪epowa ly elementy a1, a2, . . . , ak. Wtedy

f =

(
a1 a2 . . . ak−1 ak a′1 . . . a′n−k
a2 a3 . . . ak a1 f(a′1) . . . f(a′n−k)

)
=

= (a1, a2, . . . , ak) ◦
(

a′1 . . . a′n−k
f(a′1) . . . f(a′n−k)

)
.

Zatem f jest z lożeniem cyklu (a1, . . . , ak) oraz permutacji g =

(
a′1 . . . a′n−k

f(a′1) . . . f(a′n−k)

)
zbioru A′ = {a′1, . . . , a′n−k}. Na mocy za lożenia indukcyjnego g = e lub g jest z lożeniem

skończonej liczby cykli roz l ↪acznych, z których każdy jest roz l ↪aczny z cyklem (a1, . . . , ak),

sk ↪ad f jest iloczynem parami roz l ↪acznych cykli.

Dla dowodu drugiej cz ↪eści twierdzenia przypuśćmy, że permutacja f 6= e ma dwa

istotnie różne przedstawienia w postaci z lożenia (iloczynu) cykli roz l ↪acznych:

f = (a1, . . . , ak) ◦ . . . = (b1, b2, . . . , bs) ◦ . . .

Niech np. cykl (b1, b2, . . . , bs) b ↪edzie różny od każdego z cykli wyst ↪epuj ↪acych w pierwszym

przedstawieniu permutacji f . Ponieważ b1 ∈ A, wi ↪ec element b1 należy do pewnego cyklu

wyst ↪epuj ↪acego w pierwszym przedstawieniu permutacji f . Ale sk ladanie cykli roz l ↪acznych

jest przemienne, wi ↪ec można zak ladać, że b1 = ai dla pewnego i = 1, 2, . . . , k. Ponadto
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(a1, . . . , ai, ai+1, . . . , ak) = (ai, ai+1, . . . , ak, a1, . . . , ai−1),

wi ↪ec można zak ladać, że b1 = a1. Wtedy b2 = f(b1) = f(a1) = a2, b3 =

= f(b2) = f(a2) = a3, itd. Wynika st ↪ad, że s = k oraz (b1, b2, . . . , bs) =

= (a1, a2, . . . , ak). Uzyskana sprzeczność kończy dowód naszego twierdzenia. �

Z Twierdzenia 7.7, ze Stwierdzenia 7.14 oraz z dowodu Wniosku 7.17 wynika od razu

nastpuj ↪ace

Twierdzenie 7.20. Jeżeli permutacja f jest z lożeniem s cykli parami roz l ↪acznych o

d lugościach r1, r2, . . . , rs, to

(i) o(f) = [r1, r2, . . . , rs];

(ii) sgn(f) = (−1)r1+r2+...+rs−s. �

Z Twierdzenia 7.19, ze Stwierdzenia 7.16 oraz z tego, że e = (1, 2) ◦ (1, 2) wynika od

razu nast ↪epuj ↪ace

Twierdzenie 7.21. Każda permutacja f ∈ Sn dla n > 2 jest z lożeniem skończonej

liczby transpozycji. �

Z Twierdzenia 7.7 i z Przyk ladu 7.6 mamy też nast ↪epuj ↪ace

Twierdzenie 7.22. Permutacja f ∈ Sn dla n > 2 jest permutacj ↪a parzyst ↪a wtedy i

tylko wtedy, gdy f jest z lożeniem parzystej liczby transpozycji. �

Stwierdzenie 7.23. Jeżeli x, y, z, t s ↪a różnymi elementami zbioru A, to w grupie

permutacji S(A) zachodzi wzór:

[(x, y, z), (x, y, t)] = (x, y) ◦ (z, t). (16)

Dowód. Mamy

[(x, y, z), (x, y, t)] = (x, y, z)−1 ◦ (x, y, t)−1 ◦ (x, y, z) ◦ (x, y, t) =

= (x, z, y) ◦ (t, y, x) ◦ (x, y, z) ◦ (x, y, t) =

=

(
x y z t

y x t z

)
= (x, y) ◦ (z, t). �

Przyk lad 7.24. Niech w grupie S4:

V = {e, (1, 2) ◦ (3, 4), (1, 3) ◦ (2, 4), (1, 4) ◦ (2, 3)}. (17)

Oznaczmy: a = (1, 2)◦(3, 4), b = (1, 3)◦(2, 4), c = (1, 4)◦(2, 3). Wtedy a2 = b2 = c2 = e.

Ponadto a ◦ b =

(
1 2 3 4

4 3 2 1

)
= (1, 4) ◦ (2, 3) = c, b ◦ a =

(
1 2 3 4

4 3 2 1

)
= c,
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wi ↪ec V jest podgrup ↪a rz ↪edu 4 grupy S4 (izomorficzn ↪a z grup ↪a czwórkow ↪a Kleina). Dla

f ∈ S4 na mocy Stwierdzenia 7.18 mamy, że f ◦ a ◦ f−1 = f ◦ (1, 2) ◦ (3, 4) ◦ f−1 =

= [f ◦ (1, 2) ◦ f−1] ◦ [f ◦ (3, 4) ◦ f−1] = (f(1), f(2)) ◦ (f(3), f(4)) ∈ V i podobnie f ◦ b ◦
f−1, f ◦ c ◦ f−1 ∈ V . St ↪ad V C S4. Ale V ⊆ A4, wi ↪ec V C A4. Dalej, |A4| = 4!

2
= 12 i

|A4/V | = |A4|
|V | = 12

4
= 3, wi ↪ec grupa A4/V jest abelowa, sk ↪ad z Twierdzenia 5.5, A′4 ⊆ V .

Ponadto e = [e, e], wi ↪ec ze Stwierdzenia 7.23 każdy element grupy V jest komutatorem

dwóch cykli d lugości 3, które na mocy Wniosku 7.17 s ↪a permutacjami parzystymi, wi ↪ec

V ⊆ A′4 i ostatecznie V = A′4. Z Przyk ladu 5.6 mamy zatem st ↪ad, że w grupie A4 nie

istnieje podgrupa rz ↪edu 6, chociaż 6 dzieli rz ↪ad grupy A4. �

Twierdzenie 7.25. Jeżeli A jest zbiorem o co najmniej trzech elementach, to

Z(S(A)) = {e}.
Dowód. Za lóżmy, że tak nie jest. Wtedy istnieje zbiór A o co najmniej trzech ele-

mentach i istnieje f ∈ Z(S(A)) takie, że f 6= e. Zatem istnieje a ∈ A takie, że f(a) 6= a.

Oznaczmy b = f(a). Wtedy a i b s ↪a różnymi elementami zbioru A i zbiór A posiada co

najmniej trzy elementy, wi ↪ec istnieje c ∈ A \ {a, b}. Dalej, f ∈ Z(S(A)), wi ↪ec na mocy

Stwierdzenia 7.18 (b, f(c)) = f ◦ (a, c) ◦ f−1 = (a, c), sk ↪ad {b, f(c)} = {a, c}. Ale c 6= b,

wi ↪ec c = f(c) oraz a 6= b, wi ↪ec a = f(c), czyli a = c i mamy sprzeczność. Oznacza to, że

Z(S(A)) = {e}. �

Twierdzenie 7.26. Niech m,α1, α2, . . . , αs ∈ N i niech p1, p2, . . . , ps b ↪ed ↪a różnymi

liczbami pierwszymi. Wówczas równoważne s ↪a warunki:

(i) w grupie Sm istnieje element rz ↪edu pα1
1 · pα2

2 · . . . · pαs
s ;

(ii) pα1
1 + pα2

2 + . . .+ pαs
s ≤ m.

Dowód. (i) ⇒ (ii). Niech f ∈ Sm b ↪edzie elementem rz ↪edu n = pα1
1 · pα2

2 · . . . · pαs
s .

Ponieważ p1, . . . , ps ≥ 2 oraz α1, . . . , αs ∈ N, wi ↪ec n > 1, sk ↪ad f 6= e. Zatem f jest

iloczynem parami roz l ↪acznych cykli o d lugościach k1, k2, . . . , kr, gdzie k1+k2+. . .+kr ≤ m

oraz [k1, k2, . . . , kr] = n. Bez zmniejszania ogólności rozważań możemy zak ladać, że

istnieje liczba naturalna l ≤ r oraz istniej ↪a liczby naturalne t1 < t2 < . . . < tl = s

takie, że pα1
1 · . . . · p

αt1
t1 |k1, p

αt1+1

t1+1 · . . . · p
αt2
t2 |k2, . . . , p

αtl−1+1

tl−1+1 · . . . · pαs
s |kl. St ↪ad wobec l ≤ r i

k1 + k2 + . . .+ kr ≤ m otrzymujemy, że

pα1
1 · . . . · p

αt1
t1 + p

αt1+1

t1+1 · . . . · p
αt2
t2 + . . .+ p

αtl−1+1

tl−1+1 · . . . · pαs
s ≤ m. (18)

Nasza implikacja b ↪edzie wi ↪ec udowodniona, jeśli pokażemy, że x1 · . . . · xk ≥ x1 + . . .+ xk
dla dowolnych liczb naturalnych x1, . . . , xk ≥ 2. Dla k = 1 ta nierówność jest oczywista,

a dla k = 2 wynika ona z tożsamości x1 · x2 − (x1 + x2) = (x1 − 1) · (x2 − 1) − 1. Przy

za lożeniu, że ta nierówność zachodzi dla pewnej liczby naturalnej k weźmy dowolne liczby

naturalne x1, . . . , xk, xk+1 ≥ 2. Wtedy z kroku dla k = 2 oraz z za lożenia indukcyjnego

mamy, że (x1 · . . . ·xk) ·xk+1 ≥ x1 ·x2 · . . . ·xk+xk+1 ≥ x1+x2+ . . .+xk+xk+1. Wobec tego

na mocy zasady indukcji mamy udowodnion ↪a nasz ↪a nierówność dla dowolnego k ∈ N.
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(ii)⇒ (i). Z za lożenia wynika, że cykle σ1 = (1, 2, . . . , pα1
1 ), σ2 = (pα1

1 +1, . . . , pα2
2 ), . . . ,

σs = (p
αs−1

s−1 + 1, . . . , pαs
s ), s ↪a parami roz l ↪aczne, należ ↪a do Sm i ich d lugościami s ↪a od-

powiednio pα1
1 , p

α2
2 , . . . , p

αs
s . Zatem rz ↪ad permutacji f b ↪ed ↪acej z lożeniem tych cykli jest

równy [pα1
1 , p

α2
2 , . . . , p

αs
s ] = pα1

1 · pα2
2 · . . . · pαs

s . �

Twierdzenie 7.27. Niech f, σ ∈ Sm, gdzie σ = (a0, a1, . . . , ak−1). Wówczas f ◦ σ =

= σ ◦ f wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje i ∈ Zk takie, że f(aj) = aj⊕ki dla każdego

j = 0, 1, . . . , k−1. W szczególności w grupie Sm istnieje dok ladnie k · (m−k)! permutacji

przemiennych z cyklem d lugości k.

Dowód. Weźmy dowolne f ∈ Sm. Wtedy f ◦ σ = σ ◦ f ⇔ f ◦ σ ◦ f−1 = σ. Ale ze

Stwierdzenia 7.18 mamy f ◦ σ ◦ f−1 = (f(a0), f(a1), . . . , f(ak−1)), wi ↪ec

f ◦ σ = σ ◦ f ⇔ (a0, a1, . . . , ak−1) = (f(a0), f(a1), . . . , f(ak−1)). (19)

Jeśli f spe lnia (19), to {a0, a1, . . . , ak−1} = {f(a0), f(a1), . . . , f(ak−1)}, sk ↪ad

f(x) ∈ {a0, a1, . . . , ak−1} dla każdego x ∈ {a0, a1, . . . , ak−1} (20)

oraz

f(x) ∈ {1, 2, . . . ,m}\{a0, a1, . . . , ak−1} dla każdego x ∈ {1, 2, . . . ,m}\{a0, a1, . . . , ak−1}.
(21)

Wobec tego dla A = {a0, a1, . . . , ak−1} mamy, że f |A jest permutacj ↪a zbioru A i

f |({1, 2, . . . , n} \ A) jest permutacj ↪a zbioru {1, 2, . . . , n} \ A. Ponadto istnieje i ∈ Zk
takie, że f(a0) = ai, co wobec wzoru (19) daje, że f(a1) = σ(ai) = ai⊕k1. Jeśli dla pew-

nego j ∈ Zk, j < k − 1 jest f(aj) = ai⊕kj, to f(aj+1) = σ(ai⊕kj) = ai⊕k⊕k1 = ai⊕k(j+1).

Wobec tego przez indukcj ↪e mamy st ↪ad, że f(aj) = aj⊕ki dla każdego j = 0, 1, . . . , k − 1.

Na odwrót, jeśli dla pewnego i ∈ Zk jest f(aj) = aj⊕ki dla każdego j = 0, 1, . . . , k− 1, to

(f(a0), f(a1), . . . , f(ak−1)) = (ai, ai⊕k1, . . . , ai⊕k(k−1)) = (a0, a1, . . . , ak−1). Wobec tego na

mocy (20) i (21) istnieje dok ladnie k · (m− k)! permutacji przemiennych z cyklem σ. �

Zagadka 1. Wyznacz wszystkie permutacje f ∈ S5 przemienne z cyklem σ = (5, 4, 3).

Zagadka 2. Wyznacz wszystkie permutacje f ∈ S8 przemienne z permutacj ↪a g =

(1, 3) ◦ (5, 4, 8).

Zagadka 3. Dla jakich m ∈ N w grupie Sm istnieje element rz ↪edu 2160?

Zagadka 4. W grupie S8 wyznacz permutacj ↪e π tak ↪a, że (1, 8, 4, 3)◦(2, 5, 3)◦(3, 1, 4)◦
(1, 5)◦π◦(1, 8, 4, 3)◦(2, 5, 3)−1 = (1, 2, 3, 4, 5)◦(2, 3, 4, 5, 6)−1. Wypisz wszystkie inwersje

permutacji π, oblicz jej znak i jej rz ↪ad w grupie S8.

Zagadka 5. Udowodnij, że każda permutacja nieparzysta f ∈ Sm ma rz ↪ad parzysty.
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Zagadka 6. Dla jakich liczb naturalnych n w grupie S12 istnieje element rz ↪edu n?

Zagadka 7. W grupie S11 znajdź dwie permutacje nieparzyste f i g rz ↪edu 30, które

maj ↪a różne liczby punktów sta lych.
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