Wyklad 7
Grupy permutac

1
1 Znak permutacji

Niech n bedzie ustalona liczba naturalna i X,,={1,2,...,n}. Kazda permutacje f € S,
mozna zapisa¢ w postaci dwuwierszowej tablicy

1 2 ... 1 ... n
= ( | ) 0
fO) f@) o fG@) - fn)
w ktdrej w pierwszym wierszu umieszczone sa wszystkie elementy zbioru X, (najczesciej w

porzadku rosnacym), zas w drugim wierszu umieszczone sa kolejne obrazy tych elementéw
przy odwzorowaniu f. Niech

Xr={re X, : f(z)#x}. (2)
Wtedy dla = € Xy jest © # f(x), skad f(x) # f(f(z)), wiec f(z) € X;. Stad f(Xy) C
Xy, a poniewaz f jest réznowartosciowe i zbidr X jest skonczony, wiec f(Xy) = Xy.
7 tego powodu w zapisie permutacji f pomijamy zazwyczaj punkty stale f, tzn. takie

1 2 2 3
i, ze f(i) = i. Np. zamiast ( 13 9 ) mozna pisaé ( 3 9 ) Przy tej notacji dla

permutacji f mamy wzor:

po (02 gy, 3)

1 2 n

=y 0

Przykiad 7.1. Notacja dwuwierszowa umozliwia szybkie skladanie permutacji

Ponadto

(przypominamy, ze to skladanie odbywa sie od strony prawej do lewej!). Np. dla

1 2 3 4 5 1 2 3 45
f:(z1453)“3‘”:(34512)%@:

1 2 3 45 1 2 3 45 1 2 3 45 1 2 4 5
fog:(z1453)0(34512):<45321>:(4521)
oz 1_(34512)_(12345)

9 7"\12345) \4as5123)
Definicja 7.2. Inwersja permutacyi f € S,, nazywamy taki podzbiér dwuelementowy

{i,j} zbioru X,,, ze i < j oraz f(i) > f(j). Zbiér wszystkich inwersji permutacji f € S,
oznaczamy przez Iy.



Przyklad 7.3. I, = (), wiec |I.| = 0, czyli permutacja tozsamosciowa nie posiada
inwersji. Dla permutacji f z Przykladu 7.1 mamy, I; = {{1,2},{3,5},{4,5}}, czyli
1y = 3.

Przyklad 7.4. Niech i,7 € X,,, i < j. Oznaczmy przez (i, j) permutacje zbioru X,
ktora zamienia miejscami elementy ¢, j oraz nie zmienia pozostalych elementéw zbioru
X, (takie permutacje nazywamy transpozycjami). Zatem

o 12 ... ¢+—-1 9% +41 ... 5—=1 5 7+1 ... n
(4,7) = L L : (5)
12 ... ¢—-1 7 +41 ... 5—=1 2 741 ... n

Stad I(; ;) = {\{z,z + 1}, {i, i+ 2}, {4,i+ 3}, ..., {i,5 — 1}, {i,j}:,

j—i
GHigp (it {i+3.4). . {i - Li}}

G-D)-i
Zatem |I; j)| = (j—i)+(j—1)—i = 2(j—i)—1. UzyskaliSmy wiec, ze kazda transpozycja

posiada nieparzysta liczbe wszystkich inwersji.

Definicja 7.5. Znakiem permutacji f € S, nazywamy liczbe sgn(f) okreslona wzorem:

sgn(f) = (1)L, (6)

Powiemy, ze permutacja f € S, jest parzysta, jesli sgn(f) = 1 oraz, ze f jest nieparzysta,
jesli sgn(f) = —1. Zbiér wszystkich permutacji parzystych f € S, bedziemy oznaczali
przez A,.

Przyklad 7.6. Na mocy Przyktadu 7.4, dowolna transpozycja jest permutacja
nieparzysta. Poniewaz sgn(e) = (—1)° = 1, wiec permutacja tozsamosciowa jest per-
mutacja parzysta.

Twierdzenie 7.7. Dla dowolnych permutacji f1, fa,..., fx € Sp zachodzi wzdr:

sgn(fro fao...o fi) = sgn(fr) - sgn(fa) - ... - sgn(fe). (7)

W szczegdlnosci sgn(f~1) = sgn(f) dla dowolnego f € S,,.
Dowéd. Niech f,g € S,. Oznaczmy przez P, rodzine wszystkich podzbiorow dwu-

elementowych zbioru X,. Niech h € S,,. WeZzmy dowolne A € P,. Wtedy A = {i,j}

dla pewnych i,7 € X,,, i # j. Oznaczmy sgn,(A) = sgn <M) Okreslenie to jest

=]
poprawne, bo

B =) _ —(h(i)=h(i)) _ h(i)=h(j)

=i =) i—J

Ponadto A € I, & sgnp(A) = —1. Wynika stad wzor:

sgn(h) = [ sgnu(A). (8)

AeP,
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Latwo zauwazy¢, ze dowolna permutacja g € S,, wyznacza bijekcje G: P, — P, przy
pomocy wzoru G(A) = {g(i),9(j)} dla A = {i,5}. Wynika stad, ze dla dowolnych
f,g € S, zachodzi wzdr:

sgn(f) = ] sgns(G(A)). (9)
AeP,
Ponadto dla A € P, mamy
sgng(G(A)) - sgng(A) = sgngog(A). (10)

Rzeczywiscie, A = {i, j} dla pewnych i,j € X,,, i # j oraz

s (G(A) = sany({9(0)99)) = som £

oraz sgng(A) = sgn (%j(])) '

Ale sgn(x) - sgn(y) = sgn(zx - y) dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y, wiec

flg(i) — f(g(J)) g(i) —9(9)) _

sgn; (G(A)) - sgny(A) = sgn (

9(i) — 9(j) i—J
_ (fo9)() )
= sgn ( — ) SN fog(A
Zatem na mocy (8), (9) i (10) mamy
sgn(fog) = [ sgnseg(A) = 1] lsgns(G(A)) - sgny(A)] =
AP, AP,
= H sgns(G(A)) - H sgng(A) = H sgnys(A) - H sgng(A) =
AP, AP, AP, A€P,

= sgn(f) - sgn(g).
W szczegdlnosei, 1 = sgn(e) = sgn(f o f71) = sgn(f) - sgn(f1), czyli sgn(f~') =

sgn(f)-
Jedli dla pewnego k > 2 i dla dowolnych fi, fo, ..., fx € Sp, sgn(fio fao...0 fr) =
sgn(f1)-sgn(fa)-....sgn(fx) oraz g, ..., gk, gr+1 € S, to na mocy pierwszej czesci dowodu

itego, 7€ g10...0g, 0 g1 = (g10...0gk) O gry1 OtrZymamy, ze sgn(g;0...0 gL o gpr1) =
sgn(gio...ogx) sgn(ger1) = sgn(gr) - ... sgn(gr) - sgn(gr+1). Konczy to dowéd naszego
twierdzenia. [

Whniosek 7.8. Dian > 2 A, jest podgrupa normalng indeksu 2 grupy S,.
Dowdd. Poniewaz sgn(e) = 1, wiec e € A,. Niech f,g € A,. Wtedy sgn(f) =
sgn(g) = 1, skad z Twierdzenia 7.7, sgn(g~') = 1 oraz sgn(fog™') = sgn(f)-sgn(g™') =
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1-1=1,czyli fog~t € A,. Zatem A, jest podgrupa grupy S,. Dalej, n > 2, wiec (1,2) €
Sy, oraz z Przykladu 7.4, sgn((1,2)) = —1, wiec (1,2) ¢ A,,. Wezmy dowolne g € S,,. Jesli
g & An, to sgn(g) = —1, skad na mocy Twierdzenia 7.7 sgn((1,2)og) = (=1)-(=1) =1,
czyli f = (1,2)0g € A,. Ale (1,2) 0 (1,2) = e, wiec g = (1,2) o f € (1,2)A,,. Oznacza
to, ze S, = A, U (1,2)A,, wiec ostatecznie (S, : A,) = 2. Zatem ze Stwierdzenia 4.14,
A, <S8, O

2 Permutacje rozlaczne

Stwierdzenie 7.9. Dla dowolnych permutacji f,g € S, réwnowazne sq warunki:

(i) X;nX, =0,

(i1) dla kazdego x € {1,2,...,n}: f(z) = lub g(z) = x.

Dowéd. (i) = (ii). Zalézmy, ze istnieje x € {1,2,... n} taki, ze f(x) # z i g(x) # .
Wtedy z € Xy iz € X, wiec x € Xy N X, co przeczy temu, ze Xy N X, = . Wobec
tego dla kazdego x € {1,2,...,n}: f(z) =2 lub g(z) = z.

(it) = (4). Zalézmy, ze Xy N X, # 0. Zatem istnieje x € {1,2,...,n} takie, ze v € X;
iz e Xy, czyli f(z) # x i g(x) # x. Zatem mamy sprzecznosé¢. O

Definicja 7.10. Permutacje f, g € S,, nazywamy roztacznymi, jezeli Xy N X, = (.

Stwierdzenie 7.11. Niech f, fi,..., fx € S, bedq takie, ze permutacje f i f; sa
roztaczne dla kazdego j = 1,..., k. Wowczas permutacje f i fi1 o fao...0 fi tez sa
rozlgczne.

Dowéd. Zastosujemy indukcje wzgledem k. Dla & = 1 teza jest oczywista. Niech
k € N, k > 1, bedzie takie, ze teza zachodzi dla liczby k — 1. Zalézmy, ze permutacje f i
fj sa roztaczne dla kazdego j = 1,..., k. Wtedy z zaloZenia indukcyjnego permutacje f
ig= fio...o fr_1 sarozlaczne. Wezmy dowolne x € {1,2,...,n} takie, ze f(x) # =.
Woéwczas ze Stwierdzenia 7.9, g(x) = x oraz fi(z) = z. Ale fio...o fr = go fx, wiec
(fio...ofi)(z) = g(fr(z)) = g(x) = x. Zatem permutacje f i f; o...o fi sa rozlaczne.
OJ

Stwierdzenie 7.12. Jezeli permutacje f,g € S, sa roztaczne, to dla dowolnych liczb
naturalnych k, | permutacje f* i ¢' tez sq rozlaczne.

Dowdéd. Na mocy Stwierdzenia 7.11 permutacje f i ¢' sa roztaczne. Wobec tego znowu
na mocy Stwierdzenia 7.11 permutacje ¢' i f* sa rozlaczne. [

Stwierdzenie 7.13. Jezeli permutacje f,g € S, sq rozlaczne, to
(i) fog=gof,

(ii) jezeli fog=ce, to f =g =,

(i) o(f o g) = [o(f), o(g)].



Dowéd. (i) Dla z € X, \ (XU X,) jest f(z) = g(x) = =, wiec (fog)(x) = f(g9(x)) =
f(x) =2 = g(x) = g(f(z)) = (9o f)(z). Ponadto dla z € Xy jest f(x) € Xy, wiec

f(z) & X, oraz g(f(x)) = f(x) i f(g9(x)) = f(z), bo g(z) = x, gdyz v € X,. Zatem dla
x € X; mamy, ze (fog)(z) = (go f)(x). Podobnie pokazujemy, ze (fog)(z) = (go f)(x)
dla z € X,. Stad ostatecznie fog=go f.

(ii) Zalézmy, ze g # e. Wtedy istnieje x € X, takie, ze g(z) # z, skad x € X, wiec
9(x) € Xy, cayli g(x) & Xy 1 f(g(x)) = g(z). Ale z =e(z) = (fog)(z) = f(9(z)) = g(x)
i mamy sprzecznos¢. Stad g = e i w konsekwencji f = e.

(iii) Oznaczmy k = o(f), L = o(g), m = [k,l], s =o(fog). Wtedy e = (fog)® = ffog®
na mocy (i), wiec z (ii) i ze Stwierdzenia 7.12, f* =ei¢g® =e. Zatem k | sil| s, skad
m | s. Ale namocy (i) (fog)™ = fMog™ =eoce=¢,bok|mil|m, wiec s | m. Zatem
m|sis|m,skad s =m. O

Stwierdzenie 7.14. Jesli permutacje fi, fa, ..., fx € Sn (k > 2) sa parami rozlaczne
(tzn. dla dowolnych rézinych liczb i,j € {1,2,...,n} permutacje f; i f; saq roztgczne), to
zachodzi wzor:

O(fl OfQO---Ofk) = [O(fl)aa(f2)a"'70(fk)]'

Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem naturalnego £ > 2. Dla k = 2 teza wynika
ze Stwierdzenia 7.13. Niech teraz k& > 2 bedzie taka liczba naturalna, ze teza zachodzi
do liczby k — 1. Niech permutacje fi, fo,..., fr € S, beda parami rozlaczne. Wtedy z
zalozenia indukcyjnego dla permutacji g = foo...0 fr mamy, ze o(g) = [o(f2), ..., 0(fx)]-
Dalej, ze Stwierdzenia 7.11 permutacje f; i g sa rozlaczne oraz fio foo...0 fy = fiog,
wiec ze Stwierdzenia 7.13, o(f1 0 fao...0 fr) = [0(f1),0(g)]. Zatem o(fi0 fao...0 fx) =
[0(f1), [0(f2),--.,0(fr)]]. Ale z elementarnej teorii liczb wiemy, ze dla dowolnych liczb
naturalnych aq, as, ...,a; (k > 2) zachodzi wzér: [ay, [ag,. .., a]] = [a1,ae, ..., a], wiec

o(fio fao...ofi)=1o(f1),0(f2),...,0(fr)]. O

3 Rozklad permutacji na cykle

Niech A bedzie niepustym zbiorem oraz niech bg, by, ...,b.—1 (r = 2) beda réznymi ele-
mentami zbioru A. Wéwczas permutacje postaci

bp b1 ... b b,
11
<b1 by ... b1 b ) (11)
nazywamy cyklem, a liczbe r — jego dilugoscia. Cykl (11) zapisujemy prosciej jako

(bo, b1, ...,b—1). Zatem transpozycje sa to doktadnie cykle dlugosci 2. Z okreslenia
cyklu mamy od razu wzor:

(bos b1, -+, br1)(bi) = big,1 (12)



dla kazdego ¢+ = 0,1,...,r — 1.
Ze wzoru (12) natomiast przez prosta indukcje uzyskujemy, ze

(bo, by, - .., be—1)*(b;) = bigs, 1 (13)

dla k,i=0,1,...,r — 1.

Ze wzoru (13) mamy w szezegllnosci,  ze  (bg, by, ..., b.—1)*(bo) =
= b, # by dla naturalnych k < r, wiec (by, by, ...,b._1)F # e dla naturalnych k < r.
Ponadto ze wzoru (13) wynika, ze (bg,b1,...,b,—1)" = e. W ten sposéb udowodnilismy
nastepujace

Stwierdzenie 7.15. Rzqd dowolnego cyklu dtugosci r jest rowny r. O
Teraz udowodnimy, ze kazdy cykl dlugosci r jest ztozeniem r — 1 transpozycji.

Stwierdzenie 7.16. Dla dowolnych réinych elementéw aq,as,...,a, € A (r > 2)
zachodzi wzor:

(a1, a9,...,a,) = (ar,a,) o (ar,a,_1) o...o0(ay,as). (14)
Dowéd. Indukcja wzgldem r > 2. Dla r = 2 teza jest oczywista. Jezeli zas teza

zachodzi dla pewnego naturalnego r > 2 i aj,as,...,a,,a,41 sa réznymi elementami
zbioru A, to z zalozenia indukcyjnego

(ay,as3,...,0;,ar41) = (a1, a,41) o (a1,a,) o...0(ay,as),
wiec
(a1, ar41) 0 (ay,a,) 0...0(ar,a3) o (ay,a2)=(ay,as,...,ar, arp1) 0 (ay, a2) =
a, as a3 ... @ a
= ( ! ? ’ " T ) - (alaa2a"'7a’r‘aa7’+1)' U
Qs Az Q4 ... Qpyq aj

Whniosek 7.17. Cykl jest permutacja parzystq wtedy i tylko wtedy, gdy jego dtugosé
jest liczba nieparzysta.

Dowéd. Niech f = (ay,a9,...,a,) bedzie cyklem dlugosci r. Wtedy ze Stwierdzenia
7.16 mamy, ze f jest zlozeniem r — 1 transpozycji. Zatem z Twierdzenia 7.7 i z Przyktadu
7.6 mamy, ze sgn(f) = (—1)""!, skad mamy teze. OJ

Stwierdzenie 7.18. Dla dowolnych roznych elementow ag, aq, . .. a._1 zbioru A i dla
dowolnej permutacyi f € S(A) zachodzi wzor:

folag,ar,...,ar_1)o f1=(f(ao), flar),..., fla_1)). (15)



Dowdéd. Oznaczmy L = fo (ag,ai,...,a,_1) 0 f~11 P = (f(ag), fla1),..., f(ar_1)).
Nalezy wykazaé, ze L = P. Poniewaz f € S(A), wiec wystarczy udowodnié, ze L( fla)) =
P(f(a)) dla kazdego a € A. Jesli a € A\ {ao,a1,...,a,—1}, to L((f(a)) = [f o
(0,01, ar 1)](a) = f(a) oraz f(a) & {F(ao), f(ar),..., flar)}, wiee P(f(a)) =
f(a).

(P>onadto dlai=0,1,...,7 — 1 mamy L(f(a;)) = [f o (ag,a1,...,a,-1)](a;) = f(aip,1)
oraz P(f(a;)) = f(aip,1). U

Twierdzenie 7.19. Kazda permutacja # e zbioru skonczonego A jest zlozenmiem pa-
rami roztgeznych cykli. Przedstawienie permutacyi w postact ztozenia parami roztacznych
cykli jest jednoznaczne z doktadnosciq do kolejnosci czynnikow.

Dowéd. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na liczbe n elementéw zbioru A. Dla
n =11in = 2 teza jest oczywista. Zalézmy, ze teza zachodzi dla permutacji zbioréw o
liczbie elementéw mniejszej niz n. Niech f # e bedzie permutacja zbioru n-elementowego
A. Istnieje wtedy a € A takie, ze f(a) # a. Rozpatrzmy ciag a; = a, ay = f(ay),
az = f(az),... Poniewaz zbiér A jest skoriczony, wiec wyrazy tego ciagu nie moga by¢
wszystkie rézne. Niech ay,1 bedzie najwczesniejszym jego wyrazem rownym jednemu z
wyrazéw poprzednich, tzn. niech axy; = as dla pewnego s < k+ 1. Jezeli s > 1, to
flag) = axr1 = as = f(as_1), skad a = as_1, co przeczy minimalnosci k+1. Zatem s = 1
i wobec tego elementy a1, a2 = f(a1),...,ar = f(ag_1) sa rézne oraz f(ay) = ax+1 = Q1.
W zapisie permutacji f przestawmy kolumny tak, aby w pierwszym wierszu na poczatku
wystepowaly elementy aq, as, ..., ar. Wtedy

f:((ll ag ... Qp—1 Qg a’l (Z;l_k >:
’ )

as az ... ap ap f(ay) ... flal,_,
ay Ap; >
ai, az,...,0ak)©
( sty s
Zatem f jest zlozeniem cyklu (a ay) oraz permutacji g ( R )
2107 y 1ye oy Ok z —
flay) .o flag_y)
zbioru A" = {a},...,al,_,}. Na mocy zalozenia indukcyjnego g = e lub g jest zlozeniem

skoriczonej liczby cykli roztacznych, z ktérych kazdy jest roztaczny z cyklem (a4, ..., ax),
skad f jest iloczynem parami roztacznych cykli.

Dla dowodu drugiej czesci twierdzenia przypu$émy, ze permutacja f # e ma dwa
istotnie rézne przedstawienia w postaci zlozenia (iloczynu) cykli roztacznych:

f:(al,...,ak)o...:(bl,bg,...,bs)o...

Niech np. cykl (b, bs, . .., bs) bedzie rézny od kazdego z cykli wystepujacych w pierwszym
przedstawieniu permutacji f. Poniewaz b; € A, wiec element b; nalezy do pewnego cyklu
wystepujacego w pierwszym przedstawieniu permutacji f. Ale skladanie cykli roztacznych
jest przemienne, wiec mozna zaklada¢, ze by = a; dla pewnego ¢ = 1,2,..., k. Ponadto
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(ala ey Gy Qg 1y e s 7ak) - (aiaai+17 ceey O, Q1 .. 7ai—1)7

wiec mozna zakladaé, ze by = a;. Wtedy by = f(b) = f(a1) = ag, b3
f(b2) = f(a2) = a3, itd. Wynika stad, ze s = k oraz (by,b,...,bs) =
= (ay, a9, ... ,a;). Uzyskana sprzeczno$¢ konczy dowdéd naszego twierdzenia. [J

7 Twierdzenia 7.7, ze Stwierdzenia 7.14 oraz z dowodu Wniosku 7.17 wynika od razu
nastpujace

Twierdzenie 7.20. JeZeli permutacja f jest ztozeniem s cykli parami roztgcznych o
dtugosciach ri,r9,...,1rs, to

(i) o(f) = [r1,r2, ... 7s];
(ii) sgn(f) = (—1)rtretetr=s ]

Z Twierdzenia 7.19, ze Stwierdzenia 7.16 oraz z tego, ze e = (1,2) o (1,2) wynika od
razu nastepujace

Twierdzenie 7.21. Kazda permutacja [ € S, dlan > 2 jest ztozeniem skoriczonej
liczby transpozycyi. [J

7 Twierdzenia 7.7 i z Przykladu 7.6 mamy tez nastepujace

Twierdzenie 7.22. Permutacja f € S, dla n > 2 jest permutacja parzysta wtedy i
tylko wtedy, gdy f jest ztozenmiem parzystej liczby transpozycji. U

Stwierdzenie 7.23. Jezeli x,y,z,t sq roznymi elementami zbioru A, to w grupie
permutacyi S(A) zachodzi wzor:

(@, y,2), (2,9, 8)] = (x,9) o (2,1), (16)

Dowdéd. Mamy

[(z,y,2), (z,y,t)] = (z,y,2) " o (z,y,t) " o (x,y,2) 0 (,y,t) =
= (z,2,y) o (t,y,r) 0 (2,y,2) 0 (7,y,1) =
(z,t). O

-(;2i )
Przyklad 7.24. Niech w grupie Sy:
V={e, (1,2)0(3,4),(1,3) 0 (2,4),(1,4) 0 (2,3)}. (17)
Oznaczmy: a = (1,2)0(3,4),b = (1,3)0(2,4), c = (1,4)0(2,3). Wtedy a® = b? = 2 = e.

1 2 3 4 1 2 3 4
Ponadtoaob—(4 3 9 1)—(1,4)0(2,3)—0,170@—(4 3 9 1)—0,



wiec V jest podgrupa rzedu 4 grupy S, (izomorficzna z grupa czwérkowa Kleina). Dla
f € S4 na mocy Stwierdzenia 7.18 mamy, ze foao f7! = fo(1,2)0(3,4) 0 f71 =
—[fo(1,2)o f Y olfo(3,4)0 /1] = (f1), f(2)) o (£(3), F(4)) € V i podobnie fobo
[ focofteV. Stad V<S8, Ale V C Ay, wiec V < Ay, Dalej, [y = £ =121
| A4/ V| = % = 12 =3, wicc grupa A,/V jest abelowa, skad z Twierdzenia 5.5, Ay C V.
Ponadto e = [e, €], wiec ze Stwierdzenia 7.23 kazdy element grupy V jest komutatorem
dwéch cykli dlugosci 3, ktére na mocy Wniosku 7.17 sa permutacjami parzystymi, wiec
V C A} i ostatecznie V = A/,. Z Przyktadu 5.6 mamy zatem stad, ze w grupie A, nie
istnieje podgrupa rzedu 6, chociaz 6 dzieli rzad grupy A,. OJ

Twierdzenie 7.25. Jezeli A jest zbiorem o co najmniej trzech elementach, to
Z(5(4)) = {e}.

Dowdd. Zalézmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje zbiér A o co najmniej trzech ele-
mentach i istnieje f € Z(S(A)) takie, ze f # e. Zatem istnieje a € A takie, ze f(a) # a.
Oznaczmy b = f(a). Wtedy a i b sa réznymi elementami zbioru A i zbiér A posiada co
najmniej trzy elementy, wiec istnieje ¢ € A\ {a,b}. Dalej, f € Z(S(A)), wiec na mocy
Stwierdzenia 7.18 (b, f(c)) = fo (a,c) o f~1 = (a,c), skad {b, f(c)} = {a,c}. Ale c # b,
wiec ¢ = f(c) oraz a # b, wiec a = f(c¢), czyli a = ¢ i mamy sprzecznosé. Oznacza to, ze

Z(S(A)) = {e}. O

Twierdzenie 7.26. Niech m,aq,aq,...,as € N 4 niech py,ps,...,ps beda roznym:i
liczbami prerwszymi. Wowczas rownowazne sq warunki:

(i) w grupie Sy, istnieje element rzedu pi™* - p3* - ... - pos;

(i) pi* +p3? + ...+ p2 < m.

Dowéd. (i) = (i7). Niech f € S,, bedzie elementem rzedu n = p{* - p3? - ... p%s.

Poniewaz py,...,ps > 2 oraz ay,...,as € N, wiec n > 1, skad f # e. Zatem f jest
iloczynem parami roztacznych cykli o dlugosciach kq, ko, ..., k., gdzie ki +ko+.. . +k. < m
oraz [ki, ks, ..., k.] = n. Bez zmniejszania ogdlnosci rozwazan mozemy zakladaé, ze
istnieje liczba naturalna [ < r oraz istnieja liczby naturalne t; < 5 < ... < t; = s
tl’klu Qitq+1 Aty 1 +1

takie, ze p* ...y, ettt 0 ke, D, 41 e PS|ki. Stad wobec I < i
k1 + ko + ...+ k. < m otrzymujemy, ze

PY e e e T < m (18)
Nasza implikacja bedzie wiec udowodniona, jesli pokazemy, ze x1 - ... - xp > x1+ ...+ X%
dla dowolnych liczb naturalnych x1,...,z; > 2. Dla k = 1 ta nieréwnos¢ jest oczywista,
a dla k = 2 wynika ona z tozsamosci x; - x5 — (¥1 + 22) = (27 — 1) - (z2 — 1) — 1. Przy
zalozeniu, ze ta nierownosc zachodzi dla pewnej liczby naturalnej & wezmy dowolne liczby
naturalne xy, ..., 2k, rpr1 > 2. Wtedy z kroku dla k£ = 2 oraz z zalozenia indukcyjnego
mamy, ze (x1~. . xk) “Tpi1 > X1 T Tp+Thy1 > T1+To+. ..+ +2k1. Wobec tego
na mocy zasady indukcji mamy udowodniona nasza nieréwnosé¢ dla dowolnego k£ € N.



(17) = (i). Z zalozenia wynika, ze cykle oy = (1,2,...,p"),00 = (p7* +1,...,p5?),...,

o, = (p°7' +1,...,p%), sa parami rozlaczne, naleza do S, i ich dlugosciami sa od-
powiednio p]*

réwny [pit, ps?, ..., pel =pit opy? e pSe. O

P57, ..., p%. Zatem rzad permutacji f bedacej zlozeniem tych cykli jest

Twierdzenie 7.27. Niech f,0 € S,,, gdzie 0 = (ag,aq,...,a5_1). Wowczas foo =
= oo f wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje i € Zy takie, Ze f(a;) = ajo, dla kaidego
J=0,1,...,k—1. W szczegdlnosci w grupie S, istnieje doktadnie k-(m —k)! permutacji
przemiennych z cyklem dtugosci k.

Dowéd. Wezmy dowolne f € S,,,. Wtedy foo =cof < fooof !t =0 Aleze
Stwierdzenia 7.18 mamy fooo f~1 = (f(ag), f(a1),. .., f(ax_1)), wiec

f 00 =00 f A <a07a17 s 7a’k*1> = (f(a0)7 f(a1>7 s 7f<ak71))' (19>
Jesli f spelia (19), to {ag, a1, ...,ax—1} = {f(ao), f(a1),..., flax_1)}, skad

f(z) € {ag,a1,...,ap1} dla kazdego z € {ag,a1,...,a,_1} (20)
oraz

f(z) € {1,2,...,m}\{ao,a1,...,ax_1} dla kazdego z € {1,2,... ,m}\{ag,as,...,ar_1}.

(21)
Wobec tego dla A = {ag,ai,...,ax_1} mamy, ze f|A jest permutacja zbioru A i
fl{1,2,...,n} \ A) jest permutacja zbioru {1,2,...,n} \ A. Ponadto istnieje i € Z
takie, ze f(ag) = a;, co wobec wzoru (19) daje, ze f(a1) = o(a;) = aig,1. Jesli dla pew-
nego j € Zy, j < k—1jest f(a;) = tieyj, to f(aj41) = 0(aiay;) = Gisen = Gisy(j+1)-
Wobec tego przez indukcje mamy stad, ze f(a;) = aje,; dla kazdego j =0,1,...,k — L.
Na odwrét, jesli dla pewnego i € Zj, jest f(a;) = aje,; dla kazdego j =0,1,...,k—1, to
(f(ao), flar), ..., flar—1)) = (@i, @iy, - - - » Giwy(k—1)) = (@0, @1, ..., ar_1). Wobec tego na
mocy (20) i (21) istnieje doktadnie k - (m — k)! permutacji przemiennych z cyklem o. O

Zagadka 1. Wyznacz wszystkie permutacje f € S5 przemienne z cyklem o = (5,4, 3).

Zagadka 2. Wyznacz wszystkie permutacje f € Sg przemienne z permutacja g =
(1,3)0(54,8).

Zagadka 3. Dla jakich m € N w grupie S, istnieje element rzedu 21607

Zagadka 4. W grupie S wyznacz permutacje 7 taka, ze (1,8,4,3)0(2,5,3)0(3,1,4)o0
(1,5)omo(1,8,4,3)0(2,5,3)"! =(1,2,3,4,5)0(2,3,4,5,6)~". Wypisz wszystkie inwersje
permutacji 7, oblicz jej znak i jej rzad w grupie Sg.

Zagadka 5. Udowodnij, ze kazda permutacja nieparzysta f € S,, ma rzad parzysty.
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Zagadka 6. Dla jakich liczb naturalnych n w grupie Sp, istnieje element rzedu n?

Zagadka 7. W grupie Si; znajdz dwie permutacje nieparzyste f i g rzedu 30, ktére
maja rozne liczby punktow statych.
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