
Wyk lad 8

Zasadnicze twierdzenie algebry.

Poj ↪ecie pierścienia

1 Zasadnicze twierdzenie algebry i jego dowód

Definicja 8.1. Wielomianem o wspó lczynnikach zespolonych nazywamy funkcj ↪e

f :C→ C postaci

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0,

gdzie a0, a1, . . . , an s ↪a ustalonymi liczbami zespolonymi oraz n = 0, 1, . . . Ponadto dla

an 6= 0 mówimy, że n jest stopniem wielomianu f .

Lemat 8.2. Niech f b ↪edzie wielomianem o wspó lczynnikach zespolonych. Wówczas

dla każdego r > 0 istnieje sta la K > 0 taka, że

|f(z1)− f(z2)| 6 K · |z1 − z2|

dla wszystkich z1, z2 ∈ C takich, że |z1|, |z2| < r.

Dowód. Jeżeli f(x) = a0 dla x ∈ C, to wystarczy wzi ↪ać K = 1. Za lóżmy wi ↪ec, że

f(x) = anx
n +an−1x

n−1 + . . .+a1x+a0, gdzie n > 1 i an 6= 0. Weźmy dowolne z1, z2 ∈ C
takie, że |z1|, |z2| < r. Wtedy dla k = 1, 2, . . . , n mamy, że

zk1 − zk2 = (z1 − z2) · (zk−11 + zk−21 z2 + . . .+ z1z
k−2
2 + zk−12 )

oraz z nierówności trójk ↪ata:

|zk−11 + zk−21 z2 + . . .+ z1z
k−2
2 + zk−12 | 6

6 |z1|k−1 + |z1|k−2|z2|+ . . .+ |z1||z2|k−2 + |z2|k−1 6 krk−1.

St ↪ad

|f(z1)− f(z2)| = |an(zn1 − zn2 ) + an−1(z
n−1
1 − zn−12 ) + . . .+ a1(z1 − z2)| 6

6 |an||zn1 − zn2 |+ |an−1||zn−11 − zn−12 |+ . . .+ |a1||z1 − z2| 6
6 |an||z1 − z2|nrn−1 + |an−1||z1 − z2|(n− 1)rn−2 + . . .+ |a1||z1 − z2| =

= |z1 − z2|(|an|nrn−1 + |an−1|(n− 1)rn−2 + . . .+ |a2|2r + |a1|),

wi ↪ec wystarczy wzi ↪ać K = |an|nrn−1 + |an−1|(n− 1)rn−2 + . . .+ |a2|2r + |a1|. �
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Definicja 8.3. Powiemy, że liczba zespolona z0 jest granic ↪a ci ↪agu (zn) liczb zespolo-

nych, jeżeli

∀ε>0∃n0∈N∀n>n0 |zn − z0| < ε.

Piszemy wtedy lim
n→∞

zn = z0.

Lemat 8.4. Niech f b ↪edzie wielomianem o wspó lczynnikach zespolonych. Wówczas z

lim
n→∞

zn = z0 wynika, że lim
n→∞

|f(zn)| = |f(z0)|.
Dowód. Weźmy dowolne ε > 0. Z Lematu 8.2 dla r = 1 + |z0| istnieje sta la K > 0

taka, że |f(z) − f(z0)| ≤ K|z − z0| dla wszystkich z ∈ C takich, że |z| < 1 + |z0|, gdyż

|z0| < 1 + |z0|. Ale lim
n→∞

zn = z0, wi ↪ec dla δ = min{ ε
2K
, 1} istnieje n0 ∈ N takie, że dla

wszystkich n > n0 jest |zn − z0| < δ, czyli |zn − z0| < 1, a wi ↪ec |zn| = |(zn − z0) + z0| 6
6 |zn − z0| + |z0| < 1 + |z0|, sk ↪ad |f(zn) − f(z0)| 6 K ε

2K
= ε

2
< ε dla n > n0. Oznacza

to, że lim
n→∞

|f(zn)| = |f(z0)|. �

Definicja 8.5. Powiemy, że ci ↪ag (zn) liczb zespolonych jest ograniczony, jeżeli istnieje

sta la A > 0 taka, że |zn| 6 A dla wszystkich n ∈ N.

Lemat 8.6. Z każdego ci ↪agu ograniczonego liczb zespolonych można wybrać podci ↪ag

zbieżny do pewnej liczby zespolonej.

Dowód. Niech (zn) b ↪edzie ograniczonym ci ↪agiem liczb zespolonych. Wtedy istnieje

sta la A > 0 taka, że |zn| 6 A dla wszystkich n ∈ N. Ponadto dla n = 1, 2, . . . istniej ↪a

an, bn ∈ R takie, że zn = an + bni, wi ↪ec |an| 6
√
a2n + b2n = |zn| 6 A i podobnie |bn| 6 A

dla n = 1, 2, . . . Zatem (an) i (bn) s ↪a ograniczonymi ci ↪agami liczb rzeczywistych. St ↪ad z

twierdzenia Weierstrassa istnieje podci ↪ag (akn) ci ↪agu (an), który jest zbieżny do pewnej

liczby rzeczywistej a0. Zatem z twierdzenia Weierstrassa istnieje podci ↪ag (blkn ) ci ↪agu

(bkn) zbieżny do pewnej liczby rzeczywistej b0. St ↪ad także podci ↪ag (alkn ) jest zbieżny

do a0. Weźmy dowolne ε > 0. Wtedy istnieje n0 ∈ N takie, że dla wszystkich n > n0

jest |alkn − a0| <
ε√
2

i |blkn − b0| <
ε√
2
. Zatem dla z0 = a0 + b0i oraz dla n > n0 mamy

|zlkn − z0| =
√
|alkn − a0|2 + |blkn − b0|2 <

√
ε2

2
+ ε2

2
= ε. Oznacza to, że lim

n→∞
zlkn = z0.

�

ZASADNICZE TWIERDZENIE ALGEBRY. Każdy wielomian dodatniego stop-

nia o wspó lczynnikach zespolonych posiada pierwiastek zespolony.

Dla wielomianów stopnia 1 nasze twierdzenie zachodzi, bo maj ↪a one postać f(x) =

ax+ b, gdzie a, b ∈ C i a 6= 0 oraz wtedy f(− b
a
) = 0.

Wystarczy zatem udowodnić to twierdzenie dla wielomianw stopni > 2. Ale jeżeli

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0, gdzie a0, a1, . . . , an ∈ C, an 6= 0 i n > 2, to

f(x) = an · g(x), gdzie g(x) = xn + an−1

an
xn−1 + . . . + a1

an
x + a0

an
i wielomiany f i g maj ↪a

takie same zbiory pierwiastków. St ↪ad wystarczy wykazać, że dla każdego n ≥ 2 i dla
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dowolnych a0, a1, . . . , an−1 ∈ C wielomian

f(x) = xn + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0 (1)

posiada pierwiastek zespolony.

Lemat 8.7. Dla wielomianu f postaci (1) i dla każdego z ∈ C takiego, że

|z| > 1 + |an−1|+ . . .+ |a0| mamy, że |f(z)| > 1 + |a0|.
Dowód. Za lóżmy, że z ∈ C i |z| > 1 + |an−1|+ . . .+ |a0|. Wtedy |z| > 1, wi ↪ec |z|k > 1

dla k = 1, 2, . . . St ↪ad dla takich z mamy

|f(z)| = |zn + an−1z
n−1 + . . .+ a1z + a0| >

> |zn| − |an−1zn−1 + . . .+ a1z + a0| ≥ |z|n − |an−1||z|n−1 − . . .− |a1||z| − |a0|.

Ale |z|k 6 |z|n−1 dla k = 0, 1, . . . , n− 1, bo |z| > 1 i n > 2, wi ↪ec

|f(z)| > |z|n − |z|n−1 · (|an−1|+ . . .+ |a1|+ |a0|) =

|z|n−1 · (|z| − |an−1| − . . .− |a1| − |a0|) > |z|n−1 ≥ |z|,

bo n ≥ 2 i |z| > 1 + |an−1|+ . . .+ |a0|. St ↪ad

|f(z)| > 1 + |an−1|+ . . .+ |a1|+ |a0| > 1 + |a0|,

czyli |f(z)| > 1 + |a0| dla |z| > 1 + |an−1|+ . . .+ |a1|+ |a0|. �

Lemat 8.8. Dla wielomianu f postaci (1) istnieje z0 ∈ C takie, że

|f(z)| > |f(z0)|

dla każdego z ∈ C.

Dowód. Ponieważ dla każdego z ∈ C jest |f(z)| ≥ 0, wi ↪ec zbiór {|f(z)| : z ∈ C} jest

ograniczony z do lu. Posiada on zatem kres dolny q. Wtedy |f(z)| ≥ q dla każdego z ∈ C
oraz dla dowolnego m ∈ N istnieje zm ∈ C takie, że |f(zm)| < q+ 1

m
. Gdyby dla pewnego

m by lo |zm| > 1 + |an−1|+ . . .+ |a1|+ |a0|, to z Lematu 8.7,

|f(zm)| > 1 + |a0| = |f(0)|+ 1 > q + 1 > q + 1
m

,

sk ↪ad |f(zm)| > q + 1
m

i mamy sprzeczność. St ↪ad |zm| ≤ 1 + |an−1| + . . . +

+|a0| dlam ∈ N. Zatem z Lematu 8.6 istnieje podci ↪ag (zkn) ci ↪agu (zn) taki, że lim
n→∞

zkn = z0

dla pewnego z0 ∈ C. Wówczas dla każdego z ∈ C i dla każdego m mamy, że |f(zm)| <
|f(z)|+ 1

m
, sk ↪ad

|f(z)| > |f(zkn)| − 1
kn

,
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wi ↪ec po przej́sciu do granicy z wykorzystaniem Lematu 8.4 uzyskamy, że |f(z)| ≥ |f(z0)|.
�

Udowodnimy teraz lemat, który zakończy dowód zasadniczego twierdzenia algebry.

Lemat 8.9. Dla wielomianu f postaci (1) i dla liczby z0 z Lematu 8.8 mamy, że

f(z0) = 0.

Dowód. Niech h(z)=f(z + z0)=(z + z0)
n + an−1(z + z0)

n−1 + . . .+ a1(z + z0) + a0 =

zn + bn−1z
n−1 + . . . + b1z + b0 dla pewnych b0, b1, . . . , bn−1 ∈ C, bn = 1. Niech k b ↪edzie

najmniejsz ↪a liczb ↪a naturaln ↪a tak ↪a, że bk 6= 0. Wówczas h(z) = zn + bn−1z
n−1 + . . . +

bkz
k + b0. Z Lematu 8.8 mamy, że dla każdego z ∈ C

|zn + bn−1z
n−1 + . . .+ bkz

k + b0| ≥ |f(z0)|

oraz b0 = h(0) = f(z0), wi ↪ec dla z ∈ C mamy

|zn + bn−1z
n−1 + . . .+ bkz

k + b0| > |b0|. (2)

Dla c ∈ (0, 1) podstawmy w nierówności (2): z = c · k

√
− b0

bk
. Otrzymamy wówczas

|cn
(

k

√
−b0
bk

)n

+ bn−1c
n−1

(
k

√
−b0
bk

)n−1

+ . . .+ bkc
k

(
k

√
−b0
bk

)k

+ b0| > |b0|, (3)

wi ↪ec z (3) po uproszczeniach i podstawieniu

dn =
(

k

√
− b0

bk

)n
, dn−1 =bn−1

(
k

√
− b0

bk

)n−1
, . . . , dk+1 =bk+1

(
k

√
− b0

bk

)k+1

uzyskamy

|dncn + dn−1c
n−1 + . . .+ dk+1c

k+1 − b0ck + b0| > |b0| dla c ∈ (0, 1). (4)

Oznaczmy g(x) = dnx
n−k−1 + dn−1x

n−k−2 + . . .+ dk+1. Wtedy z (4) mamy

|ck+1g(c) + b0(1− ck)| > |b0| dla c ∈ (0, 1). (5)

Ponadto |ck+1g(c) + b0(1 − ck)| 6 |ck+1g(c)| + |b0||1 − ck| = ck+1|g(c)| +

+|b0|(1− ck), bo 0 < c < 1. Zatem z (5):

ck+1|g(c)|+ |b0| − |b0|ck > |b0| dla c ∈ (0, 1),

a wi ↪ec

c|g(c)| > |b0| dla c ∈ (0, 1).
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Ponadto

|g(c)| = |dncn−k−1 + dn−1c
n−k−2 + . . .+ dk+1| 6

6 |dn|cn−k−1 + |dn−1|cn−k−2 + . . .+ |dk+1| 6

|dn|+ |dn−1|+ . . .+ |dk+1|,

bo 0 < c < 1. Zatem

c(|dn|+ |dn−1|+ . . .+ |dk+1|) > |b0| dla c ∈ (0, 1).

St ↪ad po przej́sciu do granicy wzgl ↪edem c→ 0 otrzymamy, że 0 ≥ |b0|, czyli |b0| = 0. Ale

f(z0) = b0, wi ↪ec f(z0) = 0. �

2 Poj ↪ecie pierścienia

Definicja 8.10. Pierścieniem nazywamy system algebraiczny (P,+, ·, 0, 1) taki, że

P1. (P,+, 0) jest grup ↪a abelow ↪a;

P2. ∀a,b,c∈P a · (b+ c) = a · b+ a · c;
P3. ∀a,b,c∈P a · (b · c) = (a · b) · c;
P4. ∀a∈P a · 1 = a;

P5. ∀a,b∈P a · b = b · a.

Dzia lanie oznaczane przez + nazywamy dodawaniem, zaś dzia lanie oznaczane przez

· nazywamy mnożeniem, natomiast element oznaczony symbolem 1 nazywamy jedynk ↪a

pierścienia P . Grup ↪e abelow ↪a (P,+, 0) nazywamy grup ↪a addytywn ↪a pierścienia P i ozna-

czamy przez P+. Odejmowanie w pierścieniu (P,+, ·, 0, 1) definiujemy za pomoc ↪a wzoru:

a− b = a+ (−b) dla dowolnych a, b ∈ P. (6)

Nast ↪epuj ↪ace stwierdzenie grupuje podstawowe w lasności dzia lań w pierścieniu.

Stwierdzenie 8.11. Niech (P,+, ·, 0, 1) b ↪edzie pierścieniem. Wówczas:

(i) ∀a∈P a · 0 = 0 · a = 0,

(ii) ∀a,b∈P −(a · b) = (−a) · b = a · (−b) i (−a) · (−b) = a · b,
(iii) ∀a,b,c∈P (a+ b) · c = a · c+ b · c,
(iv) ∀a∈P (−1) · a = a · (−1) = −a,

(v) ∀a,a1,...,an∈P a · (a1 + . . .+ an) = a · a1 + . . .+ a · an,

(vi) 6. ∀a,b,c∈P a · (b− c) = a · b− a · c.
Dowód. (i). Ponieważ 0 = 0 + 0, wi ↪ec na mocy P2: a · 0 = a · (0 + 0) = a · 0 + a · 0,

czyli a · 0 + 0 = a · 0 + a · 0, sk ↪ad z prawa skracania w grupach mamy, że a · 0 = 0. Zatem

na mocy P5 także 0 · a = 0.
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(ii). Na mocy P2 i (i) mamy, że a · b + a · (−b) = a · [b + (−b)] = a · 0 = 0, sk ↪ad

a · (−b) = −(a · b). St ↪ad na mocy P5: −(a · b) = −(b · a) = b · (−a) = (−a) · b. Ponadto,

(−a) · (−b) = −[a · (−b)] = −[−(a · b)] = a · b.
(iii). Na mocy P5, P2 i znowu P5 mamy, że (a+b)·c = c·(a+b) = c·a+c·b = a·c+b·c.
(iv). Na mocy P4 i P5 mamy, że a = a · 1 = 1 · a, wi ↪ec z (ii) i P5, −a = −(a · 1) =

a · (−1) = (−1) · a.

(v). Indukcja wzgl ↪edem n. Dla n = 2 teza wynika z P2. Za lóżmy, że teza zachodzi

dla pewnej liczby naturalnej n > 2 i niech a1, . . . , an, an+1 ∈ P . Wtedy na mocy P2 i

za lożenia indukcyjnego: a·(a1+. . .+an+an+1)=a·[(a1+. . .+an)+an+1]=a·(a1+. . .+an)+

+a · an+1 = a · a1 + . . .+ a · an + a · an+1, czyli teza zachodzi dla liczby n+ 1. �
(vi). Z określenia odejmowania, z P2, z (ii) i znowu z określenia odejmowania mamy,

że a · (b− c) = a · (b+ (−c)) = a · b+ a · (−c) = a · b+ (−(a · c)) = a · b− a · c. �

Ponieważ (P,+, 0) jest grup ↪a abelow ↪a, wi ↪ec ma sens ca lkowita wielokrotność k · a ele-

mentu a ∈ P przez liczb ↪e ca lkowit ↪a k. Przypomnijmy jej określenie:

0 · a = 0, 1 · a = a oraz dla n ∈ N: n · a = a+ . . .+ a︸ ︷︷ ︸
n

i (−n) · a =

= (−a) + . . .+ (−a)︸ ︷︷ ︸
n

.

Z twierdzeń 1.13 i 1.14 wynika od razu nast ↪epuj ↪ace

Stwierdzenie 8.12. Niech (P,+, ·, 0, 1) b ↪edzie pierścieniem. Wówczas:

(i) ∀a∈P∀n,m∈Z n · (m · a) = (nm) · a,

(ii) ∀a∈P∀n,m∈Z (n+m) · a = n · a+m · a,

(iii) ∀a,b∈P∀n∈Z n · (a+ b) = n · a+ n · b.

Stwierdzenie 8.13. Dla dowolnych elementów a, b pierścienia P i dla każdego k ∈ Z
zachodzi wzór:

k · (a · b) = (k · a) · b = a · (k · b). (7)

Dowód. Ponieważ 0 · (a · b) = 0, (0 · a) · b = 0 · b = 0 i a · (0 · b) = a · 0 = 0 na

podstawie definicji mnożenia elementu pierścienia przez liczb ↪e ca lkowit ↪a 0 oraz na mocy

Stwierdzenia 8.11 (i), wi ↪ec dla k = 0 wzór (7) zachodzi. Za lóżmy, że wzór (7) zachodzi

dla pewnego k ∈ N0. Wtedy (k+1)·(a·b) = k ·(a·b)+a·b = (k ·a)·b+a·b = (k ·a+a)·b =

[(k+1)·a]·b oraz (k+1)·(a·b) = k·(a·b)+a·b = a·(k·b)+a·b = a·(k·b+b) = a·[(k+1)·b], wi ↪ec

wzór (7) zachodzi wówczas także dla liczby k + 1. Wobec tego na mocy zasady indukcji

wzór (7) zachodzi dla każdego k ∈ N0.

Niech teraz k = −n, gdzie n ∈ N. Wtedy k · (a · b) = n · [−(a · b)] = n · [(−a) · b] =

[n·(−a))]·b = (k ·a)·b oraz k ·(a·b) = n·[−(a·b)] = n·[a·(−b)] = a·[n·(−b)] = a·(k ·b), na

mocy pierwszej cz ↪eści rozwi ↪azania i w lasności ca lkowitej wielokrotności elementu grupy

addytywnej pierścienia P . Wobec tego wzór (7) zachodzi także dla dowolnej ujemnej

liczby ca lkowitej k, co kończy dowód. �
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W pierścieniu P możemy też określić nieujemn ↪a ca lkowit ↪a pot ↪eg ↪e dowolnego elementu

a ∈ P przyjmuj ↪ac, że:

a0 = 1, a1 = a oraz dla n ∈ N: an+1 = an · a (czyli an = a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
n

).

Z Wniosku 1.4 wynika natychmiast nast ↪epuj ↪ace

Stwierdzenie 8.14. Niech (P,+, ·, 0, 1) b ↪edzie pierścieniem. Wówczas:

(i) ∀a∈P∀n,m∈N0 a
n · am = an+m.

(ii) ∀a∈P∀n,m∈N0 (an)m = anm.

Stwierdzenie 8.15. Dla dowolnych elementów a, b pierścienia P i dla dowolnego

n ∈ N, n ≥ 2 zachodzi wzór:

an − bn = (a− b) ·
(
an−1 + an−2b+ . . .+ abn−2 + bn−1

)
. (8)

Dowód. Po opuszczeniu nawiasów otrzymamy, że

(a − b) · (an−1 + an−2b + . . . + abn−1 + bn−1) = an + an−1b + . . . + a2bn−2 + abn−1+

−an−1b− an−2b− . . .− abn−1 − bn = an − bn, co kończy dowód wzoru (8). �

Podstawiaj ↪ac we wzorze (8) w miejsce b element −b i uwzgl ↪edniaj ↪ac to, że dla k ∈ N0,

(−b)2k = b2k oraz (−b)2k+1 = −b2k+1 uzyskamy nast ↪epuj ↪ace

Stwierdzenie 8.16. Dla dowolnych elementów a, b pierścienia P i dla dowolnego

n ∈ N zachodzi wzór:

a2n+1 + b2n+1 = (a+ b) ·
(
a2n − a2n−1b+ a2n−2b2 − . . .+ a2b2n−2 − ab2n−1 + b2n

)
. (9)

Stwierdzenie 8.17. Dla dowolnych elementów a, b pierścienia P i dla dowolnego

n ∈ N zachodzi wzór:

(a+ b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
an−kbk. (10)

Dowód. Stosujemy indukcj ↪e wzgl ↪edem n. Dla n = 1, L = (a + b)1 = a + b, P =
1∑

k=0

(
1

k

)
a1−kbk =

(
1

0

)
a1b0 +

(
1

1

)
a0b1 = a · 1 + 1 · b = a+ b, czyli L = P i teza zachodzi

dla n = 1. Za lóżmy, że wzór (10) zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n. Wtedy

(a + b)n+1 = (a + b) · (a + b)n = a · (a + b)n + b · (a + b)n = a ·
n∑

k=0

(
n

k

)
an−kbk + b ·

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk =

n∑
k=0

(
n

k

)
an+1−kbk +

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk+1 = an+1 +

n∑
k=1

(
n

k

)
an+1−kbk +

bn+1 +
n−1∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk+1 = an+1 + bn+1 +

n−1∑
j=0

(
n

j + 1

)
an−jbj+1 +

n−1∑
j=0

(
n

j

)
an−jbj+1. Ale(

n
j+1

)
+
(
n
j

)
=
(
n+1
j+1

)
dla j = 0, 1, . . . , n− 1, wi ↪ec uzyskujemy st ↪ad, że (a+ b)n+1 = an+1 +
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bn+1+
n−1∑
j=0

(
n+ 1

j + 1

)
an−jbj+1 = an+1+bn+1+

n∑
k=1

(
n+ 1

k

)
an+1−kbk =

n+1∑
j=0

(
n+ 1

k

)
an+1−kbk.

Zatem wzór (10) jest wówczas prawdziwy także dla liczby n + 1. St ↪ad na mocy zasady

indukcji mamy tez ↪e. �

Zagadka 1. Niech P1, . . . , Pn b ↪ed ↪a pierścieniami. W zbiorze P1 × . . .× Pn określamy

dodawanie i mnożenie nast ↪epuj ↪aco:

(a1, . . . , an) + (b1, . . . , bn) = (a1 + b1, . . . , an + bn),

(a1, . . . , an) · (b1, . . . , bn) = (a1 · b1, . . . , an · bn),

Niech 0 = (0, . . . , 0) oraz 1 = (1, . . . , 1). Udowodnij, że (P1 × . . . × Pn,+, ·, 0, 1) tworzy

pierścień.

Zagadka 2. NiechX b ↪edzie dowolnym niepustym zbiorem i niech P b ↪edzie pierścieniem.

W zbiorze PX wszystkich funkcji ze zbioru X w zbiór P wprowadzamy dodawanie i

mnożenie, przyjmuj ↪ac, że dla dowolnych f, g ∈ PX :

(f + g)(x) = f(x) + g(x) dla każdego x ∈ X,

(f · g)(x) = f(x) · g(x) dla każdego x ∈ X.

Udowodnij, że zbiór PX z tymi dzia laniami jest pierścieniem.

Zagadka 3. Niech K b ↪edzie dowolnym cia lem. Udowodnij, że podzbiór

T2(K) =

{[
a b

0 a

]
: a, b ∈ K

}
zbioru 2× 2-macierzy nad cia lem K, tworzy pierścień ze

wzgl ↪edu na zwyk le dodawanie i mnożenie macierzy.

Zagadka 4. Niech P b ↪edzie dowolnym pierścieniem. W zbiorze P × P wprowadzamy

dodawanie i mnożenie przyjmuj ↪ac, że dla dowolnych a, b, c, d ∈ P :

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d) oraz (a, b) · (c, d) = (a · c, a · d+ b · c).

Udowodnij, że (P × P,+, ·, (0, 0), (1, 0)) jest pierścieniem. B ↪edziemy go oznaczali przez

D2(P ).

Zagadka 5. Niech T b ↪edzie niepustym zbiorem i niech {Pt}t∈T b ↪edzie rodzin ↪a pierścieni

oraz P =
∏
t∈T

Pt. W zbiorze P wprowadzamy dodawanie + i mnożenie · przyjmuj ↪ac dla

dowolnych (at)t∈T , (bt)t∈T ∈ P , że

(at)t∈T + (bt)t∈T = (at +t bt)t∈T , (11)

(at)t∈T · (bt)t∈T = (at ·t bt)t∈T . (12)
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Udowodnij, że jeśli 0 = (0t)t∈T oraz 1 = (1t)t∈T , to (P,+, ·, 0, 1) jest pierścieniem.

Zagadka 6. Za lóżmy, że w pierścieniu P istnieje a 6= 0 takie, że an = 0 dla pewnego

naturalnego n. Udowodnij, że wówczas istnieje c ∈ P \ {0} takie, że c2 = 0.

Zagadka 7. Za lóżmy, że w pierścieniu P istnieje a takie, że an = 0 dla pewnego

naturalnego n > 1. Udowodnij, że wówczas (1− a) · b = 1 dla pewnego b ∈ P .
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