Wykiad 9
Podpierscienie, elementy
odwracalne, dzielniki zera

1 Okreslenie podpierscienia

Definicja 9.1. Podpierscieniem pierscienia (P, +,-,0,1) nazywamy taki podzbiér
A C P, ktory jest pierscieniem ze wzgledu na wszystkie dzialania okreslone w pierscieniu
P (zredukowane do A).

Stwierdzenie 9.2. A C P jest podpierscieniem pierscienia P wtedy i tylko wtedy, gdy
spetnia nastepujace warunki:

(I) 1€ A oraz (II) Vopea a —b,a-b € A.

Dowéd. Zalézmy, ze A jest podpierscieniem pierscienia P. Wtedy 0,1 € A (ze
wzgledu na wykonalnos$é dziatain 0-argumentowych) oraz dla dowolnego a € A, —a € A
(ze wzgledu na wykonalno$é dziatania 1-argumentowego) i ponadto dla a,b € A, a-b € A
oraz a —b=a+ (—b) € A (ze wzgledu na wykonalnos¢ mnozenia i dodawania).

Na odwrét, zalézmy, ze 1 € A oraz a —b,a-b € A dla dowolnych a,b € A. Wtedy 0 =
1-1€ A ,skaddlabe A, —b=0-be A, wiecdlaa,b € A, a+b=a—(-b) € A. Zatem
w A jest wykonalne mnozenie i dodawanie. Poniewaz wszystkie aksjomaty pierscienia sa
spelione nawet w P, wiec (A, +,+,0,1) jest pierscieniem. [J

Stwierdzenie 9.3. W dowolnym pierscieniu P podzbior (1) = {k-1 : k € Z} jest
najmniejszym (w sensie inkluzji) podpierscieniem P.

Dowéd. Poniewaz 1 = 1-1, wiec 1 € (1). Wezmy dowolne a,b € (1). Wtedy
istnieja k,l € Z takie, ze a = k-1ib=1-1. Stada—b= (k—1)-1 € (1) oraz
a-b=(k-1)-(-1) = (kl) -1 € (1). Zatem na mocy Stwierdzenia 9.2, (1) jest
podpierscieniem w P. Niech A bedzie dowolnym podpierscieniem pierscienia P. Wtedy
1 € Ai A jest podgrupa grupy P*. Stad (1) C A, czyli (1) jest najmniejszym w sensie
inkluzji podpierécieniem w P. [J

Twierdzenie 9.4. Czesé wspdlna dowolnej niepuste) rodziny podpierscient pierscienia
P jest podpierscieniem P.

Dowéd. Niech {A;}ier bedzie dowolna niepusta rodzina podpierscieni pierscienia P
oraz niech A = (,., A¢. Poniewaz 1 € A, dlakazdegot € T', wiec 1 € A. Wezmy dowolne
a,b € A. Wtedy a,b € A; dla kazdego t € T, wiec ze Stwierdzenia 9.2, a — b,a - b € A;
dla kazdego t € T. Zatem a — b,a-b € A. Stad na mocy Stwierdzenia 9.2, A jest
podpierscieniem pierécienia P. [



Przyklad 9.5. Niech P bedzie pierscieniem. Udowodnimy, ze dla dowolnego pod-
zbioru X C P istnieje najmniejszy (w sensie inkluzji) podpierscien pierécienia P zawie-
rajacy zbiér X. Nazywamy go podpierscieniem generowanym przez zbior X i oznaczamy
przez [X]. Zatem:

X C[X] i [X] jest podpierscieniem pierscienia P oraz (1)
[X] C A dla kazdego podpierscienia A pierscienia P takiego, ze X C A. (2)

Rzeczywiscie, niech { A, }ier bedzie rodzina wszystkich podpierscieni pierécienia P zawie-
rajacych zbiér X. Wtedy P € {A;}er, wiec z Twierdzenia 9.3 mamy, ze A = (. Ay jest
podpierscieniem pierscienia P. Ale X C A; dla kazdego t € T, wiec X C A, skad A jest
najmniejszym elementem w rodzinie {A; };e7, czyli A jest najmniejszym podpierscieniem
pierscienia P zawierajacym zbiér X.

Ze Stwierdzenia 9.3 wynika od razu, ze [0)] = (1) = {k-1: k € Z}. Natomiast dla
X # () mamy nastepujace

Stwierdzenie 9.6. Niech X bedzie niepustym podzbiorem pierscienia P. Wowczas [X|
sktada sie ze wszystkich skonczonych sum elementow postaci s -1 oraz k- x1-xo... Xy,
gdzie s,k € Z, x1,x9,..., 2, € X orazn =1,2,....

Dowdd. Oznaczmy przez S zbiér wszystkich skoniczonych sum elementow postaci s- 1
oraz k-xy-Ts ... x,, gdzie s,k € Z, x1,29,...,x, € X orazn =1,2,.... Poniewaz 1 = 1-1,
wiec 1 € S. Wezmy dowolne a,b € S. Wtedy a jest skoriczona suma elementéw postaci
s-loraz k-xy-x5... x,, dla pewnych s,k € Z, x1,x5,...,2x, € X i pewnych n € N oraz
b jest skonczona suma elementéw postaci t-1 oraz [ -y - Yo ... Ym, dla pewnych ¢,[ € Z,
Y1,Y2, - Ym € X 1 pewnych m € N. 7 rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania
wynika zatem, ze a - b jest skoriczona suma elementéw postaci (s-1) - (¢-1) = (st) - 1,
(s:1)-(k-xy-zg...oxp) = (Sk) w1 29 .o 2y, (koxy- .. coxy)-(E-1) = (kt) -2y 2. . .-y,
(kexy-zg. . oxn)-(Lyrye .. Ym) = (Kl) 2122 . Zp Y1 Yo . . .- Ym, Wiec a-b € S. Ponadto,
s l—t-1=(s=t)-1i—=(-y1 Y2 Ym)=(=0)-y1-Y2... Ym, wieca—b € S. Zatem
na mocy Stwierdzenia 9.2, S jest podpierécieniem pierscienia P. Ponadto dla dowolnego
r € X mamy, ze x =1 -z, wiec x € S. Zatem X C S.

Niech teraz A bedzie dowolnym podpierécieniem pierscienia P takim, ze X C A. Po-
niewaz 1 € A1 A < P, wiec (1) C A, skad s-1 € A dla kazdego s € Z. WeZmy
teraz dowolne k € Z, dowolne n € N i dowolne x1,...,x, € X. Wtedy z1,...,2, € A
i A jest pierScieniem, wiec k- x1 - 2o... 1, € A. Ale A jest podgrupa grupy P*, wiec
wszystkie skonczone sumy elementéw postaci s -1 oraz k- a1 - 2o... - x,, gdzie s,k € Z,
X1, To, ..., Ty € X orazn=1,2,..., naleza do A. Zatem S C A.

W ten sposéb wykazalismy, ze S spelnia warunki (1) i (2), czyli S = [X]. O

Jesli X jest zbiorem skoriczonym oraz X = {ay,...,an}, to zamiast [{ai,...,an}]
bedziemy pisali [ay, . .., am).



Uwaga 9.7. Ze Stwierdzenia 9.6 wynika od razu, ze jesli X = {a}, to podpierscien [a]
sktada sie ze wszystkich elementéw postaci ko-1+ky-a+. ..+ k,,-a™, gdzie ko, k1, ..., k, €
Z oraz m =0,1,2,.... Zatem:

[a}:{k0-1+k1-a+...+kn-a”:ko,kl,...7knGZ, n:0,1,2,...}. (3)

Podstawiajac X = {a,b} uzyskamy, ze podpiericien [a,b] sklada sie ze wszystkich
skoriczonych sum elementéw postaci k - a'b?, gdzie k € Z oraz i,j € Ny.

Podstawiajac X = {ay, as, ..., as} uzyskamy, ze podpierscieni [ay, as, ..., a,] skltada sie
ze wszystkich skoriczonych sum elementéw postaci k - aj' - a2 - ... - als, gdzie k € Z oraz
11,19, ..,15 € Np.

Stwierdzenie 9.8. Niech X 1Y beda podzbiorami pierscienia P. Wowczas:

(i) [X] C [Y] X C [Y),

(i) [X]=[Y] < (X C[Y] oraz Y C [X]).

Dowéd. (i). Zalézmy, ze [X] C [Y]. Poniewaz na mocy (1), X C [X], wiec stad
X C [Y]. Na odwrét, zalézmy, ze X C [Y]. Wtedy [Y] jest jakim$ podpierscieniem,
ktéry zawiera podzbiér X, wiec na mocy (2), [X] C [Y].

(7). Poniewaz [X| = [Y] & ([X] C [Y] oraz [Y] C [X]), wiec teza wynika od razu z
punktu (z). O

2 Przyklady pierscieni i podpierscieni

Przyklad 9.9. Kazde cialo jest pierscieniem. Podpierscienie ciat sa pierscieniami.

Przyklad 9.10. Podpierscienie ciala C nazywamy pierscieniami liczbowymi. Oczy-
wiscie sa one pierscieniami. Niech P bedzie pierécieniem liczbowym i niech k € Z, m € N
beda liczbami wzglednie pierwszymi. Pokazemy, ze wéwczas:

k

1
—ece P& —c¢P.
m m

Rzeczywiscie, zatézmy, ze % € P. Wtedy % =k- % € P, wiec % € P. Na odwrdt,

zalézmy, ze % € P. Poniewaz liczby k i m sa wzglednie pierwsze, wiec istnieja z,y € Z
takie, ze kx + my = 1. Stad % =x- % +y-1¢€ P, bo P jest podpierscieniem ciata C
oraz%EPileP.
Przyktady pierscieni liczbowych:

a) Pierscien liczb calkowitych Z.

b) Z Uwagi 9.7 wynika, ze dla ustalonej liczby naturalnej a > 1

E} :{%:n,kEZ,k}EO}
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jest najmniejszym podpierscieniem w Q zawierajacym % Ponadto a = p{'p3*...p% dla

pewnych réznych liczb pierwszych pi,ps,...,ps 1 pewnych aq,ag,...,a, € N. Zatem

a 1

n=pyt.. .. -p%~1 € N. Ponadto -

I m—y [l} Zatem ze Stwierdzenia
Ps co'Ds a

Py
9.8, [pl.}_.p } - [ﬂ Niech « bedzie najwieksza z liczb aq, ..., as € N. Wtedy a—a; € Ny
; - — o1 | L Qs 1 _ 1 _ m
dla kazdego i = 1,...,s, skad m = pj oo Pl € Noraz - = T T e
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Zatem na mocy Stwierdzenia 9.8, [ﬂ C [pl ] Zauwazmy

jeszcze, ze dodatkowo zachodzi wzor:
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Pr-...Ds P1 D2 Ps
Rzeczywiscie, —— = L . L. .1 [i,i,...,i], wiec ze Stwierdzenia 9.8,
P1-...-Ps p1 p2 Ps p1’ p2 Ps
[ L } C [i,i,...,i]. Ponadto m; = P22-Ps ¢ N dla kazdego i = 1,2,...,s oraz
P1---Ps p1’ p2 Ps pi
L—m —1—c L }, wiec na mocy Stwierdzenia 9.8, [i, Lo i} - [ L },
pi P1----'Ps P1----Ps P17’ p2 Pps P1----'Ps
co konczy dowdd wzoru (4). Z Uwagi 9.7 mamy ponadto wzor:
1 1 1 n
Ty e, — | = :nEZ,kl,kg...,kSENo . (5)
ki ko k
P1 P2 Ds by -py - Ds°

¢) Niech d bedzie liczba calkowita, ktéra nie jest kwadratem liczby catkowitej. Wéwcezas
z teorii liczb wiadomo, ze d nie jest kwadratem liczby wymiernej. Okreslamy v/d jako
zwykly pierwiastek arytmetyczny z liczby d dla d > 0, za$ dla d < 0 okreslamy v/d =
\/m - 1. Zatem w obu przypadkach (\/3)2 = d. Wébwcezas na mocy Uwagi 9.7
[Vd] = {a+bVd : a,b € Z} jest najmniejszym podpierscieniem ciala C zawierajacym
Vd. Ten podpiericien bedziemy dalej oznaczali przez Z[v/d]. Zatem

ZIVd) = {a+b/d:abeZ}
Z niewymiernosci liczby v/d wynika, ze dla dowolnych aq, as, by, bs € Q:
a1 + bl\/a =as + bg\/zl <= (a3 = ay oraz by = by).

d) Niech d bedzie liczba caltkowita, ktéra nie jest kwadratem liczby catkowitej taka, ze
2
d = 1(mod 4). Poniewaz (”2‘/3) = 1+2\/3 + 1 wiec na mocy Uwagi 9.7, [1+2\/&] _

47
14+Vd
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{r+y- %E :x,y € Z} jest najmniejszym podpierécieniem ciata C zawierajacym

Ten podpierscien bedziemy dalej oznaczali przez Z [%ﬂ . Zatem:
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Przyklad 9.11. Niech m > 1 bedzie liczba naturalna i niech Z,, = {0,1,...,m — 1}.
Dla a,b € Z,, okreslamy:

Z niewymiernosci liczby wynika, ze dla dowolnych ay, as, by, by € Q:

a; + by <= (a; = ay oraz by = by).

a®,,b = reszta z dzielenia a + b przez m;

a®,,b = reszta z dzielenia a - b przez m.

Woéwezas na mocy Wyktadu 1 (Z,,, @, Om,0,1) jest pierscieniem. Nazywamy go
pierscieniem reszt modulo m 1 oznaczamy przez Zy,.

Przyklad 9.12. Zbiér wszystkich wielomianéw o wspélezynnikach zespolonych (rze-
czywistych, wymiernych, catkowitych) z dodawaniem i mnozeniem funkcji tworzy pierscieri.
Oznaczamy go odpowienio przez C[z], Rlz], Q[z] i Z[z].

Przyklad 9.13. Niech Pi,..., P, beda pierscieniami. W zbiorze P; X ... X P,
okreslamy dodawanie i mnozenie nastepujaco:

(al,...,an)—i—(bl,...,bn):(al—l—bl,...,an—l—bn),
(al,...,an)-(bl,...,bn):(al-bl,...,an-bn),

Ponadto okreslamy 0 = (0,...,0) oraz 1 = (1,...,1). Mozna sprawdzi¢, ze wtedy
(Pyx...xP,,+,-,0,1) tworzy pierscien. Nazywamy go iloczynem kartezjariskim pierscieni
Py,...,P,.

Przyklad 9.14. Dowolny zbiér jednoelementowy P = {a} z dzialaniami + i - takimi,
ze a+a=aia-a= aoraz z wyroznionymi elementami 0 = 1 = a tworzy pierécien.
Nazywamy go pierscieniem zerowym. Zauwazmy, ze jesli pierscien P jest niezerowy, to
|P| > 1, wiec istnieje niezerowe a € P. Wtedy a = a -1 oraz a -0 = 0 # a, skad wynika,
ze 0 # 1 w P. Na odwrét, jesli 0 # 1 w pierscieniu P, to |P| > 1, wiec pierscienr P nie
jest zerowy.

Przykiad 9.15. Niech A i B beda podpierscieniami pierscienia P. Oznaczmy przez
AB zbior wszystkich skoniczonych sum elementéw postaci a-b, gdziea € A, b € B. Wtedy
1 =1-1 € AB. Ponadto z okreslenia AB oraz z tego, ze —(a-b) = (—a)-b wynika od razu,
zejeslixz,y € AB, to x—y € AB. Ponadto z rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania
iz tego, ze dla aj,as € A, by,by € B jest (aj - by) - (az - by) = (a1 - az) - (by - by) € AB
wynika, ze dla dowolnych x,y € AB, z-y € AB. Zatem na mocy Stwierdzenia 9.2 mamy,
ze AB jest podpierscieniem pierscienia P. Zauwazmy jeszcze, ze dla a € Aib € B,
a=a-1€ ABib=1-b€ AB, awiec AUB C AB. Jedli S jest podpierscieniem
pierscienia P takim, ze AU B C S, to dla dowolnych a € Aib € B mamy a,b € S, skad
a-be S, azatem AB C S. W takim razie AB = [AU B], czyli AB jest najmniejszym w
sensie inkluzji podpierécieniem pierscienia P zawierajacym zbiér AU B.



3 Elementy odwracalne

Definicja 9.16. Powiemy, ze a € P jest elementem odwracalnym pierscienia P, jezeli
istnieje x € P takie, ze a - x = 1. Zbiér wszystkich elementéw odwracalnych pierscienia
P oznaczamy przez P*.

Przyklad 9.17. Niech d bedzie liczba naturalna, ktora nie jest kwadratem liczby
naturalnej. Z elementarnej teorii liczb wiemy, ze istnieje wéwczas nieskonczenie wiele par
(z,) € NxN takich, ze 22 —dy? = 1. Stad w piericieniu Z[V/d]: (z+yvd)(z—yv/d) = 1.
Wobec tego = + yv/d € (Z[v/d])* i pierdcieri Z[+v/d] ma nieskoniczenie wiele elementéw
odwracalnych.

Przyklad 9.18. Niech py, po, ..., ps beda réznymi liczbami pierwszymi. Pokazemy, ze

1 1 11"
[p—l,p—2,...,p—] :{:I:plflp?...pl;s ki, ke, .. ks € 7).
S
Ze wzoru (5) wynika, ze +p!'p2 .. . pl € [pil, p%, ce pi] dla dowolnych I,1s,...,l, € Z.

Wezmy dowolne ky, ky, . . ., ks € Z. Wtedy (£piph2 .. pFs)-(£p; " py ™ .. p7F) = 1, skad

*
k1, ko ks 1 1 1 ; 1 1 1 4 . h =
+£pi'py .. pe € [pl,m,...,pJ . Niech teraz a € [pl,m,...,pJ . Wéwczas a-b =1

dla pewnego b L L LI Ponadto ze wzoru a =>4 _—ib= 72
p g € 1’ p2’ ’ ps (5>’ pllqp’;zmplscs plllplf...pés

dla pewnych nq,n, € Z oraz dla pewnych k;,[; € Ny dlat=1,2,...,s. Zatem niny =
plf1+l1p§2+l2 _..phstls. Wobec tego ny = £pi'p...pts dla pewnych t1,to,...,t, € Ny,
skad a = £plt " Mple=h | pts=ks co koticzy nasz dowdd.

Twierdzenie 9.19. Dia dowolnego pierscienia P system algebraiczny (P*,-,1) jest
grupq abelowg.

Dowéd. Poniewaz 1-1 =1, wiec 1 € P*. Niech a € P*. Wtedy istnieje x € P takie,
zea-x=1,skad x-a =1, czyli x € P*. Dalej, dla a,b € P* istnieja x,y € P takie, ze
a-x=1ib-y=1,wiec (a-b)-(x-y) =(a-x)-(b-y) =1-1=1, czyli a-b € P*. Poniewaz
mnozenie jest taczne w P, wiec mnozenie jest taczne w P*. Zatem z tych rozwazan mamy,
ze (P*,-,1) jest grupa. Natomiast z P5 wynika od razu, ze grupa ta jest abelowa. [

Uwaga 9.20. Element odwrotny do elementu a € P* oznaczamy przez a~!. Z dowodu
Twierdzenia 2 wynika, ze dla dowolnych a,b € P* mamy wzor:

(a-b)y t=at b1
Stwierdzenie 9.21. Niech m > 1 bedzie liczbg naturalng. Wowczas zachodzi wzor:
Zy, ={a€{l,2,...,m}: (a,m) = 1}.

W szezegolnosci |Z.%,| = o(m).



Dowé6d. Wezmy dowolne a € ZF,. Wtedy a € {0,1,...,m — 1} oraz istnieje © € Z,,
takie, ze a®,,x = 1. Stad [a-z],, = 1, a wiec a-x = 1(mod m). Zatem z elementarnej teorii
liczb, (a,m)|1, skad (a,m) = 1. Ale m > 1, wiec (m,0) =m > 1, czylia € {1,2,...,m}.

Na odwrét, niech a € {1,2,...,m} i (a,m) = 1. Poniewaz m > 1, wiec (m,m) =m >
1, skad a € {1,2,...,m — 1}, czyli a € Z,,. Ponadto z elementarnej teorii liczb istnieje
y € Z takie, ze a -y = 1(mod;m), skad x = [yl € Zy, 1 a-x = 1(mod;m). Zatem
a@pmx=[a-z|,=][1],=1, wiec a € Z,.

Stwierdzenie 9.22. Niech Py, P, ..., P, beda dowolnymi pierscieniami. Wowczas:
(PLX Pox...xP) =P xPyx...xPr.

Dowéd. Wezmy dowolne x € (P X Py X ... X P,)*. Wtedy x € P X Py x ... X P, i
istnieje y € Py X Py X ... X P, takie, ze x-y = (1,1,...,1). Alex = (z1,29,...,2,) 1y =
(y1,Y2, - - -, yn) dlapewnych z;,y; € P, i =1,2,...,noraz x-y = (T1-Y1, T2 Y2, - - -, Tn*Yn),
wiec z; -y; =1,skad z; € P dlat=1,2,...,n. Zatemz € P x Py x ... X Pr.

Na odwrot, wezmy dowolne x € Pf x Py x ... x P*. Wtedy istnieja z; € P, i =
1,2,...,n, takie, ze © = (1, x2,...,x,). Stad dla kazdego ¢ = 1,2, ..., n istnieje y; € P,
takie, ze x; - y; = 1. Wobec tego vy = (Y1,Y2,.--,Yn) € PP X Po X ... X Pyixz- -y =
(1 Y1, %2 Y2y, Ty - yn) = (1,1,...,1). Zatem x € (P, X P, X ... x P,)*. O

4 Dzielniki zera

Definicja 9.23. Moéwimy, ze element a pierscienia P jest dzielnikiem zera, jezeli
istnieje niezerowy element b € P taki, ze a - b = 0. Elementy pierscienia P, ktére nie sa
dzielnikami zera nazywamy elementami reqularnymi. Zbior wszystkich dzielnikéw zera
pierscienia P bedziemy oznaczali przez D(P), za$ zbiér wszystkich elementéw regularnych
pierscienia P bedziemy oznaczali symbolem R(P).

Uwaga 9.24. Zauwazmy, ze w dowolnym pierscieniu P: D(P) = P\ R(P). W kazdym
pierscieniu niezerowym P mamy, ze 0 # 1 oraz 0 -1 = 0, wiec 0 jest dzielnikiem zera
w kazdym pierscieniu niezerowym P. Dzielniki zera rézne od 0 nazywamy wtasciwymi
dzielnikams zera.

Przyklad 9.25. Niech A i B beda niezerowymi pierscieniami. Wowczas pierécien
A x B posiada wtasciwe dzielniki zera, ktérymi sa (1,0) i (0,1), gdyz te elementy sa
rézne od (0,0) 1 (1,0)-(0,1) =(1-0,0-1) = (0,0).

Przyklad 9.26. Dla liczb zlozonych m pierscien Z,, posiada wlasciwe dzielniki zera,
gdyz istnieja liczby naturalne a,b < m takie, ze a - b = m i wtedy a, b sa niezerowymi
elementami pierscienia Z,, oraz a ®,, b = 0.



Stwierdzenie 9.27. Niech P, P,, ..., P, beda dowolnymi pierscieniami. Wowczas:
R(Py X Pyx ... x P,)=R(P) x R(P) x ... x R(P,).
W szczegolnosci:
D(PLxPyx...XxP,)=(PLX Pyx...x P,)\[R(P) X R(P2) x ... x R(P,)].

Dowéd. WeZzmy dowolne © € R(Py X Py X ... x P,). Wtedy x = (21, 29,...,2,) dla
pewnych z; € P;, i =1,2,...,n. Ustalmy ¢« = 1,2,...,n i wezmy dowolne a; € P; takie,
ze x;-a; = 0. Niech a; = 0 dla wszystkich j € {1,2,...,n}\ {i} oraz a = (a1, as, ..., a,).
Wtedy x -a = (0,0,...,0), wiec z regularnosci z, a = (0,0,...,0), skad a; = 0. Oznacza
to, ze x; € R(P;) dla kazdego i = 1,2,...,n. Zatem R(P; X P, x ... X P,) C R(P;) x
R(Py) X ... x R(P,).

Wezmy dowolne © € R(P;) X R(P;) x ... x R(P,). Wtedy istnieja z; € R(P;), i =

1,2,...,n, takie, ze x = (21,22, ..., x,). Wezmy dowolne a € P} X Py X ... X P, takie, ze
z-a=(0,0,...,0). Wtedy a = (ay,as,...,a,), wiec (0,0,...,0) = (z1a1, 209, . . ., Tnay,),
wiec dla kazdegoi =1,2,...,n: x;-a; = 0, skad na mocy regularnosci elementu z;, a; = 0.

Wobec tego a = (0,0,...,0) i element = jest regularny. Zatem R(P;) x R(P) X ... X
R(P,) CR(PLXx Pox...xP,). O

Twierdzenie 9.28. W dowolnym pierscieniu P:

(i) iloczyn elementow reqularnych jest elementem reqularnym;

(i) jesli a € P jest reqularny i a-x =a-y, to x =vy;

(111) kazdy element odwracalny jest elementem reqularnym.

Dowéd. (i). Niech a,b € P beda elementami regularnymi. Wezmy dowolny = € P
taki, ze (ab)zr = 0. Wtedy a(br) = 0, wiec z regularnosci a, bxr = 0, skad z = 0, z
regularnosci b. Zatem ab jest elementem regularnym.

(#7). Niech a € P bedzie elementem regularnym i niech x,y € P beda takie, ze ax = ay.
Wtedy a(x —y) = 0, skad z regularnosci @ mamy, ze x —y = 0, czyli = = y.

(17i). Zalézmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje element odwracalny a € P, ktéry jest
dzielnikiem zera. Zatem istnieje niezerowe b € P takie, ze a - b = 0 oraz istnieje z € P
takie, ze a-x = 1. Wobec tegob=0b-1=b-(a-z)=(b-a)-z=(a-b)-2=0-2=01
mamy sprzecznos¢. [

Whiosek 9.29. Dowolne cialo nie posiada wtasciwych dzielnikow zera. [

Definicja 9.30. Niezerowy pierscien P, ktéry nie posiada wiasciwych dzielnikow zera
nazywamy dziedzing catkowitosci.

Wobec tego, dziedziny calkowitosci sa to takie niezerowe pierscienie, w ktérych kazdy
element niezerowy jest regularny. W szczegdlnosci na mocy Wniosku 9.29, kazde cialo



jest dziedzina calkowitosci, a nawet kazdy podpierscien ciata jest dziedzina catkowitosci.
Z Twierdzenia 9.28 mamy natychmiast nastepujacy

Whniosek 9.31. Jezeli a jest niezerowym elementem dziedziny catkowitosci P oraz
x,y € P sq takie, ze ax = ay, to x =y. U

Zagadka 1. Udowodnij, ze dla dowolnych pierécieni A i B:

D(A x B) = [A x D(B)] U[D(A) x R(B)].

Zagadka 2. Wyznacz (Q x Z)*, D(Q x Z) i R(Q x Z).

Zagadka 3. Czy suma dwdch dzielnikéow zera pierscienia P moze by¢ elementem
odwracalnym w P?

Zagadka 4. Czy ¢ nalezy do podpierscienia [%z} ciata C?

Zagadka 5. Niech k; € Z,m; € N;m; > 1 oraz NWD(k;,m;) = 1 dla kazdego

1=1,2,...,s. Udowodnij, ze w ciele Q zachodzi wzor:
ok k] 1
my me’ mg | | myemag ...y

Zagadka 6. Niech A bedzie podpierscieniem pierécienia P i a € A. Czy jest prawda,
ze

(a) jesli a € P*, to a € A*?

(b) jesli a € A*, to a € P*?

(c) jesli a jest dzielnikiem zera w P, to a jest dzielnikiem zera w A?

(d) jesli a jest dzielnikiem zera w A, to a jest dzielnikiem zera w P?

Zagadka 7. Niech P bedzie pierscieniem skonczonym. Udowodnij, ze R(P) = P*.
Uzasadnij tez, ze skonczona dziedzina catkowitosci jest cialem.



