Wykiad 11

Przeksztalcenia liniowe a macierze

1 Izomorfizm przestrzeni L(V;W) i M, «,(R)

Twierdzenie 11.1. Niech V i W bedq przestrzeniami liniowymsi o bazach uporzqdkowanych
(a1,...,an) 0 (B1,- .., Bm) odpowiednio. Niech p: L(V; W) — My, xn(R) bedzie przeksztatceniem,
ktore kazdemu f € L(V; W) przyporzadkowuje macierz f w podanych bazach przestrzeni V i
W. Wowczas @ jest izomorfizmem liniowym.

Dowéd. Niech f,g € L(V;W) i niech A = [a;5] oraz B = [b;;] beda macierzami f i g
odpowiednio, w rozpatrywanych bazach przestrzeni V i W. Wtedy dla kK =1,...,n mamy, ze

(f + 9)(aw) = f (o) + glow) Zazk o B + szk’ o fi= Z (aik + bir) o Bi,
=1
wiec, ze wzoréw (5) i (6), A + B jest macierza przeksztalcenia liniowego f 4+ ¢g w zadanych
bazach przestrzeni V i W, czyli o(f + g) = ¢(f) + ¢(g). Dalej, dla dowolnego a € R oraz dla
dowolnego k =1,...,n
m m
(a- f)(ax) =ao flar) =ao awofBi=>» (a-ay)op,
i=1 i=1
skad macierza przeksztalcenia a - f w rozpatrywanych bazach jest a- A, czyli p(a- f) = a-o(f).
Zatem ¢ jest przeksztalceniem liniowym. Jezeli o(f) = ¢(g), to na mocy twierdzenia 10.6,
fla) = g(a) dla dowolnego e € V', skad f = g. Zatem przeksztalcenie ¢ jest réznowartosciowe.
Wezmy dowolne A = [a;;] € Mpxn(R) i niech f = Zam o pij, gdzie (@ij);=1, . m jest baza

i, J=1m

przestrzeni L(V; W) zdeﬁniowana w twierdzeniu 10.2. Wtedy f € L(V; W) oraz z dowodu twier-

dzenia 10.2 f(ay) Z ai o f; dla kazdego k = 1,...,n. Zatem ¢(f) = A i przeksztalcenie ¢

i=1
jest ,,na”. Stad ostatecznie ¢ jest izomorfizmem liniowym. O

Twierdzenie 11.2. Niech V i W bedq przestrzeniami lintowymsi o bazach uporzadkowanych
(a,...,00) @ (B1,...,0n), odpowiednio. Niech A = [a;;] bedzie macierzq przeksztatcenia f €
L(V; W) w tych bazach. Wowczas f jest izomorfizmem liniowym wtedy i tylko wtedy, gdy
macierz A jest odwracalna. Jezeli f jest izomorfizmem liniowym, to A~ jest macierzq prze-
ksztatcenia f=1 € L(W;V) w bazach (B1,...,Bn) i (a1,...,qn) przestrzeni W i V.

Dowéd. Zalézmy, ze f jest izomorfizmem liniowym. Istnieje wowczas przeksztalcenie od-
wrotne f~': W — V. ktére jest izomorfizmem liniowym. Niech B bedzie macierza prze-

ksztalcenia liniowego f~! w bazach (B1,...,0,) i (a1,...,ay,) przestrzeni W i V. Oczywidcie
f~lo f = idy oraz macierza przeksztalcenia tozsamosciowego idy w bazach (a1, ) i
(a1, ...,qp) przestrzeni V jest macierz jednostkowa I,,. Zatem, na mocy twierdzenia 10.10,

B-A=1, skad B= A%



Na odwrét, zalézmy, ze macierz A jest odwracalna. Istnieje wtedy macierz B € M, (R) taka,
ze B-A = A-B = 1I,. Z twierdzenia 11.1 istnieje przeksztalcenie g € L(W; V), ktérego macierza
w bazach (B1,...,0n) 1 (a1,...,q,) przestrzeni W iV jest B. Z twierdzenia 10.10 otrzymujemy
zatem, ze I, = B - A jest macierza przeksztalcenia g o f w bazach (aq,...,ap) 1 (a1,...,qn)
przestrzeni V, skad g o f = idy. Ponadto z twierdzenia 10.10, I,, = A - B jest macierza
przeksztalcenia f o g w bazach (B1,...,0,) i (61,-..,0n) przestrzeni W. Stad fog = idw.
Zatem g = f~!i f jest izomorfizmem liniowym. O

2 Macierz przejscia

Niech (aq,...,ap) 1 (o,...,al, beda dwiema uporzadkowanymi bazami przestrzeni linio-
wej V. Niech dla i = 1,. bedzie wektorem wspéhrzednych wektora of w bazie
(a1,...,ap), tzn. ai =aio001] + ... —|— an; © o;. Wowcezas macierz kwadratowa

ail a2 ... Qip

a1 a2 ... Q2n
A= . . . . € M, (R) (1)

anl Aap2 ... Aapn
nazywamy macierza przejscia od bazy (aq,...,a,) do bazy (of,...,a)). Réwnowaznie, A
jest macierza przeksztalcenia tozsamosciowego idy : V' — V w bazach (af,...,a}) i (a1,...,an)

przestrzeni V.
Poniewaz idy jest izomorfizmem liniowym, wiec z twierdzen 11.2 i 10.6 uzyskujemy od razu

nastepujace
Twierdzenie 11.3. Macierz przejécia A od bazy (a1, ..., an) do bazy (o, ..., al,) przestrzeni
liniowej V jest macierza odwracalng i A~ jest macierzq przejécia od bazy (o, ..., o)) do bazy
ai
(a1y...,ap). Jezeli : jest wektorem wspotrzednych wektora o € V- w bazie (aq,. .., ap),
Qn
ai
to AL, | jest wektorem wspdlrzednych wektora o w bazie (o, ..., al). O
Qp
Przykiad 11.4. Zalézmy, ze (a1, ..., ay) jest baza przestrzeni R" oraz o; = [ai1, Gi2, - . . , Qi)
dla ¢ = 1,...,n. Woéwczas macierza przejscia od bazy kanonicznej (e1,...,&,) do bazy
ailp] ag1 ... QAanpil
) a2 a2 ... Gp2 . oo
(a1,...,q) jest A = ] o } . Np. dla n = 3, macierzg przejscia od bazy
Q1n A2n ... QAnp



1 00
(e1,€2,€3) do bazy ([1,1,1],[0,1,2],[0,0,1]) jest | 1 1 0 |. O
1 2 1
Twierdzenie 11.5. Zalézmy, ze (a1,...,qn), (af,...,a), (a1”,...,a,”) sa bazami prze-
strzeni liniowej V. Jezeli A jest macierza przejscia od bazy (au,...,ay) do bazy (of,...,al)
oraz B jest macierza przejscia od bazy (o, ..., al,) dobazy (a1”, ..., a,"), to A-B jest macierza

przejscia od bazy (aq,...,qy) do bazy (a1”,...,a,").

Dowd. Niech f: V — V bedzie przeksztalceniem liniowym danym wzorem f(«a) = « dla
a € V. Wtedy A jest macierza f w bazach (of,...,a}) i (a1,...,ap). Niech g: V — V
bedzie przeksztalceniem liniowym danym wzorem g(a) = o dla a € V. Wtedy B jest macierza

g w bazach (a1”,...,a,") 1 (af,...,a)). Wéwezas z twierdzenia 10.10, A - B jest macierza
przeksztalcenia f o g w bazach (aq”,...,a,") 1 (a1,...,a,). Ale fog =idy, wiec A - B jest
macierza przejscia od bazy (a1, ...,a,) do bazy (a1”,...,a,”). O

7 twierdzen 11.3 i 11.5 wynika od razu nastepujacy

Wniosek 11.6. Niech (aq,...,ap), (&f,...,ah), (a1”,...,a,") beda bazami przestrzeni
liniowej V. Jezeli A jest macierzq przejscia od bazy (o, ..., al) do bazy (a1, ...,an) oraz B
jest macierzq przejscia od bazy (of,...,al) do bazy (a1”,..., "), to macierzq przejscia od
bazy (a1, ...,a,) do bazy (a1, ..., ") jest A4 B.

Przyklad 11.7. Znajdziemy macierz przejscia od bazy ([1,3,1],[2,2,1],[3,4,2]) do bazy
([2,7,3],[3,9,4],[1,5, 3]) przestrzeni R3. Z przykladu 11.4 mamy, ze macierza przejécia od bazy

1 2 3
kanonicznej do bazy ([1,3,1],[2,2,1],[3,4,2]) jest A = | 3 2 4 | oraz macierza przejécia
1 1 2
[2 3 1
od bazy kanonicznej do bazy ([2,7,3],[3,9,4],[1,5,3]) jest B= | 7 9 5 |. Obliczamy (np.
3 4 3
0 1 -2
przy pomocy operacji elementarnych) A=! = 2 1 —5 |. 7 wniosku 11.6 macierza
-1 -1 4

przejscia od bazy ([1,3,1],[2,2,1],[3,4,2]) do bazy ([2,7,3], [3,_9,4], [1,5,3]) jest A=t . B =
1 1 -1
-4 -5 =8 |.0O
3 4 6

3 Zmiana baz

Twierdzenie 11.8. Niech (ai,...,ap) i (&),..., ) beda dwiema uporzadkowanymi ba-
zami przestrzeni liniowej V' i niech (B1,...,0Bm) i (B1,...,0,,) beda dwiema uporzadkowanymi
bazami przestrzeni liniowej W. Niech C bedzie macierzq przeksztatcenia f € L(V; W) w bazach
(a1, an) @ (B1y...,0m) @ niech D bedzie macierza f w bazach (o, ...,ab) i (B1,...,00,).



/

1) oraz niech B bedzie

Niech A bedzie macierzq przejscia od bazy (aq,. .., ay) do bazy (o, ..., «
macierzq przejscia od bazy (B, ..., 0Bm) do bazy (B,...,0,). Wtedy

D=B"1.0C.A.

Dowéd. Poniewaz f = f oidy, wiec z twierdzenia 10.10, C' - A jest macierza f w bazach
(o),...,al)1(B1,...,0m). Ponadto f = idw o f, wiec na mocy twierdzenia 10.10, B - D jest
macierza f w bazach (of,...,al) 1 (B1,...,0m). Stad B-D = C - A. Ale z twierdzenia 11.2
macierz B jest odwracalna, wiec D = B~1-C - A. O

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa. Kazde przeksztalcenie liniowe f: V' — V nazywamy
endomorfizmem liniowym przestrzeni V. Przez macierz takiego endomorfizmu f w ba-
zie uporzadkowanej (aq,...,ay) przestrzeni V rozumiemy macierz f w bazach (ai,...,ap) i

(041, cee ,Ckn).
7 twierdzenia 11.8 i z twierdzenia Cauchy’ego mamy od razu nastepujacy

Whiosek 11.9. Niech (ai,...,an) i (o, ..., al,) beda uporzadkowanymi bazami przestrzeni
liniowej V. Niech A bedzie macierzq endomorfizmu f € L(V; V) w bazie (aq, ..., o) i niech B
bedzie macierzq f w bazie (of,...,al). Niech P bedzie macierzq przejscia od bazy (aq,. .., ay)
do bazy (o, ...,al). Wtedy B= P~'-A.P. W szczegolnosci det(B) = det(A). O

Definicja 11.10. Powiemy, ze macierze A, B € M, (R) sa podobne, jezeli istnieje odwra-
calna macierz C' € M, (R) taka, ze B=C~'- A C. Piszemy wtedy A ~ B.

Stwierdzenie 11.11. Dia dowolnych macierzy A, B,C € M, (R):

(i) A~ A,

(ii) jeeli A~ B, to B ~ A,

(iii) jeeli A~ B i B ~C, to A~ C.

Dowd. (i) Poniewaz A = I, - A-I,, wiec A ~ A.

(ii) Niech A ~ B. Wtedy istnieje X € M, (R) takie, ze B=X"1-A-X,skad A= X-B-X ! =
(X H=1.B- X1 czyli B~ A.

(iii) Niech A ~ B i B ~ C. Wtedy istnieja macierze odwracalne X,Y € M,(R) takie, ze
B=X14.-XiC=Y"'1"B.Y,skadC=Y"1- X1 4.X.Y=(X V)4 (X-Y),
czyi A~ C. O

Uwaga 11.12. Macierze A, B € M, (R) sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy sa macierzami
pewnego endomorfizmu f przestrzeni R” w pewnych bazach tej przestrzeni. Rzeczywiscie,
jesli macierze A i B sa podobne, to istnieje macierz odwracalna C' = [c;;] € M,(R) taka, ze
B=C"1-A.C. Niech f € L(R";R") bedzie przeksztalceniem liniowym, ktére w bazie kano-
nicznej przestrzeni R"™ ma macierz A. Niech o; = [c14,¢2,...,0n) dlai = 1,...,n. Wéwczas
(a1,...,ap) jest baza przestrzeni R" zlozona z kolumn macierzy C. Wtedy C jest macierza
przejscia od bazy kanonicznej do bazy (ai,...,a,). Woéwcezas z wniosku 11.9 macierza f w
bazie (a1,...,qy,) jest C71- A.C = B. Natomiast implikacja odwrotna wynika od razu z
wniosku 11.9. O



7 twierdzenia 10.8, wniosku 11.9 oraz z uwagi 11.12 wynika od razu nastepujacy

Whniosek 11.13. Jezeli macierze A, B € M,(R) sa podobne, to r(A) = r(B) oraz det A =
det B.

Przyklad 11.14. Niech f bedzie endomorfizmem przestrzeni R® danym wzorem analitycz-
nym
f([x1, xo, x3]) = [221 + 3x2 + w3, Tx1 + 922 + b3, 321 + 4 + 3]

Znajdziemy macierz f w bazie ([1,3,1],[2,2,1],[3,4,2]). Macierza przejscia od bazy kanonicz-

1 2 3 2 31
nej do bazy ([1,3,1],(2,2,1],[3,4,2]) jest P= | 3 2 4 |. Ponadto A= | 7 9 5 | jest
11 2 3 4 3
macierza f w bazie kanonicznej. Zatem z wniosku 11.9, macierz B = P~!- A P jest macierza f
0o 1 -2
w bazie ([1,3,1],[2,2,1],[3,4,2]). Z przykladu 11.7 wynika, ze P~! = 2 1 =5 |. Stad
-1 -1 4
3 3 5
uzyskujemy, ze B= | —27 —26 —48 |.O
21 20 37

Stwierdzenie 11.15. Jezeli macierze P € M,(R) i Q € M,,(R) sa odwracalne, to dla
dowolnej macierzy A € My, xn(R)

r(P-A-Q)=r(A).

Dowdd. Niech f: R" — R™, g: R" — R" i h: R™ — R™ beda przeksztalceniami liniowymi
posiadajacymi w bazach kanonicznych odpowiednio macierze: A, @), P. Wowczas, z twierdzenia
11.2, g i h sa automorfizmami. Zatem (f o g)(R") = f(g(R")) = f(R") = Im f i h(f(R")) =
f(R™), skad dim Im(ho f o g) = dim I'm f. Z twierdzenia 10.10 macierza h o f o g w bazach
kanonicznych jest P - A - Q. Ponadto z twierdzenia 10.8, r(P - A-Q) = dim Im(ho fog) i
r(A) =dim Im f. Stad r(P-A-Q)=1r(A4). O



