Wykilad 5
Okreslenie przestrzeni liniowe]j

1 Okreslenie przestrzeni liniowej

Niech V bedzie niepustym zbiorem, w ktérym okreslone jest dzialanie dodawania +: VxV — V
(przy czym dla «, 8 € V i bedziemy pisali o + [ zamiast +((a, 3))) i operacjao: R xV — V
mnozenia przez elementy z ciala R (przy czym dla a € R oraz o € V bedziemy pisali a o «
zamiast o((a, «))) oraz wyrézniony jest element 6 € V.

Elementy zbioru V bedziemy nazywali wektorami, wektor § wektorem zerowym, a ele-
menty ciata R skalarami. Uzywac¢ bedziemy greckich liter do oznaczania wektoréw, a tacinskich
do oznaczania skalaréw.

Zbiér V (z dzialaniem +, operacja o mnozenia przez skalary z ciala R oraz wyréznionym
elementem ) nazywamy przestrzenia liniowa (nad cialem R), jesli spelnione sa nastepujace
warunki (aksjomaty przestrzeni liniowych):

Al. Vogey a+ B = B+ a, tj. dziatanie + jest przemienne;

A2. Y5 cv a+ (B+7) = (a+ B) +7, tj. dziatanie + jest taczne;

A3. Voey a+ 0 = o, tj. wektor 0 jest elementem neutralnym dziatania +;

A4. VoeyTsey o+ 6 =0;

A5. YV gevVaer ao (a+ ) =aoa+aof;

A6. VocvVapekx (a+b)oa=aoca+boo

AT. Vagvva,beK (a : b) o =ao (b o) Oé);

AB. Voey loa = a.

2 Przyklady przestrzeni liniowych

Przyktad 5.1. Zbiér jednoelementowy V = {a} z dzialaniem + takim, ze o« + o = « oraz
wyrdznionym elementem 6 = « jest przestrzenia liniowa, jezeli mnozenie o okreélimy wzorem:
aoa = a dla kazdego a € R. Przestrzenie takiej postaci nazywamy zerowymi. O

Przyklad 5.2. Niech n bedzie ustalona liczba naturalna i niech R” bedzie zbiorem wszystkich
ciagéw postaci [a1, a2, . .. ,ay], gdzie a1, . .. ,a, € R. Dodawanie takich ciagéw i mnozenie przez
skalary okreslamy nastepujaco:

[al,ag,... ,an}—l—[bl,bg,... ,bn} = [al—l—bl,ag—i-bg,... ,an—i—bn],
aolai,ag,...,a,] = [aai,aas,...  aay].

Natomiast wektor zerowy okreslamy jako 6 = [0,0,... ,0]. Latwo sprawdzié, ze aksjomaty A1-
A8 sa w tym przypadku spelione, a wiec zbiér R™ z tak okreslonym dodawaniem i mnozeniem
przez skalary oraz z wyréznionym wektorem 6 jest przestrzenia liniowa. Przestrzen te ozna-
cza sie przez R" i nazywa n-wymiarowa przestrzenia liniowa wspolrzednych. Dla wektora



[a1,a9,... ,a,] € R™ element a; dla i = 1,2,... ,n nazywamy i-ta wspoirzedna lub i-ta
skladowa tego wektora. O

Przyklad 5.3. Oznaczmy przez R zbiér wszystkich ciagéw nieskoriczonych [ai,as,...]
o wyrazach z ciala R. Dodawanie takich ciagéw i mnozenie przez skalary okreslamy nastepujaco:

[al,ag,...] + [bl,bg,...] = [a1 +b1,a2+b2,...],
aolay,az,...] =|aay,aas,...].
Natomiast wektor zerowy okreslamy jako 8 = [0,0, .. .]. Latwo sprawdzié¢, ze wéwczas aksjomaty

A1-AS8 tez sa spelnione. Otrzymana w ten sposéb przestrzen liniowa oznaczamy przez R*°. O

Przyklad 5.4. Zbiér R[z] wszystkich wielomianéw zmiennej x o wspdlczynnikach rzeczy-
wistych ze zwyklym dodawaniem wielomianéw i z naturalnym mnozeniem wielomianéw przez
liczby rzeczywiste oraz z wyréznionym elementem 6 = 0 jest przestrzenia liniowa. Oznaczamy
ja przez R[z]. O

Przyklad 5.5. Niech m i n beda ustalonymi liczbami naturalnymi. Wéwczas zbiér M« (R)
wszystkich m x n-macierzy o wyrazach z ciala R z naturalnym dodawaniem macierzy i mnoze-
niem przez skalary oraz z wyréznionym elementem 0 = 0,,,x, tworzy przestrzen liniowa. Ozna-
czamy ja przez My, xn,(R). O

Przykiad 5.6. Zbior wszystkich rownan liniowych z n niewiadomymi x1, xs,... ,Zn, z na-
turalnym dodawaniem réwnan stronami i naturalna operacja mnozenia rownan przez skalary
oraz z wektorem 0 rozumianym jako rownanie 0-x1 +0-xz9 + ...+ 0-x, = 0 jest przestrzenia
liniowg. O

Przyklad 5.7. Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem. Oznaczmy przez R zbiér
wszystkich funkcji f: X — R. Dodawanie funkcji z tego zbioru okreslamy wzorem:

(f+9)(z)=f(z)+g(x)dlazx e X.
Natomiast mnozenie przez skalary okreslamy wzorem:
(ao f)(z)=a- f(z)dlaz e X.

Latwo sprawdzié¢, ze w ten sposéb otrzymujemy przestrzeii liniowa, ktéra oznaczamy przez RX.
O



3 Wilasnosci dzialan na wektorach

Niech V bedzie przestrzenia liniowa. Wdowczas

Wiasnosé 5.8. Prawo skracania rownosci:

Vagrevia+ B =a+~vy= =1l

Dowéd. Zalézmy, ze o+ 3 = a+ . Z A4 iz Al istnieje § € V takie, ze § + « = 0. Zatem
z A2 mamy, ze (0+a)+ =0+ a)+v,czyli0+ =0+, awiecz A3i Al f=~. O

Wiasno$é 5.9. Dla kazdego wektora o € V istnieje doktadnie jeden wektor § € V taki, ze
a+d=90.

Dowéd. Istnienie takiego wektora § wynika z A4. Jedli zas 1 € V jest takie, ze oo+ 91 = 0,
to a+ 61 = o + 9, wiec z whasnodci 5.8 mamy, ze 6 = 0. O

Uwaga 5.10. Wektor § € V taki, ze a + § = 0 nazywamy wektorem przeciwnym do
wektora « i oznaczamy przez —«. Poniewaz z Al (—a) + a = 0, wiec « jest wektorem
przeciwnym do wektora (—a), czyli mamy wzor:

—(—a) = a dla kazdego a € V. (1)

Uwaga 5.11. Mozna udowodnié, ze suma n wektoréow z przestrzeni V' nie zalezy od sposobu
rozstawienia nawiaséw. Ponadto z przemiennosci dodawania wektoréw wynika, ze suma n
wektorow nie zalezy tez od kolejnoéci skladnikéw.

Wiasno$é 5.12. Dla dowolnych wektoréow aq, ao, ... ,a, € V zachodzi wzér:
—(1tas+...+ay) =(—aq)+ (—az2) + ...+ (—ap). (2)

Dowdéd. Mamy, ze (a1+...4ap)+[(—a1)+. . .+ (—an)] = (1 +(—a1))+. . .+ (an+(—ay)) =
0+...+60 =0. Zatem wektor (—aq) + ...+ (—ay) jest wektorem przeciwnym do wektora
a1 + ...+ ap, skad mamy nasz wzér. O

Wiasno$é 5.13. Dla dowolnych wektorow a, 3 € V istnieje doktadnie jeden wektor v € V
taki, ze a + v = . Mianowicie v =  + (—«). Bedziemy go nazywali r6znica wektoréw « i
(G i oznaczali przez 8 — a.

Dowéd. Mamy, ze a+ [+ (—a)] = [a+ (—a)]+ 8 = 0 + 5 = (3. Jezeli ponadto v; € V jest
takie, ze a +v1 = G, to a + v1 = a + v, wiec z wlasnosci 5.8 mamy, ze y; = . O

Uwaga 5.14. Oczywiscie dla dowolnego wektoraa € V: a—a =60, boa—a = a+(—a) = 6.

Wiasnoéé 5.15. 0o o = © dla dowolnego wektora o € V.
Dowéd. Poniewaz 0 = 0+ 0, wiec na mocy A6: Doa = (0+0)oa=00a+00a. Zatem z
A3, 0ca+0=00a+0o0a iz wlasnosci 5.8,/ =0oa. O

Wiasnosé 5.16. —a = (—1) o a dla dowolnego wektora o € V.



Dowdéd. Poniewaz o = 1 0 o na mocy A8, wiec z A6 a+ (—1)oa=1loa+ (—-1)oa =
(14 (—1)) oa=00a =6 na mocy wlasnosci 5.15. O

Wiasno$é 5.17. a o6 = 0 dla kazdego a € R.
Dowdéd. Z A3 mamy, ze § = 0 + 60, wiec na mocy A5: aof =ao(0+60) =aol+aob, czyli
na mocy A3,a00+0 =a00+aof, wiec z whasnoéci 5.15, 0 =ao 6. O

Wiasno$é 5.18. aoa # 0 dla dowolnych 0 Za e R, 0 £ € V.

Dowéd. Zalézmy, ze 0 #a € R, 0 #a € Viaoa =60. Wtedy z wlasnosci 5.17 mamy, ze
0 =alo(aca)= (a1 a)oa=1oa=anamocy AT i A8, skad a = # i mamy sprzecznosé.
g

Uwaga 5.19. Z wlasnosci 5.15, 5.17 i 5.18 wynika od razu, ze dla dowolnych a € R, ao € V:
aoca=0<a=0 lub a=40].

Wiasnosé 5.20. (—a)oa =ao(—a) = —(aoa) dla dowolnych a € R, a € V.

Dowdd. Na mocy A6 i wlasnosci 5.15 mamy, ze (—a)oa+aoa = ((—a)+a)oa =0ca =10,
skad (—a)oa = —(aoa). Ponadto z A5 i wlasnosci 5.17 ao(—a)+aoa = ao(a+(—a)) = ach = 6,
wiec ao (—a) = —(aoa). O

Wiasnosé 5.21. Dla dowolnego a € R i dla dowolnych wektoréw aq,as, ... ,a, € V:
ao(a;+ag+...+ay) =aoa;+aoag+...+aoq,.

Dowéd. Indukcja wzgledem n. Dla n = 2 teza wynika z A5. Zalézmy teraz, ze teza
zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n > 2 i niech ay,... ,an,any1 € V. Wtedy z zalozenia
indukcyjnego

ao(a1+...+ay)=aoa;+...+aoay,.

Zatem na mocy A5 ao (a1 +...+ap+apt1) =ao((ar+...+an)+apt1) =ao(ag+...+
ap)+aoapiy =aoag+...+a0a,+ aoayi, czyli teza zachodzi dla liczby n + 1. O

7 wlasnodci 5.21 i z A7 wynika od razu
Wiasno$é 5.22. Dla dowolnych a,aq,...,a, € R, aq,... ,a, € V:
ao(aoay+...+apoay)=(a-a))oa;+...+ (a-ay) o ay.

Uwaga 5.23. Z udowodnionych wtasnosci dziatan na wektorach mozna tatwo wyprowadzié¢
nastepujace prawa rachunkowe dotyczace odejmowania wektoréw:

a=(B+y)=(@=pF)-ra=-(B-7)=(a=0)+
—(a+8)=(-a) =B, —~(a=p) = (-a) + 5,
ao(a—pf)=aoa—aof, (a—b)joa=aoa—bof,

(—a)o(—a)=aoa.



