
Wyk lad 5

Określenie przestrzeni liniowej

1 Określenie przestrzeni liniowej

Niech V b ↪edzie niepustym zbiorem, w którym określone jest dzia lanie dodawania +: V ×V → V

(przy czym dla α, β ∈ V i b ↪edziemy pisali α + β zamiast +((α, β))) i operacja ◦ : R× V −→ V

mnożenia przez elementy z cia la R (przy czym dla a ∈ R oraz α ∈ V b ↪edziemy pisali a ◦ α

zamiast ◦((a, α))) oraz wyróżniony jest element θ ∈ V .

Elementy zbioru V b ↪edziemy nazywali wektorami, wektor θ wektorem zerowym, a ele-
menty cia la R skalarami. Używać b ↪edziemy greckich liter do oznaczania wektorów, a  lacińskich
do oznaczania skalarów.

Zbiór V (z dzia laniem +, operacj ↪a ◦ mnożenia przez skalary z cia la R oraz wyróżnionym
elementem θ) nazywamy przestrzeni ↪a liniow ↪a (nad cia lem R), jeśli spe lnione s ↪a nast ↪epuj ↪ace
warunki (aksjomaty przestrzeni liniowych):

A1. ∀α,β∈V α + β = β + α, tj. dzia lanie + jest przemienne;
A2. ∀α,β,γ∈V α + (β + γ) = (α + β) + γ, tj. dzia lanie + jest  l ↪aczne;
A3. ∀α∈V α + θ = α, tj. wektor θ jest elementem neutralnym dzia lania +;
A4. ∀α∈V ∃δ∈V α + δ = θ;
A5. ∀α,β∈V ∀a∈K a ◦ (α + β) = a ◦ α + a ◦ β;
A6. ∀α∈V ∀a,b∈K (a + b) ◦ α = a ◦ α + b ◦ α;
A7. ∀α∈V ∀a,b∈K (a · b) ◦ α = a ◦ (b ◦ α);
A8. ∀α∈V 1 ◦ α = α.

2 Przyk lady przestrzeni liniowych

Przyk lad 5.1. Zbiór jednoelementowy V = {α} z dzia laniem + takim, że α + α = α oraz
wyróżnionym elementem θ = α jest przestrzeni ↪a liniow ↪a, jeżeli mnożenie ◦ określimy wzorem:
a ◦ α = α dla każdego a ∈ R. Przestrzenie takiej postaci nazywamy zerowymi. 2

Przyk lad 5.2. Niech n b ↪edzie ustalon ↪a liczb ↪a naturaln ↪a i niech Rn b ↪edzie zbiorem wszystkich
ci ↪agów postaci [a1, a2, . . . , an], gdzie a1, . . . , an ∈ R. Dodawanie takich ci ↪agów i mnożenie przez
skalary określamy nast ↪epuj ↪aco:

[a1, a2, . . . , an] + [b1, b2, . . . , bn] = [a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn],

a ◦ [a1, a2, . . . , an] = [aa1, aa2, . . . , aan].

Natomiast wektor zerowy określamy jako θ = [0, 0, . . . , 0].  Latwo sprawdzić, że aksjomaty A1-
A8 s ↪a w tym przypadku spe lnione, a wi ↪ec zbiór Rn z tak określonym dodawaniem i mnożeniem
przez skalary oraz z wyróżnionym wektorem θ jest przestrzeni ↪a liniow ↪a. Przestrzeń t ↪e ozna-
cza si ↪e przez Rn i nazywa n-wymiarow ↪a przestrzeni ↪a liniow ↪a wspó lrz ↪ednych. Dla wektora
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[a1, a2, . . . , an] ∈ Rn element ai dla i = 1, 2, . . . , n nazywamy i-t ↪a wspó lrz ↪edn ↪a lub i-t ↪a
sk ladow ↪a tego wektora. 2

Przyk lad 5.3. Oznaczmy przez R∞ zbiór wszystkich ci ↪agów nieskończonych [a1, a2, . . . ]
o wyrazach z cia la R. Dodawanie takich ci ↪agów i mnożenie przez skalary określamy nast ↪epuj ↪aco:

[a1, a2, . . . ] + [b1, b2, . . . ] = [a1 + b1, a2 + b2, . . . ],

a ◦ [a1, a2, . . . ] = [aa1, aa2, . . . ].

Natomiast wektor zerowy określamy jako θ = [0, 0, . . . ].  Latwo sprawdzić, że wówczas aksjomaty
A1-A8 też s ↪a spe lnione. Otrzyman ↪a w ten sposób przestrzeń liniow ↪a oznaczamy przez R∞. 2

Przyk lad 5.4. Zbiór R[x] wszystkich wielomianów zmiennej x o wspó lczynnikach rzeczy-
wistych ze zwyk lym dodawaniem wielomianów i z naturalnym mnożeniem wielomianów przez
liczby rzeczywiste oraz z wyróżnionym elementem θ = 0 jest przestrzeni ↪a liniow ↪a. Oznaczamy
j ↪a przez R[x]. 2

Przyk lad 5.5. Niech m i n b ↪ed ↪a ustalonymi liczbami naturalnymi. Wówczas zbiór Mm×n(R)
wszystkich m× n-macierzy o wyrazach z cia la R z naturalnym dodawaniem macierzy i mnoże-
niem przez skalary oraz z wyróżnionym elementem θ = 0m×n tworzy przestrzeń liniow ↪a. Ozna-
czamy j ↪a przez Mm×n(R). 2

Przyk lad 5.6. Zbiór wszystkich równań liniowych z n niewiadomymi x1, x2, . . . , xn, z na-
turalnym dodawaniem równań stronami i naturaln ↪a operacj ↪a mnożenia równań przez skalary
oraz z wektorem θ rozumianym jako równanie 0 · x1 + 0 · x2 + . . . + 0 · xn = 0 jest przestrzeni ↪a
liniow ↪a. 2

Przyk lad 5.7. Niech X b ↪edzie dowolnym niepustym zbiorem. Oznaczmy przez RX zbiór
wszystkich funkcji f : X → R. Dodawanie funkcji z tego zbioru określamy wzorem:

(f + g)(x) = f(x) + g(x) dla x ∈ X.

Natomiast mnożenie przez skalary określamy wzorem:

(a ◦ f)(x) = a · f(x) dla x ∈ X.

 Latwo sprawdzić, że w ten sposób otrzymujemy przestrzeń liniow ↪a, któr ↪a oznaczamy przez RX .
2
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3 W lasności dzia lań na wektorach

Niech V b ↪edzie przestrzeni ↪a liniow ↪a. Wówczas

W lasność 5.8. Prawo skracania równości:

∀α,β,γ∈V [α + β = α + γ ⇒ β = γ].

Dowód. Za lóżmy, że α + β = α + γ. Z A4 i z A1 istnieje δ ∈ V takie, że δ + α = θ. Zatem
z A2 mamy, że (δ + α) + β = (δ + α) + γ, czyli θ + β = θ + γ, a wi ↪ec z A3 i A1 β = γ. 2

W lasność 5.9. Dla każdego wektora α ∈ V istnieje dok ladnie jeden wektor δ ∈ V taki, że
α + δ = θ.

Dowód. Istnienie takiego wektora δ wynika z A4. Jeśli zaś δ1 ∈ V jest takie, że α + δ1 = θ,
to α + δ1 = α + δ, wi ↪ec z w lasności 5.8 mamy, że δ1 = δ. 2

Uwaga 5.10. Wektor δ ∈ V taki, że α + δ = θ nazywamy wektorem przeciwnym do
wektora α i oznaczamy przez −α. Ponieważ z A1 (−α) + α = θ, wi ↪ec α jest wektorem
przeciwnym do wektora (−α), czyli mamy wzór:

−(−α) = α dla każdego α ∈ V. (1)

Uwaga 5.11. Można udowodnić, że suma n wektorów z przestrzeni V nie zależy od sposobu
rozstawienia nawiasów. Ponadto z przemienności dodawania wektorów wynika, że suma n

wektorów nie zależy też od kolejności sk ladników.

W lasność 5.12. Dla dowolnych wektorów α1, α2, . . . , αn ∈ V zachodzi wzór:

−(α1 + α2 + . . . + αn) = (−α1) + (−α2) + . . . + (−αn). (2)

Dowód. Mamy, że (α1+. . .+αn)+[(−α1)+. . .+(−αn)] = (α1+(−α1))+. . .+(αn+(−αn)) =
θ + . . . + θ = θ. Zatem wektor (−α1) + . . . + (−αn) jest wektorem przeciwnym do wektora
α1 + . . . + αn, sk ↪ad mamy nasz wzór. 2

W lasność 5.13. Dla dowolnych wektorów α, β ∈ V istnieje dok ladnie jeden wektor γ ∈ V

taki, że α + γ = β. Mianowicie γ = β + (−α). B ↪edziemy go nazywali różnic ↪a wektorów α i
β i oznaczali przez β − α.

Dowód. Mamy, że α + [β + (−α)] = [α + (−α)] + β = θ + β = β. Jeżeli ponadto γ1 ∈ V jest
takie, że α + γ1 = β, to α + γ1 = α + γ, wi ↪ec z w lasności 5.8 mamy, że γ1 = γ. 2

Uwaga 5.14. Oczywíscie dla dowolnego wektora α ∈ V : α−α = θ, bo α−α = α+(−α) = θ.

W lasność 5.15. 0 ◦ α = Θ dla dowolnego wektora α ∈ V .
Dowód. Ponieważ 0 = 0 + 0, wi ↪ec na mocy A6: 0 ◦ α = (0 + 0) ◦ α = 0 ◦ α + 0 ◦ α. Zatem z

A3, 0 ◦ α + θ = 0 ◦ α + 0 ◦ α i z w lasności 5.8, θ = 0 ◦ α. 2

W lasność 5.16. −α = (−1) ◦ α dla dowolnego wektora α ∈ V .
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Dowód. Ponieważ α = 1 ◦ α na mocy A8, wi ↪ec z A6 α + (−1) ◦ α = 1 ◦ α + (−1) ◦ α =
(1 + (−1)) ◦ α = 0 ◦ α = θ na mocy w lasności 5.15. 2

W lasność 5.17. a ◦ θ = θ dla każdego a ∈ R.
Dowód. Z A3 mamy, że θ = θ + θ, wi ↪ec na mocy A5: a ◦ θ = a ◦ (θ + θ) = a ◦ θ + a ◦ θ, czyli

na mocy A3, a ◦ θ + θ = a ◦ θ + a ◦ θ, wi ↪ec z w lasności 5.15, θ = a ◦ θ. 2

W lasność 5.18. a ◦ α 6= θ dla dowolnych 0 6= a ∈ R, θ 6= α ∈ V .
Dowód. Za lóżmy, że 0 6= a ∈ R, θ 6= α ∈ V i a ◦ α = θ. Wtedy z w lasności 5.17 mamy, że

θ = a−1 ◦ (a ◦α) = (a−1 · a) ◦α = 1 ◦α = α na mocy A7 i A8, sk ↪ad α = θ i mamy sprzeczność.
2

Uwaga 5.19. Z w lasności 5.15, 5.17 i 5.18 wynika od razu, że dla dowolnych a ∈ R, α ∈ V :

a ◦ α = θ ⇔ [a = 0 lub α = θ].

W lasność 5.20. (−a) ◦ α = a ◦ (−α) = −(a ◦ α) dla dowolnych a ∈ R, α ∈ V .
Dowód. Na mocy A6 i w lasności 5.15 mamy, że (−a)◦α+a◦α = ((−a)+a)◦α = 0◦α = θ,

sk ↪ad (−a)◦α = −(a◦α). Ponadto z A5 i w lasności 5.17 a◦(−α)+a◦α = a◦(α+(−α)) = a◦θ = θ,
wi ↪ec a ◦ (−α) = −(a ◦ α). 2

W lasność 5.21. Dla dowolnego a ∈ R i dla dowolnych wektorów α1, α2, . . . , αn ∈ V :

a ◦ (α1 + α2 + . . . + αn) = a ◦ α1 + a ◦ α2 + . . . + a ◦ αn.

Dowód. Indukcja wzgl ↪edem n. Dla n = 2 teza wynika z A5. Za lóżmy teraz, że teza
zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n ≥ 2 i niech α1, . . . , αn, αn+1 ∈ V . Wtedy z za lożenia
indukcyjnego

a ◦ (α1 + . . . + αn) = a ◦ α1 + . . . + a ◦ αn.

Zatem na mocy A5 a ◦ (α1 + . . . + αn + αn+1) = a ◦ ((α1 + . . . + αn) + αn+1) = a ◦ (α1 + . . . +
αn) + a ◦ αn+1 = a ◦ α1 + . . . + a ◦ αn + a ◦ αn+1, czyli teza zachodzi dla liczby n + 1. 2

Z w lasności 5.21 i z A7 wynika od razu

W lasność 5.22. Dla dowolnych a, a1, . . . , an ∈ R, α1, . . . , αn ∈ V :

a ◦ (a1 ◦ α1 + . . . + an ◦ αn) = (a · a1) ◦ α1 + . . . + (a · an) ◦ αn.

Uwaga 5.23. Z udowodnionych w lasności dzia lań na wektorach można  latwo wyprowadzić
nast ↪epuj ↪ace prawa rachunkowe dotycz ↪ace odejmowania wektorów:

α− (β + γ) = (α− β)− γ, α− (β − γ) = (α− β) + γ,

−(α + β) = (−α)− β, −(α− β) = (−α) + β,

a ◦ (α− β) = a ◦ α− a ◦ β, (a− b) ◦ α = a ◦ α− b ◦ β,

(−a) ◦ (−α) = a ◦ α.
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