Wykilad 8

Rzad macierzy i twierdzenie
Kroneckera-Capellego

1 Okreslenie rzedu macierzy

Niech A bedzie mxn - macierza. Wéwczas wiersze macierzy A mozemy w naturalny sposob trak-
towaé jako wektory przestrzeni R", zas kolumny macierzy A mozemy traktowaé jako wektory
przestrzeni R™. Rzedem wierszowym macierzy A nazywamy maksymalng ilosé jej liniowo
niezaleznych wierszy. Natomiast rzedem kolumnowym macierzy A nazywamy maksymalna
iloé¢ jej liniowo niezaleznych kolumn. Rzad wierszowy i rzad kolumnowy macierzy A oznaczamy

odpowiednio symbolami: r,,(A) i r(A).

7 tego okreslenia wynika od razu, ze dla dowolnej macierzy A:
rw(A) = ri(AT) oraz ri(A) = r,(AT). (1)
Ponadto z okreslenia rzedu macierzy mamy natychmiast, ze

rw(omxn) = rk(omxn) =0. (2)

7 twierdzenia 7.8 wynika od razu, ze rzad wierszowy macierzy A jest réwny wymia-
rowi podprzestrzeni generowanej przez jej wektory wierszowe, zas rzad kolumnowy
macierzy A jest rowny wymiarowi podprzestrzeni generowanej przez wektory ko-

lumnowe macierzy A.

Ponadto z wlasnosci operacji elementarnych rzad wierszowy macierzy A nie zmienia
sie przy stosowaniu operacji elementarnych na wierszach tej macierzy oraz rzad
kolumnowy macierzy A nie zmienia sie przy stosowaniu operacji elementarnych na

kolumnach tej macierzy.

Lemat 8.1. JezZeli do pewnego wiersza macierzy dodamy inny jej wiersz pomnozony przez
dowolny skalar, to rzqd kolumnowy tej macierzy nie ulegnie zmianie.

Dowdéd. Niech A = [a;;] bedzie m x n-macierza. Dla uproszczenia znakowania zalozymy, ze
do pierwszego wiersza macierzy A dodano drugi jej wiersz pomnozony przez skalar a i oznaczmy
przez B = [b;;] macierz uzyskana w wyniku tej operacji. Niech r = ry(A). Oznacza to, ze pewne
r-kolumn macierzy A sa liniowo niezalezne. Dla uproszczenia znakowania zalézmy, ze pierwsze
r-kolumny macierzy A sa liniowo niezalezne. Udowodnimy, ze wéwczas pierwsze r-kolumny
macierzy B tez sa liniowo niezalezne. Niech A; oraz B; oznaczaja j-ta kolumne macierzy A i
B odpowiednio. Wezmy dowolne z1,... ,z, € R takie, ze x1 0 B; + ...+ x, 0 B, = 6. Wtedy

a1l + aag aiy + aagy,
a1 a2y
T 0 . +...+zp0 . = Omx1,
am1 Amyr



wiec

(a11 +aap)ry + ... + (an+ 0/0/27~>1'7~ =0
azry + ... -+ ayxy = 0
amiry + ... -+ ey = 0

skad po odjeciu od pierwszej réwnosci réwnosci drugiej pomnozonej przez a uzyskamy, ze
r10A1+ ...+ x.0A, = 0. Zatem z liniowej niezalezno$ci kolumn Aq,...,A, wynika, ze
1 = ... =z, = 01 kolumny Bj,...,B, sa liniowo niezalezne. Zatem ri(B) > ri(A). Ale
macierz A powstaje z macierzy B przez dodanie do pierwszego wiersza drugiego wiersza po-
mnozonego przez skalar (—a), wiec z pierwszej czesci dowodu ri(A) > ri(B) i ostatecznie
Tk(A) = T’k(B) O

Z (1) i z lematu 8.1 wynika od razu, ze prawdziwy jest tez nastepujacy

Lemat 8.2. Jezeli do pewnej kolumny macierzy dodamy inng jej kolumne pomnozonag przez
dowolny skalar, to rzqd wierszowy tej macierzy nie ulegnie zmianie. O

Lemat 8.3. Niech m,n > 2 i niech A = [a;;] bedzie m x n-macierzq takq, ze dla pewnych
s, t jest ast # 0 oraz a;; = 0 dla wszystkich i # s i as; = 0 dla wszystkich j # t. Wowczas
r(A) = 1+ 1E(Ast) oraz ry(A) = 1+ 1y (Ast).

Dowdéd. Niech r = 1, (Ag). Istnieja wowcezas kolumny By, ..., B, macierzy Ag, ktére sa
liniowo niezalezne i takie, ze kazda kolumna macierzy Ay, jest ich kombinacja liniowa. Oznaczmy
przez A; kolumne macierzy A powstajaca przez dopisanie 0 w s-tym wierszu macierzy B; dla j =
1,...,r. Niech A,11 oznacza t-ta kolumne macierzy A. Wezmy dowolne z1, ... ,z,11 € R takie,
ze x10A1+. . 41104, 11 = 0. Wtedy z,11a5 = 0, skad x,.11 = 0 oraz x10B1+. . .+x,0B, = 6.
Zatem z liniowej niezaleznosci By, ..., B, jest z1 = ... = x, = 0. Stad kolumny Ay,..., A4
sa liniowo niezalezne. Niech X bedzie dowolna kolumna macierzy A o numerze réznym od t.
Niech Y bedzie kolumna macierzy Ay powstajaca z X przez wykreslenie s-tego wiersza (ktéry
sktada sie z jednego zera!). Wtedy istnieja ai,... ,a, € R takie, ze Y = a0 By +...+a, 0 By,
skad X = aj0A1+...+a,0A,. Wynika stad, ze wszystkie kolumny macierzy A sa kombinacjami
liniowymi kolumn Ay,..., A, A,41. Oznacza to, ze rx(A) =7+ 1 =1+ r(As).

Dowdéd drugiej czesci lematu wynika natychmiast z (1) i z pierwszej jego czesci. O

Twierdzenie 8.4. Rzad kolumnowy dowolnej macierzy réowny jest jej rzedowt wierszowemau.

Dowdéd. Indukcja wzgledem liczby m wierszy macierzy. Jezelim = 1,t0 A =[a; as ... ay]
dla pewnych skalaréw ai,...,a,. Jezelia; = ... =a, =0, to ry(A4) = 0 = r,(A). Jezeli zas
a; # 0 dla pewnego j =1,... ,n, to ry(A) =1 =ri(A). Zatem teza zachodzi dla m = 1.

Niech teraz m bedzie liczba naturalna wieksza od 1 i taka, ze teza zachodzi dla wszystkich
macierzy, ktére maja mniej niz m wierszy. Wezmy dowolng m X n-macierz A = [a;;]. Jesli
A = Opmxn, to 7y(A) = 0 = 7,(A). Niech zatem A # Op,xn,. Wtedy istnieja k, [ takie, ze
ap # 0. Jedli n = 1, to r,(A) = ri(AT), wiec z zalozenia indukcyjnego ri (A7) = r,(AT) =
ri(A), czyli 7,(A) = ri,(A). Niech dalej n > 1. Niech B = [b;;] bedzie macierza powstajaca

z macierzy A przez wykonanie operacji elementarnych: w; — Z:l - wy dla wszystkich ¢ # k.



Wtedy 74,(B) = rw(A) oraz z lematu 8.1, rp(B) = r,(A). Niech dalej C' bedzie macierza
powstajaca z macierzy B przez wykonanie operacji elementarnych: k; — % - k; dla wszystkich
j # 1. Wtedy r,(C) = ri(B) oraz z lematu 8.2, r,,(C) = ry(B). Ale z lematu 8.3 mamy, ze
Tw(C) = 1+ ry(Cl) oraz 7,(C) = 1 + rp(Cl). Z zalozenia indukcyjnego 7, (Cri) = 71(Chi)-

Zatem 1, (A) =1+ 1,(Cl) = 11(A). O

2 Metody obliczania rzedu macierzy

Wspdlna wartosé rzedu kolumnowego i wierszowego macierzy A nazywamy rzedem macierzy
A 1 oznaczamy przez r(A). 7 twierdzenia 8.4 oraz z poczatkowej czesci tego rozdzialu mamy
od razu nastepujace

Twierdzenie 8.5. Operacje elementarne wykonywane na wierszach lub kolumnach macierzy
nie zmieniajq jej rzedu. O

Z twierdzenia 8.4 oraz ze wzoru (1) wynika od razu nastepujace
Twierdzenie 8.6. Dia dowolnej macierzy A: r(A) = r(AT). O

Twierdzenie 8.7. Niech A = [a;;] bedzie takq m x n-macierzq, Ze ag # 0 dla pewnych k,
oraz a;; = 0 dla wszystkich i # k. Wtedy r(A) =1+ r(Ap).

Dowé6d. Oznaczmy przez B macierz powstajaca z macierzy A przez wykonanie operacji
elementarnych: k; — % - k; dla wszystkich j # 1. Wtedy By = A oraz na mocy twierdzenia

8.5, 7(A) = r(B). Ponadto z twierdzenia 8.4 i z lematu 8.3, r(B) = 1+ r(By). Zatem
r(A) =1+r(Ag). O

Twierdzenie 8.8. Niech A = [a;;] bedzie macierzq kwadratowq stopnia n. Wiéwczas
rownowazne sq warunki:

(1) r(A) = n,

(ii) det(A) # 0.

Dowéd. (i)=-(ii). Poniewaz wszystkie kolumny Aj, ... , A, macierzy A sa liniowo niezalezne
i jest ich n, wiec tworza one baze przestrzeni R". Wynika stad, ze dla kazdego ¢ = 1,... ,n
istnieja skalary @1, ...,z € K takie, ze xj10 A1 +...+xip0 A, = ;. Niech X = [245]i j=1,... n-

Wtedy A - X = I, skad z twierdzenia Cauchy’ego det(A) # 0.

(ii)=>(i). Poniewaz det(A) # 0, wiec istnieje macierz X = [z;;] € My (R) taka, ze A- X = I,,.
Wtedy dla kazdego ¢ = 1,... ,n mamy, ze ¢; = x;10 A1 +. ..+ x;n 0 A,, Wiec kolumny macierzy
A generuja przestrzen R™. Stad na mocy twierdzenia 7.8 te kolumny sa liniowo niezalezne, czyli
r(A)=n. O

Definicja 8.9. Niech A bedzie m X n-macierza oraz niech k bedzie liczba naturalng taka, ze
k < min{m,n}. Minorem stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik macierzy kwadratowe;
stopnia k, ktora powstaje z macierzy A przez wykreslenie m — k wierszy oraz n — k kolumn.



Twierdzenie 8.10. Rzqd niezerowej macierzy jest réwny maksymalnemu stopniowi jej nie-
zerowego minora.

Dowdd. Niech A bedzie niezerows m X n-macierza. Oznaczmy przez k maksymalny stopien
niezerowego minora macierzy A oraz przez r rzad tej macierzy. Wtedy pewne r wierszy macierzy
A jest liniowo niezaleznych. Wykreslajac pozostale wiersze uzyskamy k x n-macierz B o rzedzie
r. Zatem z twierdzenia 8.6 pewne r kolumn macierzy B sa liniowo niezalezne. Wykreslajac w
macierzy B pozostale kolumny uzyskamy macierz kwadratowa C stopnia r o rzedzie r. Zatem
z twierdzenia 8.8, det(C') # 0. Ale det(C') jest minorem stopnia r macierzy A, wiec r < k.

Niech teraz D bedzie macierza kwadratowa stopnia k powstajaca z macierzy A przez wy-
kreslenie pewnych m — k wierszy i n — k kolumn taka, ze det(D) # 0. Wtedy z twierdzenia 8.8
mamy, ze (D) = k. Niech X bedzie macierza powstajaca z macierzy A przez wykreslenie tych
samych wierszy, co dla macierzy D. Wtedy 7(X) < k oraz wszystkie kolumny macierzy D sa
liniowo niezalezne, wiec 7(X) > k i ostatecznie r(X) = k. Stad z definicji rzedu wierszowego
macierzy k < r i ostatecznie r = k. O

3 Twierdzenie Kroneckera-Capellego

Niech dany bedzie teraz dowolny uktad m-réwnan liniowych z n-niewiadomymi x1,... , Zy:
ajnri+ a2+ ...+ 1T, = by
a2171+  axTat+ ...+ a2,y = by

Am1T1+  Gm2Tat+ ...+ GppTn = by

Przypomnijmy, ze macierza wspélczynnikéw uktadu (3) nazywamy macierz:

aill ai19 e Aln
asy a9 e aon

A= . . I (4)
aml am2 ... Amn,

za$ macierza uzupelniona ukladu (3) nazywamy macierz:

all a2 . A1n b1
asy ano . a2, b2

Au = . . . . . . (5)
Aml Am2 - Gmn | b

Twierdzenie 8.11 (Kroneckera-Capellego). Uktad (3) ma rozwiazanie wtedy i tylko
wtedy, gdy r(A) = r(Ay). Ponadto uktad (3) ma dokltadnie jedno rozwigzanie wtedy i tylko
wtedy, gdy r(A) =r(Ay) = n.

Dowdéd. Oznaczmy przez a; j-ta kolumne macierzy A i niech 8 = [b1,... ,by]. Uklad (3)
mozna wtedy zapisaé jako réwnanie wektorowe:

r1oar+ ...+ xp0a, =p. (6)



Jezeli (ay,...,a,) jest rozwiazaniem uktadu (3), to a; o a3 + ... + ay o o, = 3, skad na
mocy twierdzenia 6.8 i twierdzenia 6.11 mamy, ze lin(ai,... ,an, ) = lin(ay,... ,ay), czyli
r(Ay,) = r(A). Na odwrét, zatézmy, ze r(A,) = r(A). Wtedy

dimlin(aq,... o) =dimlin(ay, ... ,an, 5),
wiec z twierdzenia 7.22 mamy, ze lin(aq, ... ,ap, ) = lin(ai, ... ,a,), skad 5 € lin(aq, ... ,ap),
czyli istnieja aq,...,a, € R takie, ze 3 = a1 0a1 + ...+ ap o o, 1 wowezas (aq, ... ,a,) jest

rozwiazaniem ukladu (3).

Pozostaje udowodni¢ druga cze$¢ twierdzenia. Zalézmy najpierw, ze r(A,) = r(A) = n.
Wéwcezas kolumny «j1,...,a, sa liniowo niezalezne, wiec tworza baze podprzestrzeni
lin(ag,...,ay). Ale wtedy dimlin(aq, ... ,a,) = dimlin(ay,. .. o, (), skad lin(aq, ... o)
=lin(ay,...,an, B), czyli 8 € lin(ay,... ,ay). Zatem z twierdzenia 7.9 istnieje dokladnie jeden
ciag (a1,...,a,) € R taki, ze f = a1 0oaq + ...+ a, o oy, wiec uklad (3) ma doktadnie jedno
rozwiazanie. Na odwrét, zatézmy, ze uklad (3) posiada dokladnie jedno rozwiazanie (ay, ... ,a,).
Wéwezas z pierwszej czesci dowodu r(A,) = r(A). Wystarczy zatem wykazaé, ze wektory
Qi, ... 0 s liniowo niezalezne. Ale jezeli by, ... b, € R sa takie, ze bjoa;+...+byoa, =0,
to (a1 +b1)oar+...+(an+bp)oa, =aroar+...+a,0a,+0 = 3, wiec (a1 +b1,... ,a,+by)
jest rozwiazaniem ukladu (3), skad a; + b; = a;, czyli b; = 0dlai = 1,...,n, a wigc wektory
at, ..., 0p sg liniowo niezalezne. O

7 rezultatow uzyskanych dotychczas wynika, ze mozna stosowaé nastepujacy schemat poste-
powania dla znalezienia wszystkich rozwiazan ukladu (3). Najpierw obliczamy 7(A) i r(Ay).
Jezeli r(A) # r(Ay), to uktad (3) nie ma rozwiazania. Jedli zas r = r(A) = r(Ay), to uklad
posiada rozwiazanie. Wyznaczamy wéwczas r liniowo niezaleznych wierszy w macierzy A,
i wykreslamy wszystkie pozostale jej wiersze. W otrzymanej macierzy znajdujemy r liniowo
niezaleznych kolumn. Nastepnie w przeksztalconym uktadzie réwnan przenosimy na prawa
strone wszystkie niewiadome o numerach pozostatych n — k kolumn i stosujemy wzory Cramera
dla obliczenia pozostatych niewiadomych (natomiast niewiadome przenoszone na drugie strony
sa dowolnymi liczbami).



