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Wyktad 1
Pojecie pierscienia

1.1 Okreslenie pierscienia

Definicja 1.1. System algebraiczny (R, +, -, 0) nazywamy pierscieniem, jezeli
spelnia on nastepujace warunki:
A1l. (R,+,0) jest grupa abelowa;
A2. (a-b)-c=a-(b-c) dla dowolnych a, b, c € R;
A3.a-(b+c)=a-b+a-ci(b+c)-a=b-a+c-adladowolnych a,b,c € R.

Definicja 1.2. Grupe (R, +,0) bedziemy nazywali grupg addytywne pierscie-
nia R i oznaczali przez RT.

Waznym przyktadem pierscienia jest poznany przez nas na algebrze linio-
wej, pierscien M, (K) macierzy kwadratowych stopnia n € N o wspélezynni-
kach z ciata K.

Definicja 1.3. Jezeli a - b = b - a dla dowolnych a,b € R, to mowimy, ze
pierécien R jest przemienny.

Przyktad 1.4. Niech (A, +,0) bedzie dowolna grupa abelowa. W zbiorze A
okreslamy mnozenie przyjmujac, ze

a-b =0 dla dowolnych a,b € A.

Aksjomaty A2 i A3 sa w oczywisty sposob spetnione, a wiec system alge-
braiczny (A, +,-,0) jest pierécieniem. Nazywamy go pierscieniem z zerowym
mnozeniem na grupie abelowej A i oznaczamy przez A°.

Definicja 1.5. Jezeli istnieje element 1 € R taki, ze 1-a = a-1 = a dla kazdego
a € R, to element 1 nazywamy jedynkq i méwimy, ze R jest piersScieniem z
jedynkq.

Zauwazmy, ze M, (K) jest pierscieniem z jedynka dla dowolnego ciala K.
Jezeli grupa abelowa (A, +,0) nie jest trywialna, to pierscien A° nie posia-
da jedynki. Rozliczne przyktady przemiennych pierscieni z jedynka zostaty

1
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podane na algebrze ogdlnej, w tym: ciata, pierscienie liczbowe, Z,,, pierscie-
nie wielomianéw skonczonej liczby zmiennych o wspotczynnikach z dowolnego
pierscienia przemiennego z jedynka, pierécienie ilorazowe P/I, gdzie I jest
ideatem pierécienia przemiennego P z jedynka.

1.2 WlasnosSci dziatan w pierscieniu

Podamy podstawowe wtasnosci dziatan w dowolnym pierscieniu (R, +-,0).

Stwierdzenie 1.6. ¢-0=0-a =0 dla kazdego a € R.

DowODp. Poniewaz 0 = 040, wigca-0 =a-(0+0) =a-0+a-0 na
mocy A3, skad z prawa skracania w grupach mamy, ze a -0 = 0. Analogicznie
0-a=(0+0)-a=0-a+0-a,skad 0-a =0. O

Stwierdzenie 1.7. a-(a; +as+...+a,) =a-a;+a-as+...+a-a, oraz
(ar+as+...4+a,)-a=ay-a+az-a+...+a,-a dla dowolnych a,ay,...,a, € R
i dla dowolnego naturalnego n.

DowoOD. Prosta indukcja w oparciu o A3. O

Odejmowanie w pierscieniu R okreslamy nastepujaco:
a—b" a4 (—b) dla dowolnych a,b € R.

Stwierdzenie 1.8. a-(b—c¢)=a-b—a-coraz (b—c)-a=b-a—c-a dla
dowolnych a,b,c € R.

DowOp. Na mocy A3 mamy, ze a- (b—c¢)+a-c=a-((b+ (—c)) +¢) =
a-(b+ ((—c)+c)) = a-b, skad mamy pierwszy wzor. Drugi wzor dowodzi sie
analogicznie. ]

Stwierdzenie 1.9. (—a)-b=a-(-b) = —(a-b) oraz (—a) - (=b) =a-b dla
dowolnych a,b € R.

Dowo6Dp. Na mocy A3 mamy, ze a-b+(—a)-b=((—a)+a)-b=0-b=0, na
mocy stwierdzenia 1.6. Zatem (—a)-b = —(a-b). Analogicznie a-(—b) = —(a-b).
Wynika stad, ze (—a) - (=b) = —(a-(=b)) = —(—(a-b)) =a-b. O

Dla dowolnego elementu a € R mozemy okresli¢ jego naturalng potege
przy pomocy wzoru:

n

a®=a-a-...-a dla dowolnego naturalnego n.
—_——

n

Stwierdzenie 1.10. ™ - a™ = a™™ oraz (a™)™ = a™ dla dowolnego a € R
i dla dowolnych liczb naturalnych n, m.
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DowdD. Zadanie 1 na éwiczenia. O

Stwierdzenie 1.11. Jezeli a-b = b-a, to a™-b"™ = b™-a" oraz (a-b)" = a™-b"
dla dowolnych liczb naturalnych n, m.

DowOD. Zadanie 2 na ¢wiczenia. 0

Zadanie (3). Dla dowolnego ciata K znalezé A, B € My(K) takie, ze
(A-B)*+£ A% . B2

Definicja 1.12. Powiemy, ze element a € R jest nilpotentny, jezeli istnieje
liczba naturalna n taka, ze a” = 0. Pierscien, ktérego kazdy element jest nil-
potentny nazywamy nil-pierscieniem. Pierécien nie posiadajacy niezerowych
elementow nilpotentnych nazywamy pierscieniem zredukowanym.

Zadanie (4). Udowodni¢, ze pierscien R jest zredukowany wtedy i tylko wte-
dy, gdy nie posiada elementu niezerowego x takiego, ze 2% = 0.

Zadanie (5). Udowodni¢, ze jezeli R jest pierscieniem zredukowanym oraz
a,b € R sa takie, ze a-b = 0, to takze b-a = 0. Czy jest to prawda w
pierdcieniu My (K)?

Zadanie (6). Niech K bedzie dowolnym ciatem. Opisa¢ elementy nilpotentne
pierscienia My (K). Wykazaé, ze jezeli A € My(K) jest elementem nilpotent-
nym, to A% = 0.

Zadanie (7). Wyznaczy¢ wszystkie elementy nilpotentne pierscienia reszt mo-
dulo 36.

Zadanie (8). Opisaé¢ wszystkie liczby naturalne m > 1, dla ktérych pierscient
reszt modulo m jest zredukowany.

Dla a € R i liczby catkowitej k mozemy okresli¢ catkowita wielokrotnosé
elementu a przez k w ten sposéb, ze k-a=a+a+...+a,gdy k >0, k-a =0,

k
dlak=0oraz k-a=(—-a)+ (—a)+ ...+ (—a), gdy k <0.
Ik

Stwierdzenie 1.13. (—n)-a=n-(—a) = —(n-a), (n+m)-a=n-a+m-a,
(nm)-a=n-(m-a)in-(a+b) =n-a+n-b dla dowolnych a,b € R i dla
dowolnych liczb catkowitych n, m.

DowOD. Wynika od razu z teorii grup. O

Stwierdzenie 1.14. n-(a-b) = (n-a)-b=a- (n-b) dla dowolnych a,b € R
i dla kazdego catkowitego n.

DowOD. Wynika od razu ze stwierdzenia 1.13 i wezesniejszych wlasnosci. [
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Przyklad 1.15. Udowodnimy, ze jezeli 22 = x dla kazdego elementu z pier-
Scienia R, to pierscien ten jest przemienny. Wezmy dowolne z,y € R. Wtedy
r+y=(r+y)? wiecr+y=(r+y) (r+y)=2+r-y+y rv+y° Ale
22 =2 iy? =y, wiec stad -y +y -z = 0. Ponadto dla a € R mamy, ze
a®> = a oraz (2a)? = 2a, skad 4a® = 2a, czyli 4a = 2a, a wigc 2a = 0. Zatem
a+a=0,skad a =—adlaa € R. Zatem -y = —y-x =y - x i pierScien R
jest przemienny.

Definicja 1.16. Powiemy, ze pierscien R jest dziedzing, jezeli R # {0} oraz
dla dowolnych niezerowych elementéw a,b € R mamy, ze a - b # 0.

Definicja 1.17. Méwimy, ze element a pierécienia R jest lewostronnym (pra-
wostronnym) dzielnikiem zera, jeSli istnieje 0 # b € R takie, ze a-b = 0
(b-a=0).

Zadanie (9). Udowodni¢, ze kazda skonczona dziedzina posiada jedynke.

1.3 Elementy odwracalne

Niech R bedzie pierscieniem z jedynka.

Definicja 1.18. Powiemy, ze element a € R jest odwracalny w pierécieniu R,
jezeli istnieje x € R takie, ze a - x = x - a = 1 (wéwczas x nazywamy elemen-
tem odwrotnym do elementu a). Zbiér wszystkich elementéw odwracalnych
pierscienia R bedziemy oznaczali przez R*.

Zadanie (10). Niech R bedzie pierscieniem z jedynka i niech a,b € R. Udo-
wodnié, ze jezelil —a-be R, tol —b-a € R*.

Zadanie (11). Udowodnij, ze jezeli a jest elementem nilpotentnym pierécienia
R 7 jedynka, to 1 —a € R*.

Twierdzenie 1.19. Dia dowolnego pierscienia R z jedynkq (R*,-,1) jest gru-
pe.

DowOD. Poniewaz 1-1 =1, wiec 1 € R*. Jezeli z jest elementem odwrotnym
do elementu a € R, to a jest elementem odwrotnym do z, skad x € R*. Jezeli
a,b € R*, to istnieja x,y € R takie, ze a-x =x-a=1orazb-y=y-b=1,
skad (a-b)-(y-x)=a-(b-y)-z=a-1-x=a-z=1oraz (y-z)-(a-b) =
y-(r-a)-b=y-1-b=y-b=1. Zatem a-b € R*. Poniewaz mnozenie jest
taczne nawet w R, wiec jest ono takze taczne w R*. [

Definicja 1.20. Grupe (R*,-,1) nazywamy grupg elementéw odwracalnych
pierscienia R.

Definicja 1.21. Pierécien z jedynka R # {0}, w ktérym kazdy niezerowy
element jest odwracalny nazywamy pierscieniem z dzieleniem.

Zadanie (12). Udowodni¢, ze kazda skoficzona dziedzina jest pierécieniem z
dzieleniem.
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1.4 Podpierscienie

Definicja 1.22. Podpierscieniem pierscienia R nazywamy kazdy taki niepusty
jego podzbior S, ze

S1 — So € S oraz s1 - s9 € S dla dowolnych sq,s5 € S.

Oczywiscie kazdy podpierécienn S pierScienia R jest podgrupa grupy R,
wiec 0 € S. Wynika stad takze, ze S jest pierécieniem ze wzgledu na dzialania
z R ograniczone do S.

Przyktad 1.23. Zbiér {0} jest podpierécieniem pierécienia R. Nazywamy go
podpierscieniem zerowym. R jest podpierécieniem pierscienia R (nazywamy go
podpierscieniem niewlasciwym).

Stwierdzenie 1.24. Czesé wspolna dowolnej niepustej rodziny podpierscieni
pierscienia R jest podpierscieniem tego pierscienia.

DowOD. Niech {S,}ier bedzie niepusta rodzina podpierscieni pierécienia R i
niech S = (Ve S;. Poniewaz dla kazdego t € T jest 0 € S, wiec 0 € S. Wezmy
dowolne a,b € S. Wtedy a,b € S; dla kazdego t € T, skad a — b,a-b € S, dla
kazdego t € T'. Zatem a — b,a-b € S. Stad S jest podpierécieniem pierscienia
R. O

Stwierdzenie 1.25. Dla dowolnego podzbioru X pierscienia R istnieje naj-
mniejszy w sensie inkluzji podpierscien [X] pierscienia R zawierajocy X .

DowOD. Oznaczmy przez X rodzine wszystkich podpierscieni pierécienia R
zawierajacych zbior X. Rodzina ta jest niepusta, bo np. R € X. Zatem na mo-
cy stwierdzenia 1.24 czesé wspdlna [X] tej rodziny jest takze podpierscieniem
pierécienia R zawierajacym zbiér X. Stad [X] € X' i [X] jest najmniejszym w
sensie inkluzji elementem rodziny X. O

Definicja 1.26. Najmniejszy w sensie inkluzji podpierscien pierécienia R za-
wierajacy podzbior X nazywamy podpierscieniem generowanym przez podzbior
X i oznaczamy porzez [X]. Zamiast [{x1,...,z,}] bedziemy pisali [z1, ..., x,].

Przyktad 1.27. Zauwazmy, ze [)] = {0}, gdyz {0} jest najmniejszym pod-
pierscieniem pierécienia R. Mozna tatwo wykazaé, ze dla kazdego a € R:

[a]:{k1a+k2a2+...+kna”: ki,ko,... k, € Z, nGN}

Definicja 1.28. Centralizatorem niepustego podzbioru X pierécienia R na-
zywamy zbior

Cr(X)={reR:r-z=ux-r dakazdegoz € X}.

Stwierdzenie 1.29. Centralizator Cr(X) dowolnego niepustego podzbioru X
pierscienia R jest podpierscieniem pierscienia R.
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DowOD. Oczywiscie 0 € Cgr(X) (dlaczego?). Niech a,b € Cgr(X). Wezmy
dowolne x € X. Wtedy (a —b) -z =a-z—b-z=z-a—x-b=x-(a—0D),
skad a — b € Cg(X). Ponadto (a-b) -z =a-(b-z)=a-(x-b)=(a-z)-b=
(r-a)-b==x-(a-b),skad a-b € Cr(X). O

Definicja 1.30. Centralizator Cr(R) nazywamy centrum pierécienia R i ozna-
czamy symbolem Z(R). Zatem

Z(R)={a € R:a-x=x-adlakazdego z € R}.
Ze stwierdzenia 1.29 wynika od razu nastepujacy

Whiosek 1.31. Centrum Z(R) pierscienia R jest przemiennym podpierscie-
niem pierscienia R.



Wyktad 2

Przyklady pierscieni

2.1 PierScienie macierzy

Niech R bedzie dowolnym pierécieniem. Macierzg kwadratowa stopnia n nad
pierécieniem R nazywamy tablice postaci

aj; a2 ... Qip
a21 Q29 ... QA9pn
Ap1 Ap2 ... QApp

w ktorej a;; € Rdlad,j=1,2,...,n.

Macierz (2.1) bedziemy tez zapisywali w postaci A = [aij]; j=12,. . Zbibr
wszystkich macierzy kwadratowych stopnia n nad pierscieniem R bedziemy
oznaczali przez M,(R). Przyjmujemy umowe, ze dla macierzy A € M,(R)
przez [Al];; oznaczamy element stojacy w i-tym wierszu i j-tej kolumnie ma-
cierzy A. Macierzq zerowq nazywamy taka macierz 0, € M,(R), ze [0,];; =0
dla 7,5 = 1,2,...,n. W zbiorze M, (R) wprowadzamy dodawanie przyjmu-
jac, ze dla dowolnych macierzy A, B € M, (R) macierz A + B jest okreslona
nastepujaco:

[A + B]l] = [A]U + [B]U dla Wszystkich Z,j = 1, 2, oo, n. (22)

Poniewaz dodawanie jest okreslone po wspoétrzednych, wiec jest jasne, ze sys-
tem algebraiczny (M, (R),+,0,) tworzy grupe abelowa, przy czym ma-
cierza przeciwng do macierzy A € M, (R) jest macierz —A taka, ze [—A];; =
—[A]ZJ dla l,j = 1, 2, e, N

W zbiorze M, (R) okreslamy tez naturalne mnozenie macierzy przyjmujac,
ze iloczynem macierzy A, B € M,,(R) jest macierz A - B taka, ze

[A-B),; = f; (Al [Bly; dlad,j=1,....n. (2.3)

t=1
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Zatem aby pomnozy¢ macierz A € M,(R) przez macierz B € M,(R)
nalezy pierwszy wiersz macierzy A pomnozy¢ (skalarnie) przez pierwsza ko-
lumne macierzy B, nastepnie nalezy pomnozy¢ pierwszy wiersz macierzy A
przez drugg kolumne macierzy B, itd. W ten sposéb uzyskamy kolejne wyrazy
pierwszego wiersza macierzy A - B. Aby otrzyma¢ drugi wiersz macierzy A- B
nalezy pomnozy¢ drugi wiersz macierzy A przez kolejne kolumny macierzy B.
W konicu nalezy pomnozy¢ ostatni wiersz macierzy A kolejno przez wszystkie
kolumny macierzy B.

Uwaga 2.1. Mnozenie macierzy kwadratowych nad dowolnym pierscieniem
R jest lgczne tzn. dla dowolnych macierzy A, B,C € M,(R):

(A-B)-C=A-(B-0).
Dowo6p. Dla wszystkich 4,5 = 1,2,...,n mamy, ze [(A- B) - Cl;; =

S4Bl [Cly = 3 (Z AL, [B]zt> (O, = ii (Al - [Bla) - €1,y =

=1 t=11=1

n n n n

> 2 [Ala - ([Blu - [Clyy) = > [Ala- ([Blu - [Clyy) =

1 I=1t=1

Cly=[A-(B-0)y. O

Uwaga 2.2. MnozZenie macierzy kwadratowych nad dowolnym pierscieniem
R jest rozdzielne wzgledem dodawania macierzy tzn.

(i) A-(B+C)=A-B+ A-C dla dowolnych A, B,C € M,(R) oraz

(1)) (B+C)-A=B-A+C-A dla dowolnych A, B,C € M,(R).

DowoOD. (i). Wystarczy wykazaé, ze dla wszystkich 4,5 = 1,2,...,n mamy,
¢[A-(B+C);j = [A-B+A-Cly. Ale [A-(B+CO));; = > [Ala[B + Cy;
t=1
> [Ali - ([Bly + = > (A i+ [Ali - [Cly) =
=1 t=1 =1
Al - [Clyy =[A-Blij+[A-Cl;; =[A- B+ A-C);;. (4i) mozna udowodnic¢

t=1

podobnie jak (7). O

Podsumowujac uzyskane rezultaty mozemy powiedzie¢, ze tak okreslony
system algebraiczny (M,(R),+,-,0,) jest pierscieniem. Nazywamy go pier-
$cieniem macierzy kwadratowych stopnia n nad pierscieniem R i
oznaczamy przez M,(R).

Uwaga 2.3. Jezeli 1 jest jedynkq pierscienia R, to macierz I, € M,(R)
taka, Ze [I,)i; = 1 dla i = 1,2,...,n oraz [I,);; = 0 dla wszystkich i # j,
jest jedynkq pierscienia M,(R). Rzeczywiscie, niech Ae M, (R) Wtedy dla
wszystkich i, j = 1,2,...,n mamy, ze [I,-A];; Z = L] [Al;; =

t=1
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n

1-[A]y; = [Alij oraz [A-L)i; = > [Alie - [In]e; = [Alij - Lnlj; = [Alij -1 = [A]i;-
t=1
Zatem I, - A= A- 1, = A dla kazdego A € M,(R).

Uwaga 2.4. Niech a bedzie dowolnym elementem pierscienia R. Dla 1,7 €
{1,2,...,n} oznaczmy przez aE;; takq macierz kwadratowq stopnia n, ktora
w i-tym wierszu 1 j-tej kolumnie ma element a, za$ poza tym same zera. Z
definicji mnozZenia macierzy bez trudu mozemy sprawdzié, zZe dla dowolnych
a,b € R oraz dla dowolnych i,j,k.l € {1,2,...,n} zachodzi wzdr:

(@8- 05 = { o e T K 24

Ponadto dla dowolnej macierzy A € M, (R) mamy, Ze

n

A= Z ([A]tsEts)- (25)

t,s=1

Twierdzenie 2.5. Dia n > 2 pierscien M, (R) jest przemienny wtedy i tylko
wtedy, gdy a-b =0 dla dowolnych a,b € R.

DowOD. Zalbzmy, ze pierscien M, (R) jest przemienny. WeZmy dowolne a, b €
R. Wtedy ze wzoru (2.4) mamy, ze (afy1) - (bE12) = (ab)Ey2 oraz (bEis) -
(aF11) = 0,. Stad (ab)E13 = 0,, czyli ab = 0 dla dowolnych a,b € R.

Na odwrét, niech a - b = 0 dla dowolnych a,b € R. Zatem ze wzoru (2.3)
mamy, ze A- B = 0, dla dowolnych A, B € M,(R). Stad A-B = B- A dla
dowolnych A, B € M,(R), czyli pierscien M, (R) jest przemienny. O

Niech X;; dla ¢,7 = 1,...,n bedg niepustymi podzbiorami pierscienia R.
Symbolem

Xll X12 s Xln
X21 X22 s X2n
an Xn2 s Xnn

bedziemy oznaczali zbiér wszystkich macierzy A € M, (R) takich, ze [A];; €
X;; dla wszystkich 4,7 =1,...,n.

Zadanie (1). Pokazaé, ze jesli S jest podpierécieniem pierscienia R, to M,,(.S)
jest podpierscieniem pierscienia M, (R).

Zadanie (2). Niech R bedzie pier§cieniem, w ktérym a - b # 0 dla pewnych
a,b € R. Opisa¢ wszystkie podpierscienie pierscienia My(R), ktére sa postaci

X X .
[ Y, X, ] gdzie X1, Xz, X3, Xy € {{0}, R}.
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Zadanie (3). Niech R bedzie dowolnym pierécieniem. Oznaczmy przez T, (R)
zbiér wszystkich macierzy trojkatnych gérnych A € M, (R), tzn.

R R ... R
T.(R) = {O} R R

{0} {0} ... R
Udowodnié¢, ze T, (R) jest podpierscieniem pierécienia M, (R).

Zadanie (4). Niech R bedzie dowolnym pierscieniem. Oznaczmy przez J,(R)
zbior wszystkich macierzy A € T,(R) takich, ze [Al1; = [Alae... = [Alnn,
[Al12 = [Alas = ... = [A]n—1ns - - -+ [A]1.0-1 = [A]2,. Udowodnié, ze J,(R) jest
podpierscieniem pierécienia T, (R).

2.2 Pierscienie szeregéw formalnych i pierscie-
nie wielomianéw

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem. Oznaczmy przez R|[x]] zbiér wszyst-
kich nieskonczonych ciggdéw

f:(f07f17f27"'> (26)
takich, ze f; € R dla wszystkich ¢ =0,1,.. ..

Elementy zbioru R[[z]] nazywamy szeregami formalnymi zmiennej = o
wspotezynnikach z pierscienia R. Przyjmujemy umowe, ze jesli szereg nazywa
sie g, to g = (90,91, g2, - - -), czyli go, g1, g2, - - - sa jego kolejnymi wspdtezynni-
kami. Przy tych oznaczeniach dla szeregéw f, g € R[[x]] mamy, ze

f=9g < fi=g;dlakazdegoi=0,1,2,.... (2.7)

Szereg 0 = (0,0,0,...) nazywamy zerowym, zas szereg ( fo, 0,0, ...) nazywamy
szeregiem stalym. Jezeli f # 0, to istnieje najmniejsze n takie, ze f, # 0 i
wowezas n nazywamy stopniem szeregu f i piszemy st(f) = n, za$ f, nazy-
wamy najmtodszym wspolczynnikiem tego szeregu. Ponadto przyjmujemy, ze
st(0) = oo oraz dla n € Ny: 0o > n, 0o +n = 00 + 00 = 0.

Suma szeregéw f, g € R[[z]| nazywamy szereg

f+ag=(fo+g0 fi+agifa+g2...). (2.8)

Latwo zauwazy¢, ze dla dowolnych szeregéw f, g € R[[z]]:

st(f +g) > min{st(f), st(g)}. (2.9)
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Jezeli zas st(f) < st(g), to oczywiscie st(f + g) = st(f).

7, okreslenia dodawania szeregéw ltatwo wynika, ze system algebraiczny
(R[[z]],+,0) jest grupa abelowa, przy czym szeregiem przeciwnym do szeregu
f jeSt szereg _f = (_f07 _f17 _f27 c )

Iloczynem szeregéw f, g € R[[z]] nazywamy szereg

[ 9= (fog0, fog1 + f190, fog2 + f191 + fag0, - ). (2.10)

Zatem dla kazdego n € Ny:

(f -9 = Zfignfi = Z fig;- (2.11)
1=0 i+j=n

Jezeli f; =0dlai=1,2,..., to ze wzoru (2.11) wynika, ze

(fo, O, O, .. ) . (gg, gi, 392, - - ) = (ngO; fggl, fogg, .. ) (212)

Jezeli zas f; =0dlai=0,2,3,..., to ze wzoru (2.11) wynika, ze

(0, f17 0, O, .. ) . (go,gl,gg, .. ) = (O, f1907 f191, flgg, .. ) (213)

Niech teraz f,g € R[[z]] \ {0} i n = st(f) oraz m = st(g). Wtedy (f - g)r, =0

dla wszystkich k < n + m. Rzeczywiscie, (f - ¢)r = Z fig; oraz f; = 0 dla
i+j=k

i < n,zas dlai > n jest j < m, wiec g; = 0. Stad 1 z (2.11) mamy, ze dla

dowolnych szeregéw f, g € R|[x]]:

st(f-g) = st(f) + st(g). (2.14)

Teraz udowodnimy, ze mnozenie szeregéow jest rozdzielne wzgledem ich
dodawania oraz, ze mnozenie szeregéow jest taczne. W tym celu wezmy dowolne
f,g,h € R[[z]]. Wtedy dla n € Ny mamy, ze

(f-(g+h)= Z filg+h); = Z filg; + hy) = Z (fig; + fih;)

i+j=n i+j=n i+j=n
=Y figi+ X fihi=(f - @ut(f )= (f g+ [ D
i+j=n i+j=n

skad f-(g+h) = f-g+ f-h. Analogicznie pokazuje sie, ze (9+h)-f = g-f+h-f.
Ponadto ((f-g)-h)a= > (f-9)ihj= > > (fsg)h;=

i+j=n i+j=n s+t=t
>, (fsgohjoraz (f-(g-h)u= > flg-Me= D > filahy)
s+t+j=n st+k=n st+k=nt+j=k

= Y filghy), wiec f-(g-h) = (f-g)-h. W ten sposob udowodnili$my
s+t+j=n
nastepujace
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Twierdzenie 2.6. Dla dowolnego pierscienia R system algebraiczny
(R[[z]],+,-,0) tworzy pierscien. O

Ten pierscien nazywamy pierscieniem szeregow formalnych zmiennej x o
wspotcezynnikach z pierécienia R.
Zadanie (5). Udowodnij, ze pierscien R|[x]] jest przemienny wtedy i tylko
wtedy, gdy pierécien R jest przemienny.
Zadanie (6). Udowodnij, ze jezeli 1 jest jedynka pierscienia R, to (1,0,0,...)
jest jedynka pierscienia R[[z]].
Zadanie (7). Udowodnij, ze jezeli S jest podpierscieniem pierscienia R, to
S[[z]] jest podpiericieniem pierscienia R[[z]].
Definicja 2.7. Wielomianem zmiennej x o wspolczynnikach z pierscienia R

nazywamy taki szereg f € R|[z]], ze 0 = f, = fuy1 = fui2 = ... dla pewnego
n € Ny. Zbiér wszystkich wielomianéw f € R[[z]] oznaczamy przez R[z].

Stwierdzenie 2.8. Dia dowolnego pierscienia R, R|x| jest podpierscieniem
pierscienia R[[z]].

DowOD. Oczywiscie R[z] # 0, bo np. 0 € R[z]. Wezmy dowolne f, g € R[x].

Wtedy istnieja n,m € Ny takie,ze 0 = f, = foo1=...10 =0 = Gms1 = .. ..
Niech & = max{n,m}. Wtedy 0 = fy = frs1 =...10=gr = gxa1 = ..., skad
0=(f—g9)h = (f—9)ks1 = ..., awiec f—g € R[x]. Wezmy dowolne s > n+m

oraz i,j € Ny takie, ze i + j = 5. Jedli ¢ > n, to f; =0, wiec fig; = 0; jesli zas
i<n,toj=s—i>s—n>n+m—n=m,wicc g; =0, czyli f;g; = 0. Stad
na mocy wzoru (2.11), (f - g)s = 0. W konsekwencji f - g € R[z]. O

Otrzymany w ten sposob pierscien R[z] nazywamy pierscieniem wielomiandw
zmienne] x o wspotczynnikach z pierscienia R.

Zadanie (8). Udowodnij, ze jezeli S jest podpierscieniem pierscienia R, to
S|z| jest podpierécieniem pierscienia R|x].

Zadanie (9). Udowodnij, ze pierscienn R[x] jest przemienny wtedy i tylko
wtedy, gdy pierscien R jest przemienny.

2.3 Iloczyn prosty i suma prosta pierscieni

Dla dowolnego niepustego zbioru indekséw T' niech {R;}er bedzie rodzina
pierécieni. Przypomnijmy, ze iloczym kartezjanski R = [[,cr R; sklada sie
ze wszystkich funkcji f: T° — U,er Ry takich, ze f(t) € Ry dla wszystkich
t € T, przy czym mozna utozsamia¢ f z uogélnionym ciagiem (x;)ier, gdzie
x; = f(t) dlat € T. W zbiorze R wprowadzamy dodawanie i mnozenie ”po
wspotrzednych”:

(x)ter + (Y)ter = (T¢ + Yi)ters (2.15)
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()ier - (Y)ter = (@4 - Yp)rer- (2.16)

Latwo wykaza¢ (Zadanie (10) na ¢wiczenia), ze woéwezas (R, +, -) jest pierscie-
niem. Nazywamy go iloczynem prostym rodziny pierscieni { Ry }ier 1 0znaczamy
przez [[;cr R;. Oznaczmy przez @;cr R, zbiér tych wszystkich f € [[;er Ri,
dla ktorych f(t) # 0 jedynie dla skonczenie wielu ¢ € T'. Nietrudno jest po-
kazaé (Zadanie 11 na ¢wiczenia), ze @,cr Ry jest podpierscieniem pierscienia
[Tier Ri- Nazywamy go sumgq prostg rodziny pierscient { R }ier 1 oznaczamy
przez @ Ry

Zadanie (12). Udowodnij, ze jezeli { R; }ier jest nieskonczong rodzina nieze-
rowych pierscieni, to pierscien @;cr R; nie posiada jedynki.

Zadanie (13). Udowodnij, ze jezeli 1; jest jedynka pierscienia R, dlat € T,
to (1¢)er jest jedynka pierscienia [T,er By oraz (Ier Re)* = Tlier Ry

Zadanie (14). Niech {R;}ier bedzie niepusta rodzing pierscieni. Udowodnij,
ze pierscien [[;cr Ry jest przemienny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
t € T pierscien R; jest przemienny.

Zadanie (15). Niech {R;};er bedzie niepusta rodzing pierscieni. Udowodnij,
ze pierscien @;cr R, jest przemienny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
t € T pierscien R; jest przemienny.



Wyktad 3

Idealy jednostronne pierscieni

3.1 Iloczyny algebraiczne podgrup w pierscie-
niu

Definicja 3.1. Illoczynem algebraicznym podgrup A, B grupy addytywnej pier-
$cienia R nazywamy podgrupe A - B grupy R' generowang przez wszystkie
elementy a-b dlaa € A, b € B. Innymi stowy A - B jest najmniejsza w sensie
inkluzji podgrupa grupy R' zawierajaca wszystkie elementy a - b dla a € A,
be B.

Stwierdzenie 3.2. Dla dowolnych podgrup A, B grupy addytywnej pierScienia
R zachodzi wzor:

A-B={> ab;:ai,...,a, € A;by,...,b, € B;n € N}. (3.1)
i—1

DowOD. Oznaczmy prawg strone wzoru (3.1) przez C. Wtedy ab € C dla
dowolnych a € A, b € B, skad C # (). Wezmy dowolne z,y € C. Wtedy

r = Zaibi, y = chdj dla pewnych aq,...,a,,¢1,...,¢, € A,
i=1 j=1

bi,...,b,,dq,...,d, € B. Stad na mocy stwierdzenia 1.9: x — y = Zaibi +

i=1
m

> (=¢j)dj € C,bo —¢; € Adlaj=1,...,m. Zatem C jest podgrupa grupy
j=1
R zawierajaca wszystkie elementy ab dla a € A, b € B.

Niech teraz M bedzie dowolng podgrupg grupy R zawierajacg wszystkie
ab dla a € A, b € B. Wezmy dowolne n € N oraz dowolne ay,...,a, € A,

bi,...,b, € B. Wtedy a;b; € M dlai =1,...,n, skad Zaibi € M. Zatem
i=1

C C M. Oznacza to, ze C jest najmniejsza podgrupa grupy RT zawierajgca

wszystkie elementy ab dlaa € A, be B, czyli C = A- B. O]

14
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Dla dowolnego elementu a pierécienia R przez (a) bedziemy oznaczali pod-
grupe grupy RT generowang przez element a. Zatem

(a) ={ka: ke Z}. (3.2)

Jezeli A jest podgrupa grupy R', to dla a € R przyjmujemy nastepujace
oznaczenia:

aA={a-x:x€ A} oraz Aa ={x-a:x € A} (3.3)

Stwierdzenie 3.3. Dla dowolnych elementow a, b pierscienia R i dla dowolnej
podgrupy A grupy RT zachodzq nastepujace wzory:

(1) aA = (a) - A,

(i) Aa = A - {(a),

(iii) {a) - (B) = {a - b).
W szczegdlnodci aA i Aa sq podgrupami grupy R .
DowoODp. Z (3.2) i (3.3) wynika od razu, ze aA C (a) - A. WeZzmy dowolne
z € (a) - A. Wtedy ze stwierdzenia 3.2 i ze wzoru (3.2), z = > _ (k;a)b; dla

i=1

pewnych kyi,...,k, € Z, by,...,b, € A. Zatem ze stwierdzen 1.7 1 1.14, x =

a - Zkzb, Ale A jest podgrupg grupy R, wiec Zkibi € A, skad = € aA.
i=1 =1
Zatem aA = (a) - A. Analogicznie dowodzimy wzoru (ii).

Z (i) oraz ze wzoréw (3.2) 1 (3.3) mamy, ze (a) - (b) = a(b) = {a(kb) : k €
Z}. Stad i ze stwierdzenia 1.14 oraz ze wzoru (3.2), (a) - (b) = {k(ab) : k €
Z} = (ab). O

Stwierdzenie 3.4. Dla dowolnych podgrup A, B, C' grupy addytywnej pier-
scienia R zachodzg nastepujace wzory:

(i) (A-B)-C = A-(B-C),

(i) A-(B+C)=A-B+A-C,

(ii)) (B+C)-A=B-A+C-A.

Dowo6p. Wezmy dowolne x € (A-B)-C. Ze stwierdzenia 3.2, x jest skonczona
suma elementéw postaci y-cdlay € A- B, ¢ € C. Ponadto ze stwierdzenia 3.2
kazde y € A-B jest skoniczona suma elementéw postaci a-b dla pewnych a € A,
b € B. Stad na mocy stwierdzenia 1.7 x jest skoniczona suma elementow postaci
(a-b)-cdlapewnycha € A,be B,ce C. Ale (a-b)-c=a-(b-c) € A-(B-C),
gdyza € Aorazb-c € B-C,wiecx € A-(B-C).Stad (A-B)-C C A-(B-C).
Przeciwng inkluzje dowodzi sie analogicznie. Zatem (A-B)-C = A-(B-C).

Wezmy dowolne = € A-(B+C). Ze stwierdzenia 3.2 x jest skoficzona suma
elementéw postaci a -y dla pewnych a € A,y € B+ C. Stad y = b+ ¢ dla
pewnychb e B,ce Cia-y=a-b+a-c€ A-B+A-C.Zatemx € A-B+A-C
i wobec tego A-(B+C) C A-B+A-C. Ponadto BC B+C'iC C B+C, wigc
A-BJA-CCA-(B+C),skad A-B+A-C CA-(B+C). W konsekwencji
A-(B+C)=A-B+ A-C.Dowdd wzoru (iii) jest analogiczny. O
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Ze stwiedzenia 3.4 (i) wynika, ze iloczyn algebraiczny podgrup jest dzia-
taniem tacznym w zbiorze wszystkich podgrup grupy addytywnej pierscienia
R. 7 tego powodu dla dowolnego n € N i dla dowolnych podgrup Ay,..., A,
grupy Rt wartos$¢ iloczynu A; - ... - A, nie zalezy od sposobu rozstawienia
nawiasow. Ponadto ze stwierdzenia 3.2 przez prosta indukcje mozna wykazac,
ze podgrupa A; - ... A, sktada sie ze wszystkich skonczonych sum elementow
postaci a; - ...-a, dla a; € A;, i = 1,...,n. Jezeli A jest podgrupa grupy
R*, to zamiast A-...- A bedziemy pisali A". Ponadto ze stwierdzenia 3.4

SRR L

przez prosta indukcje mamy, ze dla dowolnego n € N i dla dowolnych podgrup
A, Ay, ..., A, grupy R zachodzg wzory:

A-(A+...+A,)=A- A +...+A4- A, (3.4)
(Ar+...+A4,)- A=A -A+.. .+ A, A (3.5)

Zadanie (1). Udowodnij, ze dla dowolnych podgrup A i B grupy addytywnej
pierécienia R i dla dowolnych a,b € R: (a) - A-(b) = {a-x-b:x € A} oraz
(AB)a = A(Ba).

3.2 Idealy lewostronne pierscieni

Definicja 3.5. Niepusty podzbiéor L C R nazywamy tdealem lewostronnym
pierscienia R, jezeli:

(1) iy — Iy € L dla dowolnych Iy, € L oraz

(2) r-1 € L dla dowolnych r € R, [ € L.
Piszemy wtedy: L <; R.

7 tej definicji wynika od razu, ze kazdy ideal lewostronny jest podgrupa
grupy addytywnej, a nawet jest podpierscieniem pierscienia R. Ponadto L C
R jest ideatem lewostronnym pierscienia R wtedy i tylko wtedy, gdy L jest
podgrupg grupy R™ i RL C L.

Przyktad 3.6. Zbior {0} jest idealem lewostronnym pierscienia R. Nazywamy
go ideatem lewostronnym zerowym. R jest idealem lewostronnym pierscienia
R. Nazywamy go idealem lewostronnym niewlasciwym.

Przyktad 3.7. Dla dowolnego elementu a pierscienia R na mocy stwierdze-
nia 3.3, Ra jest podgrupa grupy R' oraz R(Ra) = (RR)a C Ra. Zatem
Ra <; R. Ogdlniej: jesli L <; R, to dla dowolnej podgrupy X grupy R, LX
jest podgrupa w R* oraz R(LX) = (RL)X C LX, a wiec LX <; R. W szcze-
gblnosci, jezeli L, M <; R, to L - M <; R. Jezeli L; <; Rdlat=1,...,n, to
R(Ly-...-Ly,)=(R-Ly)-...-L,CLy-...-L,,awiec Ly -...- L, <; R.

Przyktad 3.8. Dla dowolnego elementu a pierscienia R, (a)+Ra = {ka+r-a :
k € Z,r € R} jest podgrupa grupy R oraz na mocy stwierdzen 3.4 i 3.3,
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R({a) + Ra) = R{a) + R(Ra) = Ra + (RR)a C Ra C (a) + Ra. Zatem
(a) + Ra jest ideatem lewostronnym pierécienia R zawierajacym element a.
Jezeli L jest ideatem lewostronnym pierscienia R zawierajacym a, to (a) C L
i Ra C L, skad (a) + Ra C L. Zatem (a) + Ra jest najmniejszym idealem
lewostronnym pierécienia R zawierajacym element a. Nazywamy go ideatem
lewostronnym pierscienia R generowanym przez a.

Przyktad 3.9. Niech A bedzie dowolng podgrupa grupy addytywnej pierscie-
nia R. Wowczas A+ RA jest podgrupa w Rt oraz R-(A+RA) = RA+R(RA) =
RA+ (RR)AC RAC A+ RA, awiec A+ RA <; R. Ponadto A C A+ RA.
Jezeli L jest ideatem lewostronnym pierscienia R takim, ze A C L, to RA C L,
skad A+ RA C L. Zatem A + RA jest najmniejszym ideatem lewostronnym
pierscienia R zawierajacym podgrupe A. Nazywamy go idealem lewostronnym
pierscienia R generowanym przez podgrupe A.

Przyktad 3.10. Uzasadnimy, ze dla dowolnego podzbioru X pierscienia R
istnieje najmniejszy ideal lewostronny pierscienia R zawierajacy X. Niech
(X)) oznacza najmniejsza podgrupe grupy RT zawierajaca podzbior X. Wtedy
(X)+R(X) <; Roraz X C (X)+ R(X). Niech L bedzie dowolnym ideatem le-
wostronnym pierscienia R zawierajacym X. Poniewaz L jest podgrupg w R™,
wiec (X) C L. Zatem z przyktadu 3.9 (X) + R(X) C L. Stad (X) + R(X) jest
najmniejszym ideatem lewostronnym pierscienia R zawierajacym podzbiér X.
Nazywamy go ideatem lewostronnym pierscienia R generowanym przez pod-
zbior X.

Przyktad 3.11. Czes$é wspdlna dowolnej niepustej rodziny {L; }er ideatéw
lewostronnych pierscienia R jest ideatem lewostronnym pierscienia R. Rzeczy-
wiscie, poniewaz idealy lewostronne sg podpierscieniami R, wiec L = (e Ly
tez jest podpierscieniem pierscienia R. Ponadto dla r € R oraz [ € L mamy,
zel € Ly dla kazdego t € T', skad r -l € L, dla kazdego t € T'. Zatem r -1 € L
i L jest idealem lewostronnym pierécienia R.

Przyktad 3.12. Suma algebraiczna skonczonej liczby ideatéw lewostronnych
pierscienia R jest ideatem lewostronnym tego pierscienia. Mianowicie, jezeli
Ly, Lo, ..., L, saideatlami lewostronnymi pierscienia R, to L1+ Lo+...+ L, =
{h+b+...4+10,:; € Lydlai=1,2...,n} jest ideatem lewostronnym

pierécienia R zawierajacym wszystkie ideaty Lq, Lo, ..., L,. Rzeczywiscie, dla
a € L; mamy, ze a = 0+...+40+a +0+...+0dla¢ = 1,...,n, skad
—— ~————

i—1 n—i
L; CLi+...+L,dlai=1,...,n. Ponadto idealy lewostronne sa podgrupami
grupy abelowej R, wiec ich suma algebraiczna jest tez podrupg tej grupy. W
koncu dla r € Roraz l; € L;; i = 1,...,n mamy, ze 7 - (3 +...+1,) =
r-lbi+...+r-l, € l1+...4+4L,,bor-l; € Lydla:=1,...,n. Zatem
L1+L2++Ln <y R.

Przyktad 3.13. Niech X bedzie dowolnym niepustym podzbiorem pierscienia
R. Lewostronnym anihilatorem zbioru X w pierScieniu R nazywamy podzbidr
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[r(X)={r € R:r -x=0dlakazdego z € X}. Zauwazmy, ze 0 € [z(X), bo
0-r = 0 nawet dla kazdego r € R. Jedli a,b € Ig(X), to dla x € X mamy, ze
(a—b)-z=a-x—b-2=0-0=0,skad a — b € I[g(X). Niech r € R oraz
a € lr(X). Wtedy dla z € X mamy, ze (r-a)-z=1r-(a-z)=1r-0=0, skad
r-a € lr(X). Zatem rzeczywiscie [gr(X) <; R. Ponadto lz(X)X = {0}.

Zadanie (2). Udowodnij, ze dla dowolnego a € R podzbiér L = {z —z-a :
x € R} jest idealem lewostronnym pierscienia R.

Zadanie (3). Niech R bedzie pierscieniem z jedynka i niech L <; Ms(R).
clto] @ b 00 c d 0 0 c
Mool la b fo0] e d

Zadanie (4). Udowodnij, ze jezeli L i M sa idealami lewostronnymi pierscie-

: L M
nia R, to [L v < My(R).

b
d

Udowodnij, ze jezeli [ Z

Zadanie (5). Niech K bedzie dowolnym ciatem. Opisaé¢ wszystkie idealy le-
wostronne pierscienia macierzy Ms(K).

Zadanie (6). Niech L; bedzie ideatem lewostronnym pierscienia R; dla kaz-
dego t € T'. Udowodnij, ze wtedy [T,er Lt <i [Tier Re:.

Zadanie (7). Niech R i S beda pierscieniami, z ktérych co najmniej jeden po-
siada jedynke. Udowodnij, ze wszystkimi idealami lewostronnymi pierscienia
R x S sg jedynie podzbiory postaci L x M, gdzie L <, Ri M <; S.

Zadanie (8). W pierscieniu 27 x 27 znajdz ideal lewostronny, ktory nie jest
postaci L x M dla L, M <; 27Z.

3.3 Idealy prawostronne pierscieni

Definicja 3.14. Idealem prawostronnym pierécienia R nazywamy niepusty
podzbiér P C R taki, ze

(1) p1 — p2 € P dla dowolnych py, ps € P oraz

(2) p-r € P dla dowolnych p € P, r € R.
Piszemy wtedy P <, R.

7 tej definicji wynika od razu, ze kazdy ideal prawostronny jest podgrupa
grupy addytywnej, a nawet jest podpierécieniem pierscienia R. Ponadto P C R
jest idealem prawostronnym pierécienia R wtedy i tylko wtedy, gdy P jest
podgrupg grupy RT i PR C P.

Uwaga 3.15. Niech (R,+,-,0) bedzie dowolnym pierscieniem. W zbiorze R
wprowadzamy nowe mnozenie x przyjmujac, ze

a*b=>-a dla dowolnych a,b € R. (3.6)
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Latwo sprawdzié, Ze (R,+,*,0) jest pierscieniem. Nazywamy go pierScieniem
R z odwr6éconym mnozeniem ¢ oznaczamy przez R°P. Wprost z definicji RP
wynika, ze dla dowolnego A C R:

A<, R <<= A<, R? oraz A<, R < A<, R”.

Przyktad 3.16. Zbioér {0} jest idealem prawostronnym pierscienia R. Na-
zywamy go ideatem prawostronnym zerowym pierécienia R. R jest idealem
prawostronnym pierscienia R. Nazywamy go ideatem prawostronnym niewla-
Sciwym piersScienia R.

Przyktad 3.17. Dla dowolnego elementu a pierscienia R na mocy uwagi 3.15
i przyktadu 3.7, aR <, R. Ogolniej: jesli P <, R, to dla dowolnej podgrupy
X grupy RT, XP <, R. W szczegdlnodei, jezeli P,Q <, R, to P-Q <, R.
Jezeli P, <, Rdlai=1,...,n,to P,-...- P, <, R.

Przyktad 3.18. Na mocy uwagi 3.15 i przyktadu 3.8, dla dowolnego elementu
a pierécienia R, (a) + aR = {ka+a -7 : k € Z,r € R} jest najmniejszym
ideatem prawostronnym pierscienia R zawierajacym element a. Nazywamy go
ideatem prawostronnym pierscienia R generowanym przez a.

Przyktad 3.19. Na mocy uwagi 3.15 i przyktadu 3.9, dla dowolnej podgru-
py A grupy addytywnej pierscienia R, A + AR jest najmniejszym ideatem
prawostronnym pierscienia R zawierajacym A. Nazywamy go ideatem prawo-
stronnym pierscienia R generowanym przez podgrupe A.

Przyktad 3.20. Na mocy uwagi 3.15 i przyktadu 3.10, dla dowolnego pod-
zbioru X pierscienia R, (X) + (X )R jest najmniejszym ideatem prawostron-
nym pierscienia R zawierajacym X. Nazywamy go idealem prawostronnym
piercienia R generowanym przez podzbior X.

Przyktad 3.21. Na mocy uwagi 3.15 i przyktadu 3.11, czes¢ wspolna dowolne;j
niepustej rodziny { P, };cr idealéw prawostronnych pierscienia R jest ideatem
prawostronnym pierécienia R.

Przyklad 3.22. Na mocy uwagi 3.15 i przyktadu 3.12, suma algebraiczna
skoniczonej liczby ideatéw prawostronnych pierscienia R jest ideatem prawo-
stronnym tego pierscienia.

Przyklad 3.23. Niech X bedzie niepustym podzbiorem pierscienia R. Pra-
wostronnym anihilatorem podzbioru X nazywamy podzbior: rg(X) ={r € R:
x-r =0 dla kazdego x € X}. Na mocy uwagi 3.15 i przyktadu 3.13 mamy, ze
’I"R(X> <, R.

Zadanie (9). Udowodnij, ze dla dowolnego a € R podzbiér P = {x —a - x :
x € R} jest idealem prawostronnym pierscienia R.
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Zadanie (10). Niech R bedzie pierécieniem z jedynka i niech P <, Ms(R).
cPtol @ 0 0 a 00 b 0
e o]0 elod]

d 0
Zadanie (11). Udowodnij, ze jezeli P i @) sa idealami prawostronnymi pier-

<, MQ(R)

e A
UdOWOdHlJ,ZeJeZGII[C d €

P P
Q Q
Zadanie (12). Niech K bedzie dowolnym cialem. Opisaé wszystkie idealy
prawostronne pierscienia My(K).

Scienia R, to l

Zadanie (13). Niech K bedzie dowolnym ciatem. Podaé¢ przyklad ideatu le-
wostronnego (prawostronnego) pierécienia My (K), ktéry nie jest ideatem pra-
wostronnym (lewostronnym) tego pierscienia.

Zadanie (14). Niech K bedzie dowolnym cialem. Wykazaé¢, ze nastepujace
podzbiory sa podpierscieniami pierscienia My (K):

ST [E RO

Ktoére z tych podpierécieni sa ideatami lewostronnymi (prawostronnymi)
pierdcienia My (K)? Wyznaczyé centrum kazdego z tych podpierscieni i opisaé
wszystkie ich ideaty lewostronne i prawostronne.

Uwaga 3.24. Idealy lewostronne i idealy prawostronne pierscienia R nazy-
wamy ideatami jednostronnymi pierscienia R.

Zadanie (15). Niech L <; Ri P <, R. Pokaza¢, ze wtedy [LUP| = L+P+LP.

Zadanie (16). Niech P, bedzie idealem prawostronnym pierscienia R; dla
kazdego t € T'. Udowodnij, ze wtedy [[;er Pr <, [Lier Bt

Zadanie (17). Niech R i S beda pierscieniami, z ktérych co najmniej jeden
posiada jedynke. Udowodnij, ze wszystkimi ideatami prawostronnymi pierscie-
nia R x S sg jedynie podzbiory postaci P x @), gdzie P <, Ri @ <, S.



Wyktad 4

Idealy pierscieni

4.1 Idealy obustronne pierscieni

Definicja 4.1. Ideatem obustronnym pierscienia R nazywamy kazdy taki ideat
lewostronny, ktory jest jednoczesnie ideatem prawostronnym tego pierscienia.
Ideaty obustronne bedziemy nazywaé krotko ideafami. Zapis: I << R bedzie
oznaczal, ze I jest idealem pierscienia R.

Oczywiscie I C R jest ideatem pierécienia R wtedy i tylko wtedy, gdy
I # () oraz i; — iy € I dla dowolnych iy,iy € I oraz r-1,i-r € I dla dowolnych
r € R, i € I. Jest to rbwnowazne temu, ze I jest podgrupa w RT spelniajaca
warunki: [ - RC [T oraz R-1 C 1.

7 podanych wczesniej informacji o ideatach jednostronnych wynika od razu
prawdziwos¢ nastepujacych przyktadow.

Przyktad 4.2. Zbior {0} jest idealem pierécienia R. Nazywamy go idealem
zerowym. R jest idealem pierécienia R. Nazywamy go ideatem niewta$ciwym
pierscienia R.

Przyktad 4.3. Cze¢$¢ wspolna dowolnej niepustej rodziny ideatéw pierscienia

R jest idealem tego pierscienia.

Przyklad 4.4. Suma algebraiczna skonczonej liczby idealéw pierscienia R
jest ideatem tego pierscienia.

Przyktad 4.5. lloczyn algebraiczny skonczonej liczby idealéw pierscienia R
jest ideatem tego pierscienia.

Przyktad 4.6. Jezeli L jest ideatem lewostronnym pierscienia R oraz P jest
idealem prawostronnym tego pierscienia, to LP <1 R. Stad dla dowolnej pod-
grupy A w RY, LAP <« R. W szczegélnosci dla dowolnego elementu a € R
mamy, ze RaR < R.

21
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Przyklad 4.7. Jesli L <; R, to L+ LR < R. Rzeczywiscie, na mocy przyktadu
3.7, L+ LR <; R oraz ze stwierdzenia 3.4, (L+LR)-R = LR+ (LR)R C LR+
L(RR) C LR+LR C L+LR, wiec L+ LR <, Riostatecznie L+LR<1R. Jezeli
J jest idealem pierscienia R zawierajacym L, to LR C J, skad L + LR C J.
Zatem L + LR jest najmniejszym idealem pierécienia R zawierajacym ideat
lewostronny L.

Przyktad 4.8. Jedli P <, R, to P+RP<R. Rzeczywiscie, na mocy przyktadu
3.19, P+ RP <, R oraz ze stwierdzenia 3.4, R(P + RP) = RP + R(RP) C
RP + (RR)P C RP+ RP C P+ RP, wiec P+ RP <; R i ostatecznie
P+ RP < R. Jezeli J jest ideatem pierscienia R zawierajacym P, to RP C J,
skad P+ RP C J. Zatem P + RP jest najmniejszym ideatem pierécienia R
zawierajacym ideal prawostronny P.

Przyktad 4.9. Niech A bedzie podgrupa grupy addytywnej pierscienia R.
Wtedy L = A+ RA <; R na mocy przykltadu 3.7. Zatem na mocy przyktadu
3.19, L+ LR < R. Ale ze stwierdzenia 3.4, L+ LR = A+ RA+ AR + RAR,
wiec (A)p = A+ RA+ AR+ RAR < R. Jezeli J < Ri1 A C J, to na mocy
przyktadu 3.9 L C J, wiec z przykladu 3.19, L + LR C J, czyli (A)g C J.
Zatem (A)pg jest najmniejszym ideatem pierscienia R zawierajacym podgrupe

A.

Przyktad 4.10. Niech X bedzie podzbiorem pierécienia R. Wowczas X C
(X), wiec z przykladu 4.9, ((X))g jest ideatem pierscienia R zawierajacym
X. Jezeli J<R1X C J, to (X) C J, awigc z przykltadu 4.9, ((X))r C J.
Zatem ((X))gr jest najmniejszym ideatem pierscienia R zawierajacym pod-
zbior X. Nazywamy go ideatem pierscienia R generowanym przez podzbior X
i oznaczamy symbolem (X)g. Zatem

(X)r = (X) 4+ R(X) + (X)R+ R(X)R.

Zamiast ({ai,...,a,})r bedziemy pisali (a4, ...,a,)r. Na mocy stwierdzenia
3.3 dla dowolnego a € R:

(a)r = (a) + Ra + aR + RaR.

Przyktad 4.11. Jezeli L <; R, to lg(L)<R. Rzeczywiscie, na mocy przyktadu
3.13, Ir(L) <; R oraz na mocy stwierdzenia 3.4, (Ir(L)R)L = Ig(L)(RL) C
Ir(L)L = {0}, wiec Ir(L)R C lgr(L) i wobec tego Igr(L) <, R. Stad ostatecznie
[r(L) < R. Analogicznie pokazuje sie, ze jezeli P <, R, to rg(P) < R.

Udowodnimy teraz rezultat bardzo uzyteczny w ogdlnej teorii pierscieni i
nazywany lematem Andrunakiewicza.

Twierdzenie 4.12. Jezeli A B i B<QR, to (A)} C A.
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DowOD. Poniewaz A C Bi B < R, wiec z przyktadu 4.9, (A)g C B. Stad
(A)%, C B(A)rB. Ponadto z prayktadu 4.9, (A)z = A+ AR + RA + RAR,
wiec na mocy stwierdzenia 3.4, B(A)r = BA+ BAR + BRA + BRAR. Ale
B<aRiA<QB, wigec stad B(A)p € A+ AR+ BA+ BAR C A+ AR.
Zatem (A)3 C (A+ AR)B = AB+ A(RB) C A+ ABC A, bo ABC Ai
RB C B. [

Zadanie (1). Niech A bedzie podpierscieniem pierscienia R i niech I < R.
Pokaza¢, ze wtedy A + I jest podpierscieniem pierécienia R.

4.2 Wazne rodzaje idealéow

Definicja 4.13. Méwimy, ze ideal I pierscienia R jest ideatem wtasciwym,
jezeli I # R.

Stwierdzenie 4.14. Niech I bedzie ideatem pierscienia R z jedynkqg. Wowczas
I = R wtedy 1 tylko wtedy, gdy 1 € I.

DowOD. Zaltézmy, ze 1 € I. Wtedy dla dowolnego a € R, a =a -1 € I, czyli
R C1I. Ale I C R, wiec I = R. Implikacja odwrotna jest oczywista. [

Definicja 4.15. Rodzine A podzbioréw pierécienia R nazywamy tancuchem,
jezeli dla dowolnych A, B € A mamy, ze A C B lub B C A.

Stwierdzenie 4.16. Suma mnogosciowa tancucha podgrup grupy addytywnej
pierscienia R jest podgrupg tej grupy.

DowOD. Niech A bedzie tancuchem podgrup grupy RT. Oznaczmy M =
Usea A. Wtedy A C M dla kazdego A € A, skad M # . Wezmy dowolne
a,b € M. Wtedy istniejg A,B € A takie, ze a € Aib € B. Ale A jest
tancuchem, wiec A C B lub B C A. W pierwszym przypadku a,b € B, wiec
a—bé€e B, skad a — b € M. Natomiast w drugim a,b € A, wiec a — b € A,
skad a — b € M. Zatem M jest podgrupa grupy R*. O

Stwierdzenie 4.17. Suma mnogosciowa tancucha ideatéw lewostronnych (pra-
wostronnych) pierscienia R jest idealem lewostronnym (prawostronnym) tego
pierscienta. Ponadto suma mnogosciowa tancucha ideatéow pierscienia R jest
ideatem pierscienia R.

DowOD. Niech A bedzie tancuchem idealéw lewostronnych pierscienia R.
Wtedy ze stwierdzenia 4.16, M = Ugea A jest podgrupa grupy R*. Wez-
my dowolne m € M i dowolne a € R. Wtedy istnieje A € A takie, ze m € A,
skad a-m € A, czyli a-m € M. Zatem M <; R. Wersje prawostronng na-
szego stwierdzenia dowodzi sie analogicznie. Ostatnia cze$¢ stwierdzenia jest
konsekwencja jej pierwsze]j czesci. O]
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Definicja 4.18. Mowimy, ze ideat I pierscienia R jest ideatem maksymalnym
pierscienia R, jezeli I # R oraz dla dowolnego idealu J pierécienia R z tego,
ze I C J wynika, ze J =1 lub J = R.

Twierdzenie 4.19. Kazdy idealt wlasciwy I pierscienia R z jedynkq jest za-
warty w pewnym ideale maksymalnym tego pierscienia.

DowOD. Oznaczmy przez S rodzine wszystkich wtasciwych idealéw pierscie-
nia R zawierajacych ideal I. Wtedy I € S, wiec S # (). Ponadto rodzina S jest
czesciowo uporzadkowana przez inkluzje. Niech A bedzie tancuchem w S oraz
niech J = Uyecq A. Wtedy ze stwierdzenia 4.17 , J jest idealem pierscienia
Roraz I C J. Jedli J = R, to 1 € J, wiec istnieje A € A takie, ze 1 € A.
Ale wtedy ze stwierdzenia 4.14, A = R i mamy sprzeczno$¢. Zatem J # R i
ostatecznie J € §. W ten sposob pokazalisSmy, ze w rodzinie S kazdy tancuch
posiada ograniczenie gérne. Stad na mocy lematu Kuratowskiego-Zorna w ro-
dzinie S istnieje element maksymalny M. Wowcezas M jest ideatem wlasciwym
pierscienia R zawierajacym ideat I. Niech U bedzie idealem pierscienia R ta-
kim, ze M C U oraz U # R. Wtedy U € S, wiec z maksymalnosci M w
rodzinie & mamy, ze M = U. Zatem M jest szukanym ideatem maksymalnym
pierécienia R. O

Whniosek 4.20. Kazdy niezerowy pierscien z jedynkq posiada ideat maksymal-
ny.

DowOD. Niech R bedzie niezerowym pierscieniem z jedynka. Wtedy {0} jest
ideatem wtasciwym pierscienia R. Zatem z twierdzenia 4.19 istnieje ideal mak-
symalny M pierécienia R taki, ze {0} C M, co koriczy dow6d wniosku. O

Definicja 4.21. Kazdy pierscienn R taki, ze R? = {0} nazywamy pierscieniem
Z Zerowym mmnozeniem.

Zadanie (2). Niech p bedzie liczba pierwsza. Dla n = 0,1,2,... oznaczmy
Cpn = {2 € C: 27" = 1}. Wowczas jak wiemy Cpn jest podgrupa grupy mul-

typlikatywnej ciata liczb zespolonych. Oznaczmy: Cpeo = U Cpn. Udowodnic,
n=0
ze Cpe jest grupg i opisa¢ wszystkie jej podgrupy. Pokazac tez, ze pierscien

0 . . . 7z
Cp= nie posiada ideatow maksymalnych.

Definicja 4.22. Méwimy, ze ideat I pierscienia R jest idealem pierwszym w
pierscieniu R, jezeli I # R oraz dla dowolnych ideatow A, B pierscienia R z
tego, ze A- B C I wynika, ze A C [ lub B C I.

Twierdzenie 4.23. Niech M bedzie ideatem maksymalnym pierscienia R.
Wowczas réownowazne sg warunki:

(i) M jest idealem pierwszym pierscienia R,

(ii) R* € M.
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DowOD. 7 zalozenia wynika, ze M # R.

(i) = (i4). Jezeli R?* C M, to z pierwszosci M jest R C M, skad M = R i
mamy sprzeczno$é¢. Zatem R € M.

(17) = (i). Zatbézmy, ze M nie jest ideatem pierwszym pierscienia R. Wtedy
istnieja ideaty A, B pierécienia R takie, ze AB C M oraz AZ M i B¢ M.
Stad M ¢ M+ Ai M C M+ B. Zatem z maksymalno$ci M mamy, ze
M+A=M+B=R. AleR*=(M+A)(M+B)=M*+MB+AM+AB C
M+ M+ M+ M C M, wieec R2 C M i mamy sprzecznos$¢. Stad M jest
ideatem pierwszym pierscienia R. O

Whniosek 4.24. W piericieniu R takim, Ze R* = R kaZdy ideal maksymalny
jest ideatem pierwszym.

Whniosek 4.25. W pierscieniu z jedynkq kazdy ideal maksymalny jest ideatem
PLETWSZYM.

Przyktad 4.26. W pierscieniu Z° idealy maksymalne sg postaci: pZ dla liczb
pierwszych p. Zatem z twierdzenia 4.23 zaden z tych ideatow nie jest ideatem
pierwszym pierscienia Z°.

Zadanie (3). Niech [, I5, I3 beda ideatami pierscienia R z jedynka takimi,
ze R =1, + I, = I, + I3. Udowodni¢, ze wtedy R = I; + I, N I5.

Twierdzenie 4.27. Niech I bedzie wlasciwym ideatem pierscienia R. Wow-
czas rownowazne sq warunki:

(i) I jest idealem pierwszym pierscienia R,

(i) dla dowolnych a,b € R z tego, ze aRb C I wynika, Ze a € I lub b € I.

DowoOD. (i) = (ii). Zalézmy, ze I jest ideatem pierwszym w pierscieniu R i
wezmy dowolne a,b € R takie, ze aRb C I. Wtedy (a)grRb = ({(a) +aR+ Ra+
RaR)Rb = aRb+ aR?b + RaRb+ RaR?b C I. Stad (a)rR(b)r = (a)rR({b) +
bR + Rb + RbR) = (a)grRb + (a)rRbR + (a)rR?b + (a)gpR*bR C I. Zatem
(a)rR(b)r C I, wigc z pierwszosci I, (a)g € I lub R(b)r € I. W pierwszym
przypadku a € I, za$§ w drugim R C [ lub (b)g C I. Ale I # R, wiec (b)g C I,
skad b € I.

(17) = (i). Zaltézmy, ze ideal I nie jest pierwszy. Wtedy istniejg idealy A
i B pierécienia R takie, ze A- B C [ oraz A € [ i B € I. Zatem istniejg
a€ A\Ioraz be B\ I. Ponadto aRb C A-B C I, wiecaRb C I.Stad a €
lub b € I i mamy sprzecznosc. O

Zadanie (4). Udowodnij, ze ideat wlasciwy I pierécienia przemiennego R jest
idealem pierwszym w R wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych a,b € R z
tego, ze ab € I wynika, ze a € [ lub b € I.

Definicja 4.28. Méwimy, ze ideat I pierscienia R jest idealem pdlpierwszym
pierscienta R, jezeli I # R oraz dla dowolnego ideatu J pierscienia R z tego,
ze J? C I wynika, ze J C I.
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Twierdzenie 4.29. Niech I bedzie wlasciwym ideatem pierscienia R. Wow-
czas rownowazne sq warunki:

(i) I jest idealem pélpierwszym pierscienia R,

(i1) dla dowolnego a € R z tego, ze aRa C I wynika, ze a € I.

DowOp. (i) = (ii). Wezmy dowolne a € R takie, ze aRa C I. Wtedy

(a)gRa = ({a) + Ra+aR+ RaR)Ra = aRa+ RaRa+aR*a+ RaR?a C I, skad
(a)rR(a)r = (a)rR({a) + Ra+aR+ RaR) = (a)gRa+ (a)gR?a+ (a)rRaR +
(a)rR*aR C I. Zatem (a)gR(a)r C I, skad [(a)%]* C I, a wiec (a)% C I.
Zatem (a)r C I i wobec tego a € I.

(ii) = (7). Wezmy dowolny ideal J pierScienia R taki, ze J?> C I. Wtedy
dla dowolnego a € J, aRa C J?, a wicc aRa C I, skad a € I. Zatem J C 1.
Stad I jest ideatem potpierwszym pierscienia R. O]

Przyktad 4.30. Wprost z definicji kazdy ideat pierwszy pierscienia R jest ide-
atem polpierwszym tego pierscienia. Natomiast ideat I = {0} x {0} pierscienia
R =7 X 7 jest polpierwszy, ale nie jest idealem pierwszym, bo I = A - B dla
A=Zx{0}iB={0} xZ.

Przyktad 4.31. Czeé¢ wspoélna dowolnej niepustej rodziny ideatéw pierw-
szych (a nawet polpierwszych) pierscienia R jest idealem poélpierwszym te-
go pierscienia. Rzeczywiscie, niech {I;}icr bedzie rodzina idealéw pierwszych
(péipierwszych) pierécienia R. Wtedy na mocy przyktadu 4.3, I = Nep ;< R.
Ponadto dlat € T jest I C I; C R, wiec I # R. Wezmy dowolny ideat J pier-
$cienia R taki, ze J? C I. Wtedy dla kazdego t € T: J? C I, wiec J C I, z
pierwszosci (z pétpierwszosci) Iy. Stad J C (er Iy, czyli J C I. Zatem I jest
ideatem poélpierwszym pierscienia R.

Definicja 4.32. Méwimy, ze ciag (a,,) elementéw pierécienia R jest m-ciggiem,
jezeli a;1q € a;Ra; dla dowolnego 7 € N.

Przyktad 4.33. Dla dowolnego elementu a pierscienia R, (a®" ) jest m-
ciagiem o pierwszym wyrazie rownym a, gdyz a;q = o® = d® @& @ =
a;a;a; € a;Ra; dla ¢ € N. Zauwazmy, ze ciag (a3n71) zawiera wyraz réwny 0

wtedy i tylko wtedy, gdy element a jest nilpotentny.

Stwierdzenie 4.34. Niech (a,) bedzie m-ciggiem w pierscieniu R. Wowczas
dla dowolnych liczb naturalnych k > 1: ay, € (a;)r. W szczegdlnosci, jezeli dla
pewnego I < R jest a; € I, to a, € I dla wszystkich k > 1.

DowODp. Z przyktadu 4.10, a; € (a;)g. Niech k > [ bedzie liczba naturalna,
ze ap € (al)R. Wtedy ap+1 € arRay, C (CLZ)RR(CLZ)R - (CL[)R, Czyli ap4+1 € (al)R.
Zatem przez indukcje a € (a;)g dla wszystkich k& > 1.

Niech I < R1ia; € I. Wtedy z przyktadu 4.10, (a;)r C I, wiec z pierwszej
czedci dowodu ay € I dla wszystkich k > (. O]
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Stwierdzenie 4.35. Niech I bedzie idealem polpierwszym pierScienia R. Wow-
czas dla kazdego a € R\ I istnieje m-cigg (a,) taki, Ze ay = a oraz a, & I dla
n € N.

DowOD. Szukany cigg skonstruujemy przez indukcje. Poniewaz I # R, wiec
R\ I # (). WeZzmy dowolne a € R\ I i niech a; = a. Wtedy a; & I. Zatem
z twierdzenia 4.28, ayRay; € I. Zatem istnieje ay € ayjRay \ I. Zatbézmy, ze
zostaly juz skonstruowane elementy aq,...,a, € R\ I takie, ze a; = a oraz
a1 € a;Ra; dlat=1,...,n—1. Wtedy z twierdzenia 4.28 , a,,Ra,, € I, wiec
istnieje a,+1 € a,Ra, \ I. W ten sposéb przez indukcje mamy skonstruowany
m-ciag (a,) spetniajacy warunki twierdzenia. O]

Stwierdzenie 4.36. Niech (a,) bedzie m-ciggiem w pierscieniu R i niech
I <R, przy czym a, ¢ I dla kazdego n € N. Wowczas rodzina M wszystkich
ideatow J pierscienia R zawierajgcych I oraz takich, ze a, ¢ J dla wszystkich
n € N jest niepusta i posiada element maksymalny. Ponadto kazdy element
maksymalny rodziny M jest ideatem pierwszym pierscienia R.

DowOD. Na mocy zatozen I € M, wiec M # (). Niech A bedzie taricuchem
w M. Wtedy ze stwierdzeniua 4.17, M = Uscq A jest idealem pierscienia
R. Ponadto M zawiera wszystkie idealy z rodziny A, a wiec w szczegdlnosci
I C M. Jezeli dla pewnego n € N jest a, € M, to dla pewnego A € A,
a, € A, co prowadzi do sprzecznosci. Zatem a,, ¢ M dla wszystkich n € N.
Stad M € M i z lematu Kuratowskiego-Zorna w rodzinie M istnieje element
maksymalny:.

Niech teraz P bedzie dowolnym elementem maksymalnym w rodzinie M.
Wtedy w szczegélnosci P << R, I C P oraz a, ¢ P dla kazdego n € N.
Stad P # R. Niech A i B beda dowolnymi ideatami pierscienia R takimi, ze
A-B C P. Zatézmy,ze AL PiBYZ P. Wtedy PC P+ Ai P C P+ B, wiec
z maksymalnosci P w rodzinie M, P+ A, P+ B ¢ M, a zatem istnieja liczby
naturalne p i ¢ takie, ze a, € P+ Aia, € P+ B. Ze stwierdzenia 4.34 wynika,
ze wtedy apqq € (P4 A)N (P + B). Z definicji m-ciagu apiq11 € aprqRaprq C
(P+ A)(P+ B). Ale (P+ A)(P+ B)=P*+ PB+ AP+ AB C P, gdyz
AB C P. Stad apyq+1 € P 1 mamy sprzecznos¢. Zatem A C Plub BC Pi P
jest idealem pierwszym pierscienia R. O]

Twierdzenie 4.37. Kazdy ideal potpierwszy I pierscienia R jest cze$cig wspol-
ng wszystkich ideatow pierwszych pierscienia R zawierajgcych I.

DowOD. Poniewaz I # R, wiec R\ I # (0. Ze stwierdzen 4.35 i 4.36 dla
kazdego a € R\ I istnieje ideal pierwszy I, pierscienia R taki, ze I C I,
oraz a ¢ I,. Stad I C Neepys lo- Wezmy dowolne x € Noepy Lo Jesli @ & 1,
to x & I. Ale Naeps Lo € I, wigc mamy sprzecznosc. Stad x € I i wobec
tego I = Nyer\s la- Niech M bedzie rodzing wszystkich ideatéw pierwszych
pierdcienia R zawierajacych I. Wtedy {I, : a € R\ I} C M, wiec I C
Marem M € Naervy Lo =1, skad T = Nprep M. 0



Wyktad 5

Pierscienie ilorazowe

5.1 Konstrukcja pierscienia ilorazowego

Niech I bedzie ideatem pierscienia R. Poniewaz I jest podgrupa grupy addy-
tywnej pierécienia R, wiec mozemy utworzy¢ abelowa grupe ilorazowa R/I.
Przypomnijmy, ze elementami tej grupy sa warstwy, czyli zbiory postaci a+1 =
{a+i:i€ 1} dlaa€ R, przy czym warstwy a + I i b+ I sa réwne wtedy
i tylko wtedy, gdy a — b € I. Natomiast sumg warstw a + I oraz b+ [ jest
warstwa (a+b)+ I, za$ elementem neutralnym dodawania warstw jest warstwa
I = 0+ 1. Ponadto warstwg przeciwna do warstwy a+ [ jest warstwa (—a)+1.
W zbiorze warstw R/I wprowadzamy mnozenie przyjmujac, ze

(a+1)-(b+1)=ab+ I dladowolnych a,b € R. (5.1)

Zauwazmy, ze okreslenie mnozenia nie zalezy od wyboru reprezentantow warstw.
Rzeczywiscie, niech a,a’, b, b € R beda takie, ze a+1 = a’+1 oraz b+1 = ' +1.
Wowcezas o/ —a=i€ [orazll —b=j €l Zatema =a+1i, b =b+ joraz
b —ab=(a+i)(b+j)—ab=ab+aj+ib+ij—ab= (a+1i)j+ibe I, gdyz
i,j€ 1. Stad 't/ + 1 =ab+ 1.

Ponadto dla dowolnych a,b,¢ € R mamy, ze [(a +1) - (b+I)]-(c+ 1) =
(ab+1)-(c+1I) = (ab)e+I = a(be)+1 = (a+1)-(be+1) = (a+1)-[(b+1)-(c+1)],
wiec mnozenie warstw jest taczne oraz (a + 1) -[(b+ 1)+ (c+ 1)) = (a +
I-[b+c)+Il=ab+c)+I=(ab+ac)+1I = (ab+ 1)+ (ac+1I) =
(a+1)-(b+I)+(a+1)-(c+1), [(b+1)+(c+I)]-(a+1) = [(b+c)+I]-(a+1) =
(b+cla+1 = (ba+ca)+1 = (ba+1)+(ca+1) = (b+1)-(a+1)+(c+I)-(a+
I), czyli mnozenie warstw jest rozdzielne wzgledem dodawania warstw. Stad
mamy, ze system algebraiczny (R/I,+,-,I) jest pierscieniem. Nazywamy go
pierscientem ilorazowym pierscienia R wzgledem ideatu I.

Zadanie (1). Niech I bedzie podgrupa grupy addytywnej pierécienia R. Udo-
wodnij, ze jesli I nie jest ideatem pierécienia R, to wzor (5.1) nie jest poprawnie
okreslony, tzn. istnieja a,b,a’, 0/ € R takie, zea+ [ =d +1ib+1=b+1,
ale ab+ 1 # a't/ + 1.

28
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Uwaga 5.1. Jezeli pierscienn R ma jedynke 1, to 141 jest jedynkq pierscienia
ilorazowego R/I, gdyz dla kaidego a € R jest (a+1)-(1+1)=a-1+1=
a+I=1-a+I=(1+1)-(a+1).

Uwaga 5.2. Jezeli pierscieri R jest przemienny, to pierscien ilorazowy R/I
tez jest przemienny, bo dla dowolnych a,b € R jest (b+1)-(a+1)=ba+1 =
ab+1I=(a+1)-(b+1).

5.2 Podpierscienie i idealy w pierscieniach ilo-
razowych

Uwaga 5.3. Niech I bedzie ideatem pierscienia R. Dla podgrupy A grupy R*
zawierajgeej I oznaczmy

A/l ={a+1:a€ A}. (5.2)
Ponadto dla podgrupy M grupy (R/I)" oznaczmy
My={a€eR:a+1€ M}. (5.3)

Poniewaz 0 € A, wiec 0+1 € A/I. WeZmy dowolne a,b € A. Wtedy (a+ 1) —
b+1)=(a—b+I1€A/l, boa—be A. Zatem A/l jest podgrupg grupy
(R/T)".

Diaiel,i+1=0+1¢€ M, wiect € My. Stgd I C M,y. Jezeli a,b € My,
toa+1,b+1¢e M, sked (a+1)—(b+1)e M, czyli (a—b)+1 € M. Zatem
a—be My. Wobec tego My jest podgrupg grupy RY zawierajgcq 1. Ponadto
wprost z definicji My mamy, Ze M = My/1.

Z definicji A/ I mamy od razu, ze A C (A/I)y. Wezmy dowolne x € (A/I)o.
Wtedy x € R oraz v+ 1 € A/I. Zatem istnieje a € A takie, ze v +1 = a+ I.
Stgd x — a = 1 dla pewnego i € I, a wieccx =a+1 € A, bol C A1 A jest
podgrupg grupy R*. Zatem (A/I)q = A.

Podsumowujgc nasze rozwazania widzimy, zZe odwzorowania A — A/l (dla
podgrup A grupy Rt zawierajgcych I) oraz M — My (dla podgrup M grupy
(R/I)") sqg wzajemnie odwrotne. W konsekwencji tego odwzorowanie A — A/
jest bijekcjg rodziny wszystkich podgrup grupy R* zawierajgcych I na rodzine
wszystkich podgrup grupy (R/I)7.

Stwierdzenie 5.4. Niech I bedzie ideatem pierscienia R. Wowczas dla do-
wolnych podgrup A 1 B grupy RT zawierajgcych I:

A/l CBJI < ACB.

DowOD. Zatézmy, ze A/I C B/I i wezmy dowolne a € A. Wtedy a+1 € A/I,
awiec a+1 € B/I. Zatem istnieje b € B takie, ze a+1 =b+1. Stada—b =1
dla pewnego ¢ € I, czylia =b+1 € B, bo I C B oraz B jest podgrupa grupy
R*. Zatem A C B.

Implikacja odwrotna jest oczywista. O]
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Stwierdzenie 5.5. Niech I bedzie idealem pierscienia R. Wowczas odwzoro-
wanie S +— S/I jest bijekcjq rodziny wszystkich podpierscieni pierscienia R
zawierajgcych I na rodzine wszystkich podpierscieni pierscienia R/1.

DowOD. Niech S bedzie podpierscieniem pierscienia R zawierajagcym I. Z
uwagi 5.3 S/I jest podgrupa grupy (R/I)*. Wezmy dowolne a,b € S. Wtedy
abe S, wigc (a+1)-(b+1)=ab+1¢e S/I. Stad S/I jest podpierécieniem
pierécienia R/1.

Niech M bedzie podpierscieniem pierécienia R/I. Wtedy z uwagi 5.3 M,
jest podgrupg grupy R zawierajacg I. Wezmy dowolne a,b € M,. Wtedy
a+1,b+1¢€ M, wiec (a+1)-(b+1)€ M,skad ab+1 € M, a wiec ab € M.
Zatem M, jest podpierécieniem pierscienia R zawierajacym I.

Z tych rozwazan i z uwagi 5.3 wynika, ze przeksztatcenia S — S/I (dla
podpierscieni S pierscienia R zawierajacych 1) oraz M — M, (dla podpierscie-
ni M pierécienia R/I) sa wzajemnie odwrotne. Stad za$ wynika teza naszego
stwierdzenia. ]

Stwierdzenie 5.6. Niech I bedzie idealem pierscienia R. Wowczas odwzoro-
wanie L — L/I jest bijekcjq rodziny wszystkich idealéow lewostronnych pier-
scienta R zawierajgcych I na rodzine wszystkich ideatéw lewostronnych pier-

Scienia R/1.

DowoOD. Niech L bedzie idealem lewostronnym pierécienia R zawierajacym
I. Z uwagi 5.3 L/ jest podgrupa grupy (R/I)*. Wezmy dowolnea € L, r € R.
Wtedy ra € L, wiec (r+1)-(a+1)=ra+1 € L/I. Stad L/I jest ideatem
lewostronnym pierécienia R/I.

Niech M bedzie idealem lewostronnym pierécienia R/I. Wtedy z uwagi 5.3
My jest podgrupa grupy R zawierajaca I. Wezmy dowolne a € My, r € R.
Wtedy a+1 € Mir+I € R/I, wiec (r+I)-(a+1) € M,skad ra+1 € M, a wiec
ra € My. Zatem M jest ideatem lewostronnym pierscienia R zawierajacym I.

Z tych rozwazan i z uwagi 5.3 wynika, ze przeksztatcenia L +— L/I (dla
idealéw lewostronnych L pierscienia R zawierajacych I) oraz M — M, (dla
ideatéw lewostronnych M pierscienia R/I) sa wzajemnie odwrotne. Stad zas
wynika teza naszego stwierdzenia. O]

Stwierdzenie 5.7. Niech I bedzie ideatem pierscienia R. Wowczas odwzo-
rowanie P+ P/I jest bijekcjg rodziny wszystkich idealéow prawostronnych
pierscienia R zawierajgeych I na rodzine wszystkich ideatow prawostronnych
pierscienia R/1.

DowOD. Niech P bedzie idealem prawostronnym pierScienia R zawierajacym
I. Z uwagi 5.3 P/I jest podgrupa grupy (R/I)". Wezmy dowolne a € P, r € R.
Wtedy ar € P, wiec (a+1)-(r+1)=ar+1 € P/I. Stad P/I jest idealem
prawostronnym pierscienia R/I.

Niech M bedzie idealem prawostronnym pierécienia R/I. Wtedy z uwagi
5.3 My jest podgrupg grupy R* zawierajaca [. Wezmy dowolne a € My, r € R.
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Wtedy a+1 € Mir+I € R/I, wiec (a+I)-(r+1) € M, skad ar+1 € M, a wiec
ar € My. Zatem M, jest idealem prawostronnym pierscienia R zawierajacym
I.

Z tych rozwazan i z uwagi 5.3 wynika, ze przeksztatcenia P +— P/I (dla
idealéw prawostronnych P pierscienia R zawierajacych I) oraz M +— M (dla
ideatéw prawostronnych M pierscienia R/I) sa wzajemnie odwrotne. Stad zas
wynika teza naszego stwierdzenia. O]

Stwierdzenie 5.8. Niech I bedzie ideatem pierscienia R. Wowczas odwzoro-
wanie J — J/1I jest bijekcjg rodziny wszystkich idealéw pierscienia R zawie-
rajacych I na rodzine wszystkich ideatéw pierscienia R/1.

DowoOD. Niech J bedzie ideatem pierscienia R zawierajacym I. Z uwagi 5.3
J/I jest podgrupa grupy (R/I)*. Wezmy dowolne a € J, r € R. Wtedy
ra,ar € J,wiec (r+1)-(a+1) = ra+I € J/I oraz (a+1)-(r+1) = ar+1 € J/I.
Stad J/I jest ideatem pierscienia R/1.

Niech M bedzie ideatem pierscienia R/I. Wtedy z uwagi 5.3 M, jest pod-
grupg grupy R* zawierajacg I. Wezmy dowolne a € My, r € R. Wtedy
a+leMir+I1eR/I, wiec(r+1)-(a+1I)e Moraz (a+1)-(r+1)€e M,
skad ra+ 1€ Miar+1 € J/I,a wiec ra,ar € My. Zatem M, jest ideatem
pierscienia R zawierajacym I.

Z tych rozwazan i z uwagi 5.3 wynika, ze przeksztatcenia J — J/I (dla
ideatéw J pierscienia R zawierajacych I) oraz M +— M, (dla idealow M pier-
Scienia R/I) sa wzajemnie odwrotne. Stad za$ wynika teza naszego stwierdze-
nia. [

Zadanie (2). Niech I bedzie ideatem pierscienia R. Udowodnij, ze dla dowol-
nych podgrup A i B grupy R" zawierajacych I zachodzg nastepujace wzory:
(a) A/INB/I = (AnB)/I, (b) A/l + B/l = (A+ B)/1, (c) A/l - B]I =
(A-B+1)/1,(d) (A/D)ryr = (A)r/1, (e) [A/1] = [A]/1.

5.3 PiersScienie proste, pierwsze i polpierwsze

Definicja 5.9. Powiemy, ze pierscienn R jest prosty, jezeli R # {0} oraz jedy-
nymi ideatami pierscienia R sa: {0} i R.

Zadanie (3). Niech K bedzie dowolnym ciatlem. Pokazaé¢, ze dla dowolnego
naturalnego n pierscien M, (K) jest prosty.

Twierdzenie 5.10. Pierscieri R taki, ze R? # {0} jest prosty wtedy i tylko
wtedy, gdy RaR = R dla kazdego niezerowego elementu a € R.

DowOD. =-. Zalézmy, ze dla kazdego niezerowego a € R jest RaR = R. Niech
I bedzie niezerowym ideatem pierscienia R. Wtedy istnieje 0 # a € I, wiec
RaR = R. Ale RaR C I, wiec I = R. Zatem R jest pierscieniem prostym.
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<. Na odwrét, zatdzmy, ze R jest pierscieniem prostym. Z przyktadu 4.11
Ir(R) < R. Jedli [r(R) = R, to R? = {0}, whrew zalozeniu. Zatem z prostoty
R wynika, ze [g(R) = {0}. Analogicznie pokazujemy, ze rr(R) = {0}. WeZmy
dowolne niezerowe a € R. Wtedy Ra # {0}, bo a &€ rg(R). Zatem RaR # {0},
bo Ra Z Ig(R) = {0}. Ale RaR < R i pierScien R jest prosty, wiec RaR =
R. O

Zadanie (4). Opisa¢ wszystkie pierscienie proste z zerowym mnozeniem.
Zadanie (5). Opisa¢ wszystkie przemienne pierscienie proste.

Twierdzenie 5.11. Niech I bedzie ideatem pierscienia R. Wowczas I jest ide-
atem maksymalnym pierscienia R wtedy i tylko wtedy, gdy pierscien ilorazowy
R/I jest prosty.

DowOD. Zalézmy, ze ideal I jest maksymalny. Wtedy I # R, a wiec istnieje
a € R\, skad a+ I # 0+ 1 i pierscien ilorazowy R/I jest niezerowy. Niech M
bedzie dowolnym idealem pierscienia R/I. Wtedy ze stwierdzenia 5.8 istnieje
ideal J pierscienia R taki, ze I C J oraz M = J/I. Z maksymalnosci I jest
wiec J = I lub J = R. Zatem ideal M jest zerowy lub M = R/I. Oznacza to,
ze pierscien R/I jest prosty.

Na odwrot, zatézmy, ze pierscien R/I jest prosty. Wtedy R/I jest niezero-
wy, a wiec istnieje a € R takie, ze a+1 # 0+1, skad a € I i wobec tego I # R.
Niech J< R i1 C J. Wtedy ze stwierdzenia 5.8 J/I < R/I. Ale pierécien R/I
jest prosty, wiec J/I = {0+ I} lub J/I = R/I. Zatem ze stwierdzenia 5.4
J =1 1lub J = R. Oznacza to, ze ideal I jest maksymalny. O

Definicja 5.12. Powiemy, ze pierscien R jest pierscieniem pierwszym, jezeli
R # {0} oraz dla dowolnych idealéw A, B pierécienia R z tego, ze AB = {0}
wynika, ze A = {0} lub B = {0}.

Zatem pierscien R jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy {0} jest ideatem
pierwszym w R.

Twierdzenie 5.13. Niech I bedzie ideatem pierscienia R. Wowczas I jest
ideatem pierwszym pierscienta R wtedy @ tylko wtedy, gdy pierscien ilorazowy
R/ jest pierscieniem pierwszym.

DowOD. Zalézmy, ze ideal I jest pierwszy. Wtedy I # R, a wiec istnieje
a € R\ 1,skad a+ I # 0+ I i pierscien ilorazowy R/I jest niezerowy. Wezmy
dowolne ideaty M i N pierscienia R/ takie, ze M-N = {0+41}. Ze stwierdzenia
5.8 istnieja idealy J i K pierscienia R zawierajace I takie, ze M = J/I oraz
N =K/I.Z zadania (2) M -N = (J-K+1)/1. Ale M- N = {0+ I}, wiec ze
stwierdzenia 5.4 J - K +1 =1, skad J - K C I. Zatem z pierwszosci I, J C I
lub K C1,czyliJ=11lub K =1.Stad M ={0+1}lub N = {0+1}. Zatem
pierdcien R/I jest pierwszy.
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Na odwrét, zalézmy, ze pierscien R/I jest pierwszy. Wtedy R/ jest nie-
zerowy, a wiec istnieje a € R takie, ze a + 1 # 0+ I, skad a & I i wobec tego
I # R. Wezmy dowolne idealy A i B pierscienia R takie, ze A- B C I. Wtedy
ICA+I,ICB+TIToraz(A+1I)-(B+1)=AB+AI+IB+1*C1. Ze
stwierdzenia 5.8 M = (A+I1)/I < R/I i N = (B+1)/I < R/I. Ponadto z
zadania (2) M -N = {0+1}. Zatem z pierwszosci pierécienia R/I, M = {0+1}
lub N ={0+1},skad A+ =1lubB+1=1 Zatem ACIlubBCIi
ideal I jest pierwszy. O]

Twierdzenie 5.14. Dla dowolnego pierscienia R # {0} réwnowazine sq wa-
runki:
(i) R jest pierscieniem pierwszym,

(i) jezeli aRb = {0}, to a =0 lub b =0 dla dowolnych a,b € R.

DowOD. (i) = (ii). Poniewaz pierscien R jest pierwszy, wiec ideal {0} jest
pierwszy. Wezmy dowolne a,b € R takie, ze aRb = {0}. Wtedy z twierdzenia
4.27, a € {0} lub b € {0}, czylia=01lub b= 0.

(17) = (i). Z naszego zatozenia wynika na mocy twierdzenia 4.27, ze ideal
{0} jest pierwszy, czyli pierscien R jest pierwszy. O

Definicja 5.15. Powiemy, ze pierscien R jest pierscieniem pétpierwszym, je-
zeli R # {0} oraz dla dowolnego idealu A pierscienia R z tego, ze A* = {0}
wynika, ze A = {0}.

Zatem pierscien R jest polpierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy {0} jest ide-
atem potpierwszym w R.

Twierdzenie 5.16. Niech I bedzie ideatem pierscienia R. Wowczas I jest ide-
atem potpierwszym pierscienia R wtedy 1 tylko wtedy, gdy pierscien ilorazowy
R/ jest pierscieniem pdtpierwszym.

DowOD. Zalézmy, ze ideal I jest pOlpierwszy. Wtedy I # R, a wiec istnieje
a € R\ 1,skad a+ I # 0+ I i pierscien ilorazowy R/I jest niezerowy. Wezmy
dowolny ideal M pierscienia R/I taki, ze M? = {0 + I}. Ze stwierdzenia 5.8
istnieje ideal J pierscienia R zawierajace I taki, ze M = J/I. Z zadania (2)
M?* = (J*+1)/I. Ale M? = {0+ I}, wicc ze stwierdzenia 5.4 J*+ I = I, skad
J? C I. Zatem z polpierwszosci I, J C I, J = I. Stad M = {0 + I}. Zatem
pierscien R/I jest polpierwszy.

Na odwrét, zaldézmy, ze pierscien R/I jest pOtpierwszy. Wtedy R/I jest
niezerowy, a wiec istnieje a € R takie, ze a+1 # 0+ 1, skad a ¢ I i wobec tego
I # R. Wezmy dowolny ideal A pierécienia R taki, ze A2 C I. Wtedy I C A+1
oraz (A+1)* = A2+ AI+TA+1I? C I. Ze stwierdzenia 5.8 M = (A+1I)/I<R/I.
Ponadto z zadania (2) M? = {0+ I'}. Zatem z p6lpierwszosci pierécienia R/,
M ={0+1},skad A+1=1.Zatem A C I iideal I jest pélpierwszy. O
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Twierdzenie 5.17. Dla dowolnego pierscienia R # {0} réwnowazine sq wa-
runki:

(i) R jest pierscieniem pélpierwszym,

(i) jezeli aRa = {0}, to a =0 dla dowolnego a € R.

DowOD. (i) = (ii). Poniewaz pierscieni R jest poltpierwszy, wiec ideat {0} jest
pétpierwszy. Wezmy dowolne a € R takie, ze aRa = {0}. Wtedy z twierdzenia
4.29, a € {0}, czylia = 0.

(17) = (i). Z naszego zatozenia wynika na mocy twierdzenia 4.29, ze ideal
{0} jest polpierwszy, czyli pierscien R jest pOlpierwszy. O

Twierdzenie 5.18. Pierscien R jest polpierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy R
posiada ideal prerwszy 1 czesé wspolna wszystkich ideatéow pierwszych pierscie-
nia R jest idealem zerowym.

DowOD. Zalézmy, ze pierécienn R jest polpierwszy. Wtedy ideal zerowy jest
polpierwszy, wiec z twierdzenia 4.37 w pierscieniu R istnieje ideal pierwszy i
{0} jest czesdcia wspdlng rodziny wszystkich ideatéw pierwszych pierscienia R.

Na odwrét, zatézmy, ze pierscienn R posiada ideal pierwszy i {0} jest cze-
Scig wspolng rodziny wszystkich idealdow pierwszych pierscienia R. Wtedy z
twierdzenia 4.37 {0} jest ideatem pétpierwszym pierscienia R, a wigc pierscien
R jest potpierwszy. O]

Twierdzenie 5.19. Kazdy ideal niezerowy pierscienia pierwszego R jest pier-
scientem pLerwszym.

DowoOD. Niech I # {0} bedzie idealem pierscienia pierwszego R. Wezmy do-
wolne ideaty A i B pierécienia [ takie, ze A-B = {0}. Z lematu Andrunakiewi-
cza (A)% C A oraz (B)% C B oraz (A)g, (B)r < R. Zatem (A)3% - (B)% = {0},
wiec z pierwszosci pierscienia R, (A)% = {0} lub (B)% = {0}. Stad za$ znowu
z pierwszosci R wynika, ze (A)g = {0} lub (B)g = {0}. Zatem A = {0} lub
B = {0} i pierscien I jest pierwszy. O

Twierdzenie 5.20. Kazdy niezerowy ideal pierscienia polpierwszego R jest
pierscieniem potpierwszym.

DowoODp. Niech I # {0} bedzie idealem pierscienia pétpierwszego R. Wezmy
dowolny ideal A pierscienia I taki, ze A? = {0}. Z lematu Andrunakiewicza
(A)% C Aoraz (A)r < R. Zatem (A)% = {0}, wiec z pdlpierwszosci pierScienia
R, (A)% = {0}. Stad za$ znowu z pélpierwszosci R wynika, ze (A)r = {0}.
Zatem A = {0} i pierscien I jest pélpierwszy. O

Zadanie (6). Udowodnij, ze niezerowy pierscien R jest pierwszy wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnych ideatéw lewostronnych (prawostronnych) A i B z
tego, ze A- B = {0} wynika, ze A = {0} lub B = {0}.
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Zadanie (7). Udowodnij, ze niezerowy pierécien R jest poipierwszy wtedy i
tylko wtedy, gdy dla dowolnego idealu lewostronnego (prawostronnego) L z
tego, ze L? = {0} wynika, ze L = {0}.

Definicja 5.21. Méwimy, ze pierscien R jest nilpotentny, jezeli istnieje liczba
naturalna n taka, ze R" = {0}, tzn. 1 - 29 - ... - 2, = 0 dla dowolnych
L1,To,...,Tn € R.

Zadanie (8). Udowodnij, ze pierécien polpierwszy R nie posiada niezerowych
nilpotentnych ideatéw jednostronnych.

Zadanie (9). Udowodnij, ze dla dowolnego niezerowego ideatu lewostronnego
(prawostronnego) L pierécienia pierwszego R: [gr(L) = {0} (rr(L) = {0}).

Zadanie (10). Udowodnij, ze dla dowolnego niezerowego ideatu lewostronnego
L pierscienia pétpierwszego R: [g(L) N L = {0}.

Zadanie (11). Udowodnij, ze przemienny pierscien R jest pierwszy wtedy i
tylko wtedy, gdy jest on dziedzing.

Zadanie (12). Udowodnij, ze przemienny pierscien R jest polpierwszy wtedy
i tylko wtedy, gdy jest on zredukowany.

Zadanie (13). Niech K bedzie cialem. W pierscieniu R = Ms(K) rozwaz-
0 0

K 0 o . D
my A = [ K 0 ] oraz B = [ K K ] Udowodnij, ze R jest pierscieniem
pierszym, A <; R, B <, R oraz A- B = {0}.

Zadanie (14). Udowodnij, ze iloczyn prosty dowolnej niepustej rodziny pier-
Scieni polpierwszych jest pierscieniem potpierwszym.



Wyktad 6

Homomorfizmy pierscieni

6.1 Okreslenie homomorfizmu pierscieni

Definicja 6.1. Niech R i S beda pierscieniami. Przeksztatcenie f: R — 5
nazywamy homomorfizmem pierscieni, jezeli dla dowolnych a,b € R:

fla+0) = f(a) + f(b) 1 fla-b) = f(a)- f(D).

Definicja 6.2. Homomorfizm pierécieni, ktory jest funkcja réznowartoscio-
wa nazywamy zanurzeniem pierScieni. Moéwimy, ze pierscien R zanurza sie w
pierscien S, jezeli istnieje zanurzenie pierscienia R w pierscien S.

Definicja 6.3. Homomorfizm pierécieni, ktory jest funkcja "na”, nazywamy
eptmorfizmem pierscieni. Méwimy, ze pierscien S jest obrazem homomorficz-
nym pierscienia R, jezeli istnieje epimorfizm pierécienia R na pierscien S.

Przyktad 6.4. Niech [ bedzie idealem pierécienia R. Rozwazmy przeksztal-
cenie m: R — R/I dane wzorem

m(a) =a+ [ dlaa € R.

7 definicji pierscienia ilorazowego wynika, ze m jest "na”. Ponadto dla dowol-
nych a,b € R: m(a+b) =(a+b)+1=(a+1)+ (b+1)=mn(a)+ 7(b) oraz
m(a-b)=(a-b)+I=(a+1) - (b+1)=m(a) w(b). Zatem 7 jest homomorfi-
zmem pierscieni. Nazywamy go homomorfizmem naturalnym pierscienia R na
pierdcien R/1.

Definicja 6.5. Homomorfizm, ktéry jest bijekcja nazywamy izomorfizmem
pierscieni. Mowimy, ze pierécienie R i .S sa izomorficzne, jezeli istnieje izomor-
fizm pierécieni f: R — S. Piszemy wtedy R = S.

Gléwnym zadaniem teorii pierécieni jest klasyfikowanie rodzin pierscieni
ze wzgledu na pewne wtasnosci.

36
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6.2 Wlasnos$ci homomorfizméw pierscieni

Stwierdzenie 6.6. Zlozenie homomorfizmow pierscieni jest homomorfizmem
piercieni. Ziozenie izomorfizmow pierScient jest izomorfizmem pierscient.
Przeksztatcenie odwrotne do izomorfizmu pierscieni jest izomorfizmem pier-
scient.

DowOD. Rzeczywiscie, niech f: R — S'ig: S — T beda homomorfizmami
pierécieni. Wtedy dla dowolnych a,b € R mamy, ze (gof)(a+b) = g(f(a+b)) =
9(f(a) + f(b)) = g(f(a)) + g(f (b)) = (g0 f)(a) + (go [)(b) oraz (go f)(a-b) =
9(f(a-b)) =g(f(a) - f(b)) = g(f(a)) - g(f(b)) = (g o f)a)- (g0 f)(b). Zatem
g o f jest homomorfizmem pierscieni. Jezeli dodatkowo f i g sg bijekcjami, to
go f tez jest bijekcja. Stad ztozenie izomorfizmdéw pierécieni jest izomorfizmem
pierscieni.

Niech f bedzie izomorfizmem pierscienia A na pierscien B. Wtedy f jest
bijekcja, wiec istnieje przeksztalcenie f~!': B — A odwrotne do f, przy czym
dla dowolnych a € A, b € B: a = f~1(b) wtedy i tylko wtedy, gdy b =
f(a). Wezmy dowolne b,c € B. Wtedy istniejg x,y € A takie, ze b = f(x)
ic= f(y). Stad x = f71(b) iy = f~'(c). Ponadto b+ ¢ = f(z) + f(y) =
fle+y)ibe= f(z)f(y) = flzy), wiecc x+y = [ (b+c) oraz zy = [~ (bc).
Zatem f~1(b+c) = fH0)+ f1(c)i f~1(be) = f7HD)f (c). W konsekwencji
bijekcja f~! jest homomorfizmem pierécieni. Zatem f~! jest izomorfizmem
pierscieni. O

Stwierdzenie 6.7. Dla dowolnych pierscieni A, B, C':
(i) A=A,
(i) jezeli A= B, to B> A,
(iii) jezeli A= B i B=C,to A=C.

DowOD. (7). Przeksztalcenie tozsamosciowe f: A — A dane wzorem f(a) =
a dla a € A jest bijekcja i jest homomorfizmem pierscieni. Zatem f jest izo-
morfizmem pierscieni i A = A. Podpunkty (i7) oraz (iii) wynikaja od razu ze
stwierdzenia 6.6. O]

Stwierdzenie 6.8. Niech f: R — S bedzie homomorfizmem pierscienia R
w pierscienn S. Wéwczas f jest homomorfizmem grupy RT w grupe S*t. W
szezegoloSci:

(a) f(0) =
(— a) —f(a) dla a € R;
(c) fla—0b) = f(a) — f(b) dla a,b € R;
(d) f(ka) =Fkf(a) dla k € Z, a € R;
(e) flar +as+. +an) = f(al) + flag) + ...+ f(a,) dla ay,...,a, € R.
Ponadto f(a;-as- ... a,) = f(a1)- f(az) ...  f(a,) dlaay,...,a, € R.

Dowo6p. Wlasnosei (a) — (e) wynikaja z teorii grup. Ostatnia czesé stwier-
dzenia dowodzi si¢ przez prosta indukcje. O]
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Definicja 6.9. Jgdrem homomorfizmu f pierécienia R w pierscien S nazywa-
my zbior Ker(f) ={a € R: f(a) = 0}. M6éwimy, ze to jadro jest trywialne,
jezeli Ker(f) = {0}.

Stwierdzenie 6.10. Niech f: R — S bedzie homomorfizmem pierscienia R
w pierscien S. Wowczas Ker(f) < R. Ponadto f jest zanurzeniem wtedy i
tylko wtedy, gdy jedro f jest trywialne.

DoOwOD. Ze stwierdzenia 6.8 wynika, ze Ker(f) jest podgrupa grupy R™.
Niech i € Ker(f), a € R. Wtedy f(i) = 0, skad f(a-i) = f(a)- f(i) =
fla)-0=0oraz f(i-a) = f(i)- f(a) =0- f(a) = 0. Zatem a-i,i-a € Ker(f

Stad Ker(f) < R. Ostatnia cze$¢ stwierdzenia wynika z teorii grup. ]

).

Stwierdzenie 6.11. Niech f: R — S bedzie homomorfizmem pierscienia R
w pierscien S. Wowczas:

(i) jezeli A jest podpierscieniem pierscienia R, to f(A) jest podpierscie-
niem pierscienia S;

(ii) jezeli B jest podpierscieniem pierscienia S, to f~1(B) jest podpierscie-
niem pierscienia R i Ker(f) C f~'(B);

(iii) jezeli J <; S, to f~Y(J) <, R i Ker(f) C f

(iv) jezeli J <, S, to f~1(J) <, R i Ker(f) C f~Y(J);

(v) jezeli J < S, to f~Y(J) < R i Ker(f) C f~1(J).

DowOD. (7). Z teorii grup wynika, ze f(A) jest podgrupa grupy S*. Niech
z,y € f(A). Wtedy istnieja a,b € A takie, ze x = f(a) iy = f(b). Stad
a-b e A wiec f(a-b) € f(A). Ale x -y = f(a) - f(b) = f(a-b), wiec
x-y € f(A)1i f(A) jest podpierscieniem pierscienia S.

(i1). Z teorii grup wynika, ze f~'(B) jest podgrupa grupy R*. Niech a,b €
f~YB). Wtedy f(a), f(b) € B, skad f(a-b) = f(a)- f(b) € B, czyli a -
b € f~YB). Zatem f~'(B) jest podpiericieniem pierScienia R. Ponadto dla
i € Ker(f) jest f(i) =0 € B, wiec i € f~Y(B), czyli Ker(f) C f~1(B).

(ii1). Z (i1) wynika, ze f~'(J) jest podpiericieniem pierscienia R zawiera-
jacym Ker(f). Ponadto dlai € f~'(J), a € R mamy, ze f(ai) = f(a)f(i) € J,
bo f(i) € J oraz J <; S. Stad ai € f~'(J) i wobec tego f~'(J) <; R.

(iv) pokazujemy podobnie jak (iii). Natomiast (v) wynika z (iii) oraz z
(iv). O

Zadanie (1). Niech f bedzie homomorfizmem pierécienia R w pierécien S.
Udowodnij, ze dla dowolnych podgrup A, B grupy R™ oraz dla dowolnych
a,b € R zachodza wzory:

(a) f(A+B) = f(A)+f(B), (b) f(A-B) = f(A)-f(B), (¢) f({a)) = (f(a)),
(d) f(la)) = [f(a)],

(e) f(aA) = f(a)f(A), () f(Aa) = f(A)f(a), (g) f(AaB) = f(A)[(a)f(B).
Zadanie (2). Niech f bedzie homomorfizmem pierscienia R w pierscien S.

Udowodnij, ze dla dowolnego n € N i dla dowolnych podgrup Ai,..., A,
grupy RT zachodza wzory:
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()f(A1+ A) fA) + -+ f(AW),
(b) f(Ar-...- An) = f(A1) - f(An).

Stwierdzenie 6.12. Niech f: R — S bedzie homomorfizmem pierscienia R
na pierscien S. Wowczas:

(1) jezeli I <; R, to f(I) <, S;

(ii) jezeli I <, R, to f(I) <, S;

(i) jezeli I < R, to f(I)< S

DoOwOD. Ze stwierdzenia 6.11 wynika, ze w kazdym przypadku f(I) jest pod-
pierscieniem pierscienia S. Wezmy dowolne j € f(I) oraz dowolne b € S.
Wtedy istnieja ¢ € I oraz a € R takie, ze j = f(i) oraz b = f(a).

(7). Poniewaz I <; R, wiec ai € I, skad bj = f(a)f(i) = f(ai) € f(I).
Zatem f(I) <; S. (ii) dowodzi si¢ analogicznie jak (i), za$ (iii) wynika z (7)
oraz z (ii). O

Stwierdzenie 6.13. Obraz homomorficzny pierscienia z jedynkq jest pierscie-
niem z jedynkq.

DowoOD. Niech f bedzie homomorfizmem pierécienia R z jedynka e na pier-
scien S. Wtedy z = xe = ex dla dowolnego = € R. Wezmy dowolne a € S.
Wtedy istnieje = € R takie, ze a = f(z). Zatem af(e) = f(x)f(e) = f(ze) =
f(z) = a oraz f(e)a = f(e)f(x) = flex) = f(x) = a. Stad f(e) jest jedynka

pierécienia S. O

Stwierdzenie 6.14. Obraz homomorficzny piersScienia przemiennego jest pier-
Scientem przemiennym.

DowOD. Niech f bedzie homomorfizmem przemiennego pierscienia R na pier-
scien S. Wezmy dowolne a,b € S. Wtedy istnieja x,y € R takie, ze a = f(x)
ib = f(y). Ponadto z przemiennosci pierécienia R, vy = yx. Zatem ba =
f)f(x) = flyz) = f(zy) = f(x)f(y) = ab i pierscien S jest przemienny. [

Stwierdzenie 6.15. Niech f: R — S bedzie homomorfizmem pierscienia
R na pierscienn S. Wéwczas odwzorowanie B — f~1(B) jest bijekcjq rodzi-
ny wszystkich podpierscieni (ideatéw lewostronnych, idealéw prawostronnych,
idealow) pierscienia S na rodzine wszystkich podpierscieni (idealéw lewostron-
nych, idealéw prawostronnych, idealéow) pierscienia R zawierajgcych Ker(f).

DowODp. Niech A bedzie podpierscieniem (ideatem lewostronnym, ideatem
prawostronnym, ideatem) pierscienia R zawierajacym Ker(f). Wtedy na mo-
cy stwierdzen 6.11 i 6.12 f(A) jest podpierécieniem (ideatem lewostronnym,
idealem prawostronnym, ideatem) pierécienia S. Ponadto A C f~!(f(A)) oraz
dla z € f7Y(f(A)) mamy, ze f(z) € f(A). Zatem istnieje a € A takie, ze
f(z) = f(a). Stad f(r —a) =0, czylix —a € Ker(f) C A, awieccxz € Ai
ostatecznie A = f~'(f(A)). Wynika stad, ze odwzorowanie B — f~'(B) jest
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"na”. Wezmy dowolne podpierscienie (ideaty lewostronne, ideaty prawostron-
ne, ideaty) B, C piericienia S takie, ze f~1(B) = f~(C). Poniewaz odwzo-
rowanie f jest "na”, wiec B = f(f~1(B)) i C = f(f}(C)), skad B = C i

odwzorowanie B — f~!(B) jest r6znowartosciowe. O

Whniosek 6.16. Niech f: R — S bedzie izomorfizmem pierscienia R na pier-
Scieri S. Wéwczas odwzorowanie B — f~1(B) jest bijekciq rodziny wszystkich
podpierscieni (idealéw lewostronnych, idealéw prawostronnych, idealéw) pier-
Scienia S na rodzine wszystkich podpierscieni (ideatéw lewostronnych, idealow
prawostronnych, ideatéw) pierscienia R.

Stwierdzenie 6.17. Zalozmy, Ze pierscienie R i S sq izomorficzne. Wowczas:
(i) jezeli pierscieri R jest przemienny, to pierscien S tez jest przemienny;
(i) jezeli pierscieri R ma jedynke, to pierscien S tez ma jedynke;

(i1i) jezeli pierscien R jest prosty, to pierscien S tez jest prosty;
(iv) jezeli pierscien R jest pierwszy, to pierscien S tez jest pierwszy;
(v) jezeli pierscien R jest pdlpierwszy, to pierscien S tez jest pélpierwszy.

DowOD. Z zalozenia istnieje izomorfizm pierécieni f: R — S. (i) oraz (i)
wynikaja od razu ze stwierdzen 6.13 i 6.14.

(4i). Poniewaz zbiory R 1 S sa réwnoliczne oraz |R| > 1, wiec |S| > 1, czyli
pierécien S jest niezerowy. Ponadto pierscien R ma doktadnie dwa idealy, wiec
z wniosku 6.16 pierécien S tez posiada doktadnie dwa ideaty. Stad pierscien S
jest prosty.

(1v). Podobnie jak w (i¢i7) mamy, ze pierScien S jest niezerowy. Wezmy
dowolne ideaty A i B pierscienia S takie, ze AB = {0}. Wtedy ze stwierdzenia
6.11 i zadania (1) mamy, ze f~'(A), [ (B) < R oraz f~*(A)- f(B) =
Y AB) = f~1({0}) = {0}. Z pierwszosci pierscienia R, f~'(A) = {0} lub
f~YB) ={0}. Zatem A = {0} lub B = {0} i pierScien S jest pierwszy.

(v). Podobnie jak w (i74) mamy, Ze pierscien S jest niezerowy. Wezmy do-
wolny ideal A pierécienia S taki, ze A% = {0}. Wtedy ze stwierdzenia 6.11 i za-
dania (1) mamy, ze f~'(A)<tRoraz f~1(A)- f~1(A) = f~1(A?) = f~1({0}) =
{0}. Z potpierwszosci pierscienia R, f~1(A) = {0}. Zatem A = {0} i pierécien
S jest potpierwszy. m

6.3 Twierdzenia o izomorfizmach

Twierdzenie 6.18 (pierwsze o izomorfizmie). Niech f bedzie homomorfizmem
pierscienia R na pierscien S. Wowczas

S=R/Ker(f).

DowOD. Niech F': R/Ker(f) — S bedzie dane wzorem F (r+Ker(f)) = f(r)
dla r € R. Wtedy z teorii grup wiadomo, ze F' jest dobrze okreslong funkcja,
ktora jest izomorfizmem grup addytywnych. Ponadto dla a,b € R mamy, ze
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F((a+Ker(f))-(b+Ker(f))) = Flab+ Ker(f)) = f(ab) = f(a)f(b) = F(a+
Ker(f))-F(b+ Ker(f)), czyli ostatecznie F jest izomorfizmem pierscieni. [

Twierdzenie 6.19 (drugie o izomorfizmie). Niech A bedzie podpierscieniem
pierscienita R i niech I < R. Wowczas A + 1 jest podpierscieniem pierscienia
R, ANT <A oraz

(A+1)/I= AJANT.

DowOD. Z zadania (1) z rozdziatu 4, A + I jest podpiericieniem pierscienia
R. Wezmy dowolne a € A oraz i € I. Wtedy (a +1) —a = i € I, skad
(a+i)+ 1 =a+1 Zatem (A+1)/I ={a+1:a € A}. Wynika stad, ze
funkcja f : A — (A + I)/I dana wzorem f(a) =a+ I dla a € A jest "na”.
Ponadto dla a,b € A mamy, ze f(a+b) = (a+b)+1=(a+ 1)+ (b+1) =
fla) + f(b) oraz f(a-b) =ab+1=(a+1)-(b+1)= f(a)- f(b). Zatem f
jest homomorfizmem pierscienia A na pierscien (A4 I)/I. Stad z twierdzenia
6.18 wynika, ze (A+I)/I = A/Ker(f). Alex € Ker(f) < (r€ ANz + 1=
O+) e (reAnvel)exe ANI. Stad Ker(f) =ANI, czyi ANT <A
i(A+1)/I=A/ANI. O

Twierdzenie 6.20 (trzecie o izomorfizmie). Niech I, J bedq ideatami pier-
scienta R takimi, ze J C 1. Wowczas

(R/J)/(1)J) = R/I.

DowOp. Niech f : R/J — R/I bedzie przeksztalceniem danym wzorem
fla+J) =a+1dlaa € R. Jedli a,b € R sa takie, ze a+J = b+ J, to
a—be J. Ale J C I, wiec wtedy a — b € I, czyli a+ I = b+ I. Oznacza to,
ze f jest dobrze okreslone. Ponadto f jest homomorfizmem pierécienia R/J
na pierscien R/I. Zatem z twierdzenia 6.18 mamy, ze R/I = (R/J)/Ker(f).
Niech a € R. Jesli a+J € Ker(f),toa+1 =0+1,skada € I. Jedlizasa € I,
toa+ 1 =0+1,skad a+ J € Ker(f). Zatem Ker(f) = I/J i twierdzenie
jest udowodnione. O]
A A

0 A
bedzie podpierscieniem pierscienia macierzy Ms(A). Skonstruowaé¢ homomor-
fizm pierScienia R na pierscien: (a) A x A, (b) A.

Zadanie (3). Niech A bedzie dowolnym pierscieniem i niech R =

Zadanie (4). W pierscieniu macierzy M(R) znalezé podpierscien izomorficz-
ny z ciatem: (a) R, (b) C.

Zadanie (5). Wyznaczy¢ wszystkie z doktadnoscia do izomorfizmu pierscienie
pierwsze, ktore sa obrazami homomorficznymi pierscienia R z zadania 3 przy
zalozeniu, ze A jest cialem.

A
0 0
M;(A) jest obrazem homomorficznym pierécienia R z zadania 37

Zadanie (6). Czy dla pewnego ciata A podpierscien S = [ ] pierscienia
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Zadanie (7). Niech A bedzie niezerowym pierécieniem z jedynka. Udowodnij,

., A A0 0 : f , ... . A A
ze pierscienie | o | 1| 4 | sa izomorficzne, zas pierscienie |

iOAni izomorficzn
0 A e sg izomorficzne.

Zadanie (8). Udowodnij, ze dla dowolnego ciala K pierscien K|[z]/(z?) jest

a b

izomorficzny z podpierécieniem A = { [ 0 q ] ra,be K } pierscienia My(K).



Wyktad 7

Przyklady homomorfizméw

7.1 Dolgczanie jedynki do piersScienia

Twierdzenie 7.1. Niech R bedzie pierscieniem, ktory nie posiada jedynk:.
Wéwczas istnieje pierscienn R z jedynkq 1 taki, ze R <1 R, R + (1) = R!,
RN (1) = {0} oraz R*/R = Z. Ponadto kazdy ideal (ideal lewostronny, ide-
al prawostronny) pierscienia R jest idealem (idealem lewostronnym, idealem
prawostronnym) piericienia R'.

DowOD. W zbiorze R' = R x Z wprowadzamy dodawanie po wspotrzednych:
(a,k) + (b,1) = (a+ b,k +1) dla dowolnych a,b € R, k,l € Z

oraz mnozenie:
(a,k) - (b,l) = (ab+ la+ kb, kl) dla dowolnych a,b € R, k,l€Z. (7.1)

Udowodnimy najpierw, ze (R, +,-,(0,0),(0,1)) jest pierdcieniem z jedynka
(0,1). Zauwazmy, ze (R',+,(0,0)) jest grupa abelowa, gdyz jest to iloczyn
prosty grup abelowych R i Z*.

Wezmy dowolne z,y,z € R'. Wtedy istniejg a,b,c € R oraz k,l,m € Z
takie, ze x = (a,k), y = (b,1) i z = (¢,m). Ze wzoru (7.1): (x -y) -2z =
(ab+la+ kb, kl) - (c,m) = ((ab+la+ kb)c+m(ab+ la+ kb) + (kl)c, (kl)m) =
((ab)e + l(ac) + k(be) + m(ab) + (ml)a + (mk)b+ (kl)c, klm) oraz z - (y - z) =
(a,k)-(bc+mb+lc,lm) = (a(bc+mb+lc)+ (Im)a+ k(bc+mb—+lc), k(Ilm)) =
(a(bc)+m(ab) +l(ac) + (Im)a+ k(bc) + (km)b+ (kl)c, klm). Zatem z tacznosci
mnozenia w pierscieniu R i wlasnosci dodawania i mnozenia liczb catkowitych
(x-y)-z=a-(y-2).

Ponadto z - (y + 2z) = (a,k) - (b+¢,l +m) = (a(b+¢) + (I + m)a+ k(b+
c),k(l+m)) = (ab+ ac+ la + ma + kb + kc,kl + km) oraz z -y + x - z =
(ab+la+kb, kl)+ (ac+ma+ke, km) = (ab+la+kb+ac++ma+ke, kl+km).
Zatem x - (y+z)=xz-y+ax-2z Dalej, (y+2)- 2= (0b+c,l+m)-(a, k) =
((b+c)a+k(b+c)+(I+m)a, (I4+m)k) = (ba+ca+kb+kc+la+ma, lk+mk) oraz

43
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y-x+z-x = (b1)(a,k)+(c,m)-(a, k) = (ba+kb+la,lk)+(ca+kc+ma, mk) =
(ba + kb + la + ca + ke + ma,lk +mk), skad (y +2) -z =y -z + 2 - x.

Ze wzoru (7.1) mamy tez, ze (0,1)-x = (0-a+k-0+1-a,1-k) = (a, k) =
orazx-(0,1)=(a-0+1-a+k-0,k-1) ==z

Zatem (R',+,-,(0,0),(0,1)) jest pierscieniem z jedynka (0, 1), ktora be-
dziemy tez oznaczali symbolem 1.

Rozwazmy przeksztatcenie f: R' — Z dane wzorem:

f((a,k)) =kdlaa € R k € Z.

Dla dowolnych a,b € R, k,l € Z, f((a, k) + (b,1)) = f((a+b,k+1)) =k+1=
f((a7 k))+f(<b’ l)) oraz f((a7 k) ) <b7 l)) = f((ab+la+kb’ kl)) =kl = f((a7 k))
f((b,1)). Zatem f jest homomorfizmem pierscieni. Ponadto dla k € Z mamy, ze
k= f((0,k)), wiec f jest epimorfizmem pierscieni. Z definicji f otrzymujemy,
ze Ker(f) = R, gdzie R = {(a,0) : a € R}. Stad na mocy stwierdzenia 6.10
R < R'. Ponadto z pierwszego twierdzenia o izomorfizmie R'/R = Z. Dla
a € R, k € Z mamy, ze (a,k) = (a,0)+(0,k) = (a,0)+£(0,1) = (a,0) + k- 1,
skad R' = R+ (1) oraz RN (1) = {(0,0)}.

Przeksztatcenie a — (a,0) dla a € R jest r6znowartosciowe oraz na mocy
okreglen dodawania i mnozenia w piercieniu R! jest ono homomorfizmem
pierscieni. Zatem to odwzorowanie jest zanurzeniem pierscieni. Z tego powodu
mozemy dokonaé¢ utozsamienia:

(a,0) =adlaa€ R.

Przy tym utozsamieniu R = R jest idealem pierdcienia R', R' = R + (1),
RN (1) = {0} oraz R'/R = Z.

Niech I <; R. Wtedy I jest podgrupa grupy addytywnej pierscienia R!.
Ponadto dla i € I oraz « € R istnieja a € R, k € Z takie, ze x = a + k - 1.
Zatem x-i = (a+k-1)-i =ai+ki € I,bo I <; R. Stad I <; R'. Analogicznie
pokazuje sie, ze jedli I <, R, to I <, R'. W konsekwencji, jezeli I < R, to
I <R O

7.2 Homomorfizmy na pierscieniach macierzy

Twierdzenie 7.2. Niech f: R — S bedzie homomorfizmem pierscieni. Wow-
czas F': M,,(R) — M, (S) dane wzorem F(A) = [f([A]ij)]ij=12...n jest homo-
morfizmem pierscieni i Ker(F) = M,(Ker(f)). Ponadto F jest epimorfizmem
wtedy 1 tylko wtedy, gdy f jest epimorfizmem.

Dowo6Dp. Wezmy dowolne A, B € M, (R). Ze wzoru (2.2) [A+ Bl;; = [A];; +
[B]i; dla dowolnych ¢, 7 = 1,...,n. Zatem F(A+B) = [f([A];j +[Blij)}ij=1..n
= [f([Al) + F([Blij)ij=1,..n. = [f([Alij)lisj=1,.n + [F([Bli)]ij=1,..0. = F'(A) +
F(B).

Ponadto ze wzoru (2.3)
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Pa-B) = |F(SWc1Bl)| = S| -

t=1 /=1, i,j=1,....,n

[f([A]ij)]i,jzl .... n° [f([B]ij]i,jzl .... n J: (A) . F(B) Zatem F jest h(;momorﬁ—

zmem pierscieni. Pozostalta czes¢ twierdzenia wynika od razu z definicji od-
wzorowania F'. 0

Stwierdzenie 7.3. Dla dowolnego pierscienia R réwnowazne sqg warunki:
(i) I = RI = IR = RIR dla dowolnego I < R,
(ii) a € RaR dla dowolnego a € R.

DowOp. (i) = (i7). Niech I = (a)g. Poniewaz (a)g = (a) + Ra+ aR + RaR,
wiec RI = Ra + RaR, skad RIR = RaR. Ale I = RIR oraz a € I, wiec
a € RaR.

(17) = (i). Oczywiscie RIR C RI C I oraz RIR C IR C I. Wystarczy
zatem wykaza¢, ze I C RIR. W tym celu wezmy dowolne a € I. Wtedy
a € RaR C RIR, czyli a € RIR. Stad I C RIR. [

Przyklad 7.4. Jezeli pierscien R posiada jedynke, to a € RaR dla kazdego
a € R. Ponadto z twierdzenia 5.10, jezeli R jest pierscieniem prostym i R? #
{0}, to RaR = R dla kazdego 0 # a € R, skad a € RaR dla kazdego a € R.
Moéwimy, ze pierscien R jest reqularny w sensie von Neumanna, jezeli a € aRa
dla kazdego a € R. Wowczas a € aRaRa C RaR dla kazdego a € R.

Twierdzenie 7.5. Jezeli a € RaR dla kazdego elementu a piericienia R, to
dla dowolnego n € N kazdy ideal pierscienia M,(R) jest postaci M,(I) dla
I <R.

DowOD. Niech J <1 M, (R). Wezmy dowolne A € J i dowolne k, 1 =1,...,n.
Niech a = [A]x. Wezmy dowolne z,y € R oraz dowolne i,j = 1,...,n. Wtedy

(xEy) - A € J, wice tez (xEy) - A- (yEyy) € J. Ale A= > ([A]iEys), wiec
t,s=1
na mocy wzoru (2.4) (zEy,) - A - (yEij) = (zay)E;;. Zatem (zay)E;; € J dla
dowolnych z,y € R oraz dla dowolnych 4,5 € {1,2,...,n}. Poniewaz J* jest
podgrupa grupy addytywnej pierscienia M, (R), wiec stad (RaR)E;; C J. Ale
a € RaR, wiec aFE;; € J dla wszystkich 4,7 € {1,2,...,n}. Niech I = {z €
R :zE;; € Jdlapewnychi,j =1,...,n}. Wtedy a € I, skad I # (). Wezmy
dowolne z,y € I, r € R. Z pierwszej cze¢sci dowodu zFEy1,yF; € J, skad
(x—y)E1 = xEy—yFEy € J, czylix—y € 1. Ponadto (rEq)-(xEh), (2E1)-
(rEy;) € J, wiec na mocy wzoru (2.4), (rz)Ey, (zr)Ey € J, czyli re,xr € 1.
Zatem I < R. Ponadto z pierwszej czesci dowodu i z definicji 1, J = M, (I). O

Twierdzenie 7.6. Niech a € RaR dla kazdego elementu a pierScienia R.
Wowezas dla kazdego n € N kazdy obraz homomorficzny pierscienia M, (R)
jest izomorficzny z pierscieniem postaci M,(R/I) dla pewnego I <1 R.
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DowoOD. Zaldézmy, ze pierscien S jest obrazem homomorficznym pierscienia
M, (R). Wtedy z pierwszego twierdzenia o izomorfizmie S = M, (R)/Ker(f),
gdzie f jest homomorfizmem pierscienia M, (R) na pierscien S. Ale Ker(f) <
M, (R), wiec z twierdzenia 7.5, Ker(f) = M,(I) dla pewnego idealu I pier-
Scienia R. Z przyktadu 6.4 wynika, ze 7: R — R/I dane wzorem 7(x) =z + [
jest epimorfizmem pierécieni. Ponadto Ker(r) = I. Zatem z twierdzenia 7.2,
istnieje epimorfizm II: M, (R) — M,(R/I) taki, ze Ker(Il) = M,(I)
M, (Ker(f)). Stad i z pierwszego twierdzenia o izomorfizmie M, (R/I)
M, (R)/Ker(f), a wigc M,(R/I) = S.

)R]

7 twierdzenia 7.5 i z przyktadu 7.4 wynika od razu nastepujace

Twierdzenie 7.7. Jezeli R jest pierscieniem prostym takim, ze R* # {0}, to
dla dowolnego n € N piersciers M,,(R) jest prosty.

7 twierdzenia 7.7 otrzymujemy natychmiast nastepujacy

Whniosek 7.8. Dla dowolnego ciata K 1 dla dowolnego naturalnego n pierscien
M, (K) jest prosty.

Twierdzenie 7.9. Niech R bedzie takim pierscieniem, Ze dla pewnegon € N,
n > 2, kazdy ideal pierscienia M,(R) jest postaci M, (I) dla pewnego I < R.
Wowczas a € RaR dla kazdego a € R.

DowOD. Niech I <1 R. Nietrudno sprawdzié, ze

I IR ... IR
RI RIR ... RIR

RI RIR ... RIR

jest ideatem pierdcienia M, (R). Zatem istnieje ideal A pierécienia R taki, ze
J = M,(A). Stad A =1 = RI = IR = RIR. Zatem na mocy stwierdzenia
7.3, a € RaR dla kazdego a € R. O]

Zadanie (1). Niech R bedzie pierscieniem takim, ze dla pewnego naturalnego
n > 2 pierécien M, (R) jest prosty. Udowodnij, ze wéwczas pierscieni R jest
prosty i R? # {0}.

Zadanie (2). Dla n € N wyznacz wszystkie z doktadnoscia do izomorfizmu
obrazy homomorficzne pierscienia M,,(7Z).

Zadanie (3). Niech R bedzie dowolnym pierécieniem i n € N. Udowodnij, ze
przeksztalcenie f: M, (R) — M, 1(R) dane wzorem

ay;; a1 ... Qaip 0
a1y a2 ... QAip 0
a91 Q29 ... QA9pn
f 21 A22 ... Q9
apl Qpa ... Qpp O
Ap1 Ap2 ... Qpp 0 0 0 0
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jest zanurzeniem pierscieni.

Zadanie (4). Udowodnij, ze dla dowolnego pierscienia R i dla dowolnych
m,n € N: M,,(M,,(R)) = M (R).

Zadanie (5). Niech K bedzie dowolnym ciatem. Pokazaé, ze dla kazdego n
pierécienie M, (K) i M,+1(K) nie sa izomorficzne.

7.3 Homomorfizmy na pierscieniach wielomia-
now

Twierdzenie 7.10. Niech f: R — S bedzie homomorfizmem pierscieni.
Wowczas przeksztalcenie F': R[[z]] — S[[z]] dane wzorem F((ag,a1,...)) =
(f(ao), f(ay),...) jest homomorfizmem pierscieni.

DowOD. Wezmy dowolne szeregi a,b € R[[z]]. Wtedy a + b = (ag + by, a1 +
by, ...), wicc Fa+b) = (f(ao +bo), f(ar +b1),...) = (f(ao) + f(bo), f(ar) +
f(b1),...) = (flao), flar),...) + (f(bo) f(b1),...) = F(a) + F(b). Ponadto

a-b= (c,cq,...), gdzie ¢, = Zaibn_i dlan =0,1,.... Zatem F(a-b) =
i=0

(do,dl,...), gdzie dn = f <Zazbn_z> = Zf CLz z) dla n = 0,].,....

Ponadto F(a)-F(b) = (f(aogj}(al), c) (f(bo) f(bl) ..) = (ep, €1, . . .), gdzie
Zf a;) b,—i;) dlan =0,1,.... Zatem e, = d, dla wszystkich n =

0,1,..., sk@d F(a b) = F(a) - F(b). Oznacza to, ze F jest homomorfizmem
pierscieni. O

7 udowodnionego twierdzenia w prosty sposoéb wynika nastepujace

Twierdzenie 7.11. Niech f: R — S bedzie homomorfizmem pierscieni. Wow-
czas przeksztalcenie F: Rlx] — S[z| dane wzorem F((ag,ay,...)) =
(f(ao), f(ay),...) jest homomorfizmem pierscieni.

Stwierdzenie 7.12. Dia dowolnego pierscienia R przeksztalcenie f: R|[z]] —
R dane wzorem f((ap,aq,...)) = ap jest epimorfizmem pierscient.

DowODp. Wezmy dowolne szeregi a,b € R[[z]]. Wtedy a + b = (ag + by, a1 +
bi,...), wiec f(a+b) = apg+by = f(a)+ f(b) oraz a-b = (aghy, agby + a1 by, . . .),
skad f(a-b) = agby = f(a) - f(b). Zatem f jest homomorfizmem pierscieni.
Ponadto dla dowolnego a € R, a = f((a,0,0,...)), wigc f jest epimorfizmem
pierscieni. O

Zupehie analogicznie mozna udowodni¢ nastepujace
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Stwierdzenie 7.13. Dla dowolnego pierscienia R przeksztalcenie f: R[x] —
R dane wzorem f((ag,ay,...)) = ag jest epimorfizmem pierscieni.

Zadanie (6). Udowodnij, ze dla dowolnego pierscienia R przeksztatcenie g: R —
Rz] dane wzorem g(a) = (a,0,0,...) jest zanurzeniem pierScieni.

Z zadania (6) wynika, ze podobnie jak w algebrze przemiennej, w pierscie-
niu R[z] mozemy dokonaé¢ utozsamienia

a=(a,0,0,...)dlaa € R.

Przy tym utozsamieniu pierécien R jest podpierscieniem pierscienia wielomia-

néow R[z].

Zadanie (7). Niech S bedzie pierécieniem z jedynka 1 i niech x = (0, 1,0, ...).
Udowodnij, ze woéwczas w pierscieniu S|[z]]: 2" = (0,0,...,T,QO,...) dla
kazdego n =0,1,....

Niech S bedzie pierscieniem z jedynka 1. Niech f € S[z| bedzie wielomia-
nem stopnia n > 1. Wtedy f,, # 0 oraz f; = 0 dla kazdego ¢ > n + 1. Ponadto

z zadania (7) i ze wzoru (2.12) mamy, ze (f3,0,0,...)-2* = (0,...,0, ]I‘ck, 0,...)
dla k=1,2,... wigc

f = (fO,O,O,...) + (O,fl,O,...) + ...+ (0,0,...,fn,0,...) = fo + fliL’ +
+fox? + ... + f,a". Poniewaz dla wielomianu statego f jest f = fo, wiec
dla dowolnego wielomianu f € S[z| stopnia n > 0 mamy utozsamienie:

f=fot+ fiz+ for® + ..+ fua”. (7.2)

Otrzymujemy w ten sposob naturalna notacje dla wielomianéw z pierscienia
S|x]. Zauwazmy, ze x nalezy do centrum pierscienia S[[z]].

Analogicznie szereg f = (fo, f1,...) € S[[z]] mozna utozsami¢ z fo + fix +
f2I2 + ...

Zadanie (8). Udowodnij, ze dla dowolnego pierscienia S z jedynka element x
nalezy do centrum pierécienia S|[x]].

Jezeli pierscien R nie posiada jedynki, to sytuacja jest bardziej skompliko-
wana. Wowczas jak wiemy R jest idealem pierscienia R!' posiadajacego jedyn-
ke. Stad R[z] <t R'[z] i dowolny niezerowy wielomian f € R[z] mozna jedno-
znacznie zapisa¢ w postaci f = fo+ fiz + ...+ f,2" dla pewnegon =0,1,...
i dla pewnych wspotczynnikow fy, ..., f, € R. Nalezy jednak pamietac, ze w
tym przypadku z € R[z] oraz (az™)-(bx™) = (ab)z™*™ dla dowolnych a,b € R,
n,m = 0,1,.... Analogicznie, kazdy szereg f € R|[x]] mozna jednoznacznie
zapisa¢ w postaci f = fo + fiz + fox? + ... dla pewnych f; € R, i =0,1,...,
ale x & R[[x]]!
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7.4 Homomorfizmy zwigzane z iloczynami pro-
stymi

Przyktad 7.14. Dla dowolnego niepustego zbioru indekséw 7" niech {R;}ier
bedzie rodzing pierscieni. Dla dowolnego s € T rozwazmy przeksztalcenie
st [ljer B¢ — Rs dane wzorem

Ws((xt)teT) = Ts-

Wowezas dla dowolnych = = (2¢)ier,y = (Yt)ier € [lier Re: ms(x +y) =
Ws((:pt +yt)t€T) =Ts+Ys = ﬂ-s(x) +7rs(y) oraz Ws(l‘ ’ ?J) = 7Ts((xt : yt)teT) = Ts-
ys = ms(x)-ms(y). Zatem 7, jest homomorfizmem pierscieni. Dla dowolnego a €
Rs mamy, ze a = ms((¢)ier), gdzie x5 = a oraz x; = 0 dla wszystkich ¢ € T\
{s}. Stad 7, jest epimorfizmem pierécieni. Natomiast Ker my = [[,cr I3, gdzie
I, = {0} oraz I; = R; dla wszystkich t € T'\ {s}. Z pierwszego twierdzenia o
izomorfizmie wynika stad, ze

1R/ 1] L = Rs.

teT teT

Zatem dla kazdego s € T pierécien R jest obrazem homomorficznym pierécie-
nia [[;er Ry

Okazuje sie, ze dla kazdego s € T pierscien R, zanurza sie w pierscien
[T,er R:. Latwo sprawdzi¢, ze przeksztaltcenie fs: Ry — [l,cr R: dane wzorem

fs(a) = (x)ter gdzie xg =aorazz, =0dlat € T'\ {s}

jest zanurzeniem pierscieni, przy czym fs(Rs) < [l,er Ry



Wyktad 8

Wlasnosci pierscieni macierzy

8.1 Centrum pierscienia macierzy

Definicja 8.1. Obustronnym anihilatorem niepustego podzbioru X pierscienia
R nazywamy zbiér

ar(X) =Ig(X)Nrgr(X)={a€ R:aX = Xa = {0}}. (8.1)

Poniewaz [gr(X) i rg(X) sa podpierscieniami pierscienia R, wiec ag(X)
jest podpierscieniem pierscienia R. Jesli zas I < R, to Ig(I),rr(I) < R, wiec
ar(l) < R. W szczegdlnosci a(R) = ar(R) < R oraz a(R)R = Ra(R) = {0}, a
wiec a(R)? = {0}. Ponadto wynika stad, ze a(R) C Z(R), gdzie Z(R) oznacza
centrum pierécienia R.

W pierscieniu macierzy M, (R) dla podpierécienia S C R przez SI, bedzie-
my oznaczali zbiér wszystkich macierzy, ktore na gtéwnej przekatnej maja ten
sam element s € S, za$ na pozostalych miejscach same zera.

Twierdzenie 8.2. Dla dowolnego pierscienia R i dla dowolnej liczby natural-
nej n = 2 mamy, ze

Z(M,(R)) = Z(R)I, + M,(a(R)).

DowObp. Niech A € Z(R)I,,+ M, (a(R)). Wtedy A = cI,,+ B dla pewnego ¢ €
Z(R) oraz dla pewnej macierzy B € M,(a(R)). Wezmy dowolne M € M,(R).

Wtedy dla i,j = 1,2,...,n mamy, ze [B - M|;; = Y [Bla[M]; = 0, gdyz
t=1

[Blit[M]:; =0, wiec B - M = 0,,. Podobnie M - B =0,,skad B-M =M -Bi

B € Z(M,(R)). Dalej, dla dowolnych 7,7 = 1,2,...,n mamy, ze [(cI,) - M];; =

> lely)u[M]y; = c[M]y, gdyz dla t # i jest [cl,)y = 0 oraz [cl,)y = c.

=1
dla wszystkich ¢,7 = 1,2,...,n. Zatem cl,, € Z(M,(R)). Ale A = (cI,,) + B,
wiec tez A € Z(M,(R)).

50
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Na odwrét. Zatézmy, ze A € Z(M,(R)). Wezmy dowolne = € R oraz do-
wolne 4, j € {1,2,...,n}. Wtedy (zE;;)- A = A- (2Ej;), skad Y (z[A]j1) By =

=1
Z szx B wiec m[A]jt = 0 dlat 7é Js [A]SZ:E = 0 dla s 7& i, w[A]jj =
s=1

[A];;x. Wynika stad, ze [A]y € a(R) dla wszystkich ¢ # s, [A]ly € Z(R) dla
t =1,2,...,noraz [A]; — [A ] 1 € a(R)dlai=2 3,...,n. Zatem istniejg

a; € a(R) takie, ze [A]; = [A]11 +a; dlai = 2,3,...,n. Oznaczmy ¢ = [A]y;.
Wtedy uzyskamy, ze

0 12 a1z ... Qip
21 G2 Ag23 ... Q2p
A=cl,+ | @31 a3 az ... a3, |,
L an1 QAp2 Ap3 ... Gp i
skad A € Z(R)I, + M,(a(R)). O

Whiosek 8.3. Jezeli R jest pierscieniem takim, ze a(R) = {0}, to dla dowol-
negon > 2: Z(M,(R)) = Z(R)I,.

Whniosek 8.4. Jezeli R jest pierscieniem takim, Ze a € RaR dla kaZdego
a € R, to dla dowolnego n > 2: Z(M,(R)) = Z(R)I,,. W szczegdlnosci, jesli
R jest piersScieniem reqularnym w sensie von Neumanna lub R jest idempo-
tentnym pierscientem prostym lub R posiada jedynke, to dla dowolnego n > 2:

Z(My(R)) = Z(R)I,.

Whniosek 8.5. Jezeli R jest przemiennym pierScieniem z jedynkaq, to dla do-
wolnego n > 2: Z(M,(R)) = RI,.

Zadanie (1). Niech I bedzie ideatem pierscienia R i niech n > 2. Udowodnic¢,
ze
(2) Lagy () (M (1)) = My (IR (1))
(b) 7a1, () (M (1)) = M (rr(1
(c) aMn(R)(Mn(I)) = My (ar(!

8.2 Ideaty istotne

Definicja 8.6. Niech I bedzie ideatem pierscienia R. Mowimy, ze I jest istotny
w R, jezeli I NJ # 0 dla dowolnego niezerowego J <1 R.

Stwierdzenie 8.7. Dia ideatu I pierscienia R takiego, Ze aj(I) = {0} row-
nowazne sq warunki:
(i) I jest istotny w R,

(i) ar(I) = {0}.
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DowOD. Zatézmy, ze I jest istotny w R i niech J = agr(l). Wtedy J < R.
Jesli J # {0}, to I'NJ # {0}. Ale INJ C ar(I), wiec ar(I) # {0} i mamy
sprzecznosé. Zatem ag(l) = {0}.

Na odwrot, zatézmy, ze ar(I) = {0}. Niech J bedzie dowolnym niezerowym
idealem pierscienia R. Zauwazmy, ze [J C INJ oraz JI C INJ. Ale ag(l) =
{0}, wiec IJ # {0} lub JI # {0}, skad I N J # {0}. Zatem [ jest istotny w
R. O

Twierdzenie 8.8. Dla dowolnego piersScienia R bez jedynk: istnieje pierscien
R posiadajgcy jedynke 1 i taki, ze R jest istotnym ideatem pierscienia R oraz
R+ (1) = R

DoOWwWOD. Z twierdzenia 7.1 istnieje pierécien R! z jedynka 1 i taki, ze R < R
oraz R+ (1) = R'. Oznaczmy przez S rodzing wszystkich ideatéw I pierscienia
R takich, ze IN R = {0}. Rodzina S jest niepusta, bo np. {0} € S. Ponadto
rodzina S jest czeSciowo uporzadkowana przez inkluzje. Niech A bedzie tan-
cuchem w S. Wtedy ze stwierdzenia 4.17, J = Ugea A < R oraz A C J dla
kazdego A € A. Jesli J N R # {0}, to istnieje 0 # a € R takie, ze a € J.
Oznacza to, ze a € A dla pewnego A € A, czyli ANR # {0} wbrew zalozeniu.
Zatem J N R = {0} i wobec tego J € S oraz J jest ograniczeniem gdrnym
lancucha A. Zatem z lematu Zorna istnieje w rodzinie S element maksymalny
M. Stad w szczegélnosci M <1 R' oraz M N R = {0}. Z drugiego twierdzenia
o izomorfizmie (R + M)/M = R/(RN M) = R/{0}, skad R = (R+ M)/M.
Ponadto (R + M)/M <1 R'/M, wigc piersciefi R mozemy utozsamiaé z ide-
atem (R + M)/M pierscienia R'/M. Poniewaz R' = R + (1), wiec R'/M =
(R+ M)/R+ (1+ M). Wezmy dowolny niezerowy ideal K pierécienia R'/M.
Wtedy ze stwierdzenia 5.8 istnieje J <1 R! taki, ze M C J oraz K = J/M. Stad
z maksymalnos$ci M w rodzinie S wynika, ze J € S, czyli JN R # {0}. Gdyby
JANRCM,toJNR=(JNR)NM =JNn(RNM)=Jn{0} = {0} i otrzy-
malibysmy sprzecznos$¢. Zatem JNR € M, skad [(JNR)+ M]/M # {0+ M}
oraz [(JNR)+ M]/M C (R+ M)/ MnNJ/M =[(R+ M)/M]nN K. Zatem
(R + M)/M jest idealem istotnym w pierscieniu R'/M. Wystarczy zatem
przyja¢ R = RY/M. O

Zadanie (2). Niech R bedzie pierscieniem takim, ze a(R) = {0}. Udowodnij,
ze wowcezas przy oznaczeniach dowodu twierdzenia 8.8, M = agi(R), czyli w
tym przypadku R = R! /ap (R).

Twierdzenie 8.9. Niech I bedzie ideatem istotnym pierScienia R. Wowczas:
(i) jezeli pierscieri I jest pierwszy, to pierscien R jest pierwszy,
(i) jezeli pierscieni I jest polpierwszy, to pierscien R jest pdlpierwszy,
(i1i) jezeli pierscien I jest zredukowany, to pierscien R jest zredukowany,
(iv) jezeli pierscien I jest dziedzing, to pierscien R jest dziedzing.

DowOD. (7). Poniewaz I # {0}, wiec tez R # {0}. WeZzmy dowolne idealy
A i B pierécienia R takie, ze AB = {0} i zalézmy, ze A # {0} i B # {0}.
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Wowczas ANI # {0} 1 BNI # {0}. Ponadto ANI, BNI <1, wiec z pierwszosci
pierdcienia I, (ANI)(BNI) # {0}. Ale (ANI)(BNI)C AB = {0}, wigc
mamy sprzecznosé. Zatem A = {0} lub B = {0} i pierscien R jest pierwszy.

(7). Poniewaz I # {0}, wiec tez R # {0}. Wezmy dowolny ideal A pier-
Scienia R taki, ze A* = {0} i zalézmy, ze A # {0}. Wowczas AN T # {0}.
Ponadto A N T <1 I, wiec z polpierwszosci pierécienia I, (AN 1)% # {0}. Ale
(ANT)* C A% = {0}, wiec mamy sprzecznosé¢. Zatem A = {0} i piericien R
jest potpierwszy.

(ii1). Wezmy dowolne a € R takie, ze a® = 0. Wtedy ala C I oraz (ala)* =
{0}. Ale pierscien I jest zredukowany, wigc ala = {0}. Stad (al)? = ([a)? =
{0}, a poniewaz al,la C I, wiec al = Ia = {0}. Zatem a € ar(I). Ponadto
a;(I) = {0}, gdyz pierécien I jest zredukowany, wiec na mocy stwierdzenia
8.7, ag(l) = {0}. Stad a = 0 i pierdcieni R jest zredukowany.

(iv). Z (di7) wynika, ze pierscien R jest zredukowany. Ponadto ze stwier-
dzenia 8.7, ar(I) = {0}. Wezmy dowolne a,b € R takie, ze ab = 0. Wtedy
Ta,bl C I oraz (Ia)(bl) = {0}, skad Ia = {0} lub bl = {0}. Jesli Ia = {0},
to al C I oraz (al)? = {0}, wiec al = {0}. Zatem a € ar(I) = {0}, czyli
a = 0. Analogicznie pokazujemy, ze jesli bI = {0}, to b = 0. Zatem R jest
dziedzing. O

7 twierdzen 8.8 i 8.9 wynika od razu nastepujace

Twierdzenie 8.10. Niech R bedzie piericieniem bez jedynki i niech R bedzie
pierScieniem z jedynkq podanym w twierdzeniu 8.8. Wowczas R jest ideatem
istotnym pierscienia R', R+ (1) = R' oraz

(i) jezeli R jest pierwszy, to RT jest pierwszy,

(ii) jezeli R jest potpierwszy, to R jest potpierwszy,

(iii) jezeli R jest zredukowany, to RT jest zredukowany,

(iv) jezeli R jest dziedzing, to RT jest dziedzing,

(v) jezeli R jest przemienny, to RT jest przemienny.

8.3 PiersScienie macierzy pierwsze i polpierw-
sze

Stwierdzenie 8.11. Dla dowolnych ideatéow I i J pierscienia R i dla dowol-
nego naturalnego n: M, (I) - M, (J) = M,(IJ).

Dowo6p. Wezmy dowolne X € M, (I)- M, (J). Wtedy X jest skoriczona suma
elementéw postaci A- B dla A € M, (I) oraz B € M, (J). Poniewaz I.J < R,
wige M, (IJ) <1 M,(R). Wystarczy zatem wykaza¢, ze A-B € M, (I.J). Ale dla

dowolnych 4,5 =1,...,n, [A- B];; = Z [A];1 - [B]i; oraz [A] € I, [Bly; € J,
=1
wiec [Al; - [Blij € IJ, skad [A- Bl;; € IJ. Zatem A- B € M,(1J).
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Na odwrét, wezmy dowolne X € M, (1.J). Wowcezas [X|;; € 1J dla wszyst-
kichi,j =1,...,n.Ponadto X = > [X|;;E;; oraz M,(I)-M,(J)<1M,(R),

ij=1,m
wiec wystarczy wykazaé, ze aE;; € M, (1) - M,(J) dla dowolnego a € I.J oraz
dla dowolnych 7,5 = 1,...,n. Ale a jest skoniczong sumg elementéw posta-

cizy dlax € I, y € J, wiec bez zmniejszania ogdlnosci mozemy zaktadac,
ze a = zy. Wtedy aE;; = (vy)Ei; = (xEyj) - (yE;;) € M,(I) - M,(J). Stad
X e M,(I)- M,(J). O

Twierdzenie 8.12. Jezeli R jest pierscieniem pierwszym, to dla dowolnego
naturalnego n pierscien macierzy M, (R) teZ jest pierwszy.

DowOD. Poniewaz R # {0}, wigc M,,(R) # {0}. Z twierdzenia 8.10 istnieje
pierscien pierwszy S z jedynka taki, ze R <1 S. Wezmy dowolne idealty A i B
pierdcienia M, (S) takie, ze AB = {0}. Z twierdzenia 7.5 istnieja idealy I, J
pierécienia S takie, ze A = M, (I) oraz B = M, (J). Ponadto ze stwierdzenia
8.11 A-B = M,(1J). Stad I.J = {0}, wiec z pierwszosci pierscienia S, I = {0}
lub J = {0}, czyli A = {0} lub B = {0}. Zatem M, (S) jest pierscieniem
pierwszym. Ale M, (R) jest niezerowym ideatem pierscienia M, (S). Zatem z
twierdzenia 5.19 pierscien M, (R) jest pierwszy. O

Twierdzenie 8.13. Jezeli R jest pierscieniem polpierwszym, to dla dowolnego
naturalnego n pierscien macierzy M,(R) tez jest pdlpierwszy.

DowOD. Poniewaz R # {0}, wiec M,,(R) # {0}. Z twierdzenia 8.10 istnieje
pierscien poétpierwszy S z jedynka taki, ze R < S. Wezmy dowolny ideat A
piericienia M, (9) tak, ze A> = {0}. Z twierdzenia 7.5 istnieje ideal I pierscie-
nia S taki, ze A = M,(I). Ponadto ze stwierdzenia 8.11 A? = M, (I?). Stad
I? = {0}, wiec z polpierwszosci pierdcienia S, I = {0}, czyli A = {0}. Zatem
M, (S) jest pierscieniem poélpierwszym. Ale M, (R) jest niezerowym ideatem
pierécienia M, (S). Zatem z twierdzenia 5.20 pierscien M, (R) jest pélpierw-
SZY. O

Stwierdzenie 8.14. Jezeli dla pewnego naturalnego n pierscien M, (R) jest
pierwszy, to pierscien R tezZ jest pierwszy.

DowOD. Poniewaz M, (R) # {0}, wiec R # {0}. Wezmy dowolne I,J < R
takie, ze IJ = {0}. Wtedy M, (1), M,(J) < M, (R) oraz na mocy stwierdzenia
8.11, M,(I)-M,(J) = M,(IJ) = {0}. Zatem z pierwszosci pierscienia M, (R),
M, (I) = {0} lub M, (J) = {0}, czyli I = {0} lub J = {0}. Stad pierscien R
jest pierwszy. O
Stwierdzenie 8.15. Jezeli dla pewnego naturalnego n pierscien M, (R) jest
potpierwszy, to pierscien R tez jest polpierwszy.

DowOD. Poniewaz M, (R) # {0}, wiec R # {0}. Wezmy dowolne I <1 R takie,
ze I* = {0}. Wtedy M,,(I)<1M,(R) oraz na mocy stwierdzenia 8.11, M,,(I)? =
M, (I*) = {0}. Zatem z polpierwszosci pierscienia M, (R), M, (I) = {0}, czyli
I = {0}. Stad pierécien R jest péipierwszy. O
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Zadanie (3). Wyznaczy¢ wszystkie idealy maksymalne i wszystkie ideaty
pierwsze pierscienia M,,(7Z).

Zadanie (4). Niech R bedzie pierécieniem takim, ze a € RaR dla kazdego
a € R. Udowodni¢, ze kazdy ideal maksymalny pierscienia M, (R) jest postaci
M, (I) dla pewnego idealu maksymalnego I pierscienia R.

Zadanie (5). Niech R bedzie pierécieniem takim, ze a € RaR dla kazdego
a € R. Udowodni¢, ze kazdy ideal pierwszy pierécienia M, (R) jest postaci
M, (I) dla pewnego idealu pierwszego I pierécienia R.

Zadanie (6). Udowodnij, ze cze$¢ wspolna skonczonej liczby ideatéw istotnych
pierscienia R jest idealem istotnym tego pierscienia.

Zadanie (7). Niech I bedzie idealem istotnym pierscienia R. Czy jest prawda,
ze dla kazdego naturalnego n ideal M, (I) jest istotny w pierscieniu M, (R)?

Zadanie (8). Udowodnij, ze pierscien R jest pierwszy wtedy i tylko wtedy,
gdy pierscieni R[z] jest pierwszy.

Zadanie (9). Udowodnij, ze pierécien R jest potpierwszy wtedy i tylko wtedy,
gdy pierscien Rx| jest pétpierwszy.

8.4 Macierze odwracalne

Twierdzenie 8.16. Niech R bedzie pierScieniem z jedynkq. Niech a € R bedzie
elementem nilpotentnym. Wowczas element 1+a jest odwracalny w pierscieniu
R. Wiecey, jezeli a™ = 0, to zachodzi wzor

(1+a)t=1—-a+a*—a*+...4+ (—a)" " (8.2)

DowOD. Niech b = —a. Wtedy ™ = 0, skad z tozsamosci

1-b0"=(1-0)-(1+b+0+...+0" ) = (1+0+0+...+0"1)-(1—0) mamy,
zel=(1+a)-(1—a+a*—...+(—a)" ) =1—-a+a*—...+(—a)" 1) -(1+a),
skad mamy wzér (8.2). O

Definicja 8.17. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem i niech n, %k beda
liczbami naturalnymi takimi, ze n > 2 oraz k < n — 1. W pierscieniu 7,,(R)
macierzy tréjkatnych gérnych oznaczmy przez T (R) podzbiér wszystkich ma-
cierzy, ktore maja same zera na k kolejnych przekatnych nad gtéwna przekatna
poczynajac od gtéwnej przekatnej tzn.

TFR) = {A € M,(R) : [A};j = 0 dla wszystkich 4, takich, ze j < i+k(—1}).
8.3
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Twierdzenie 8.18. Dla dowolnego pierscienia R i dla dowolnych liczb natu-
ralnychn > 2 1k <n—1 mamy, Ze

THR) < T,(R). (8.4)
W szczegolnosci TF(R) jest podpierscieniem pierscienia T, (R).

DowéD. 7 okredlenia TF(R) wynika od razu, ze T*(R) jest podgrupa grupy
addytywnej pierscienia T,,(R). Wezmy dowolne A € T*(R) oraz dowolne B €
Tn(R) Wtedy A = Z [ALJEZ] oraz B = Z[B]stEst. Zatem A - B =
j>itk—1 t>s

Z ([A]i; - [Blst)(Eij - Est). Ponadto Ejj- Egq = 0,,, jesli j # s oraz E;; -
Jj>i+k—1,t2s
Ey=Fy, jedli j =s, wieccwtedy t > s=j >14+k—1,czylit >14+k—1, skad
wynika, ze A- B € TF(R). Ponadto B- A= > ([Blx- [4])(Ey - Eij)

i>ith—1, t>s

oraz Eg - Ejj = 0y, jedli t # i oraz Eg -JEZ-]- = Ly, jesli t = i i wtedy
j>it+k—1=t+k—1>s+k—1,wiccj>s+k—1,skad B-A e TKR).
Zatem TF(R) < Ty(R). O

Twierdzenie 8.19. Dia dowolnego pierscienia R @ dla dowolnej liczby natu-
ralnej n > 2:

(To(R))" = {0}
DowOD. Wystarczy wykazaé, ze dla dowolnych Aj, Ay, ..., A, € T}(R) ma-
my, ze Ay - Ay ... - A, = {0,}. Ale Ay - Ay - ... - A, jest suma wszystkich
mozliwych sktadnikow postaci

[Ad]ing [Asingy - - - [Anlingn Bivgy - B B (8.5)

272

gdzie i, < jr dlak =1,2,...,n, wiec iloczyn (8.5) moze by¢ niezerowy jedynie
wowcezas, gdy jJr = iry1 dla kazdego k=1,2,...,n—1. Stad j1 > 11+ 1, jo >
19+ 1=71+12> 4 +2,itd. w koncu j,, > i1 +n, co prowadzi do sprzecznosci.
Zatem iloczyn (8.5) jest zawsze réwny 0,, czyli Ay - Ay-...- A, ={0,}. O

Twierdzenie 8.20. Niech R bedzie pierscieniem z jedynkq i niech n > 2
bedzie liczbg naturalng. Wowczas dla dowolnej liczby naturalnej k < n—1 zbior
UTF(R) = I, + T5(R) jest podgrupg normalng grupy elementéw odwracalnych
pierscienia T, (R).

Dow6D. Oczywiscie I, € UTF(R). Wezmy dowolne A € UTF(R). Wtedy
istnieje B € T*(R) takie, ze A = I,,+ B. Ponadto z twierdzenia 8.19, B" = 0,,,
wigc na mocy twierdzenia 8.16, A™' = [, — B+ B*>— ...+ (—=B)""!. Ale z
twierdzenia 8.18, —B+B?—...+(—=B)""! € T*(R), wiec A~! € UT¥(R). Niech
teraz X,Y € UTF(R). Wowczas istnieja B,C € TF(R) takie, ze X = I,, + B
oraz Y =1,+C skad XY =1,+ B+ C+ B-C. Ale na mocy twierdzenia
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818, B+ C + B-C € TKR), wiec X -Y € UTF(R). Zatem UTF(R) jest
podgrupa grupy elementéw odwracalnych pierécienia T,,(R).

Wezmy teraz dowolne X € UTF(R) i dowolne Y € (T,(R))*. Wowczas
istnieje A € TF(R) takie, ze X = I,, + A. Zatem na mocy twierdzenia 8.18,
Y XY =Y (I, +A) Y ' =Y LY ' 4Y - AY ' =1, 1Y.AYyle
UTF(R) na mocy twierdzenia 8.18. Zatem UTF(R) jest podgrupa normalng
grupy elementéw odwracalnych pierscienia T),(R). O

Twierdzenie 8.21. Niech R bedzie pierscieniem z jedynkq i niech n > 2
bedzie liczbg naturalng. Wowczas

(To(R)* = {A€Ty(R): [Aly € B* dla i=1,2,...,n}.  (8.6)

DowOD. Oznaczmy przez D(aq,as,...,a,) = a1Ey + asFas + ... 4+ ap,Epy,
dla dowolnych ay, as, ..., a, € R. Wtedy D(ay,aq,...,a,) - D(b1,bs, ..., b,) =
D(aiby, asghs, ..., ayb,) dla dowolnych ay, by, ..., a,,b, € R. Wynika stad, ze
dla dowolnych ay,as, . ..,a, € R* mamy, ze D(aj,as,...,a,) jest elementem
odwracalnym pierscienia T, (R). Niech teraz A € T,,(R) bedzie takie, ze [A]; =
a; € R*. Wtedy A = D(ay,aq,...,a,) - (I, + B) dla pewnego B € T!(R).
Zatem z twierdzenia 8.20 mamy, ze A € (T,,(R))*. Na odwrét, wezmy dowolne
A € (T.(R))*. Wtedy istnieje B € T,(R) takie, ze A- B = B- A = I, skad

Zadanie (10). Niech R bedzie pierscieniem z jedynka i niech n > 2 bedzie
liczba naturalng. Wyznaczy¢

a) centrum pierscienia T} (R),

b) centrum grupy UT}(R).

Zadanie (11). Niech K bedzie ciatem skoniczonym. Obliczy¢ rzad grupy G L, (K)
elementéw odwracalnych pierscienia M, (K).

Zadanie (12). Niech p bedzie liczba pierwsza. Wykazaé, ze UT 1 (Z,) jest p-
podgrupa Sylowa grupy GL,(Z,).

Zadanie (13). Niech p bedzie liczba pierwsza. Wykazaé, ze dla liczb natural-
nych n < p i dla kazdego A € UT!(Z,) jest AP = I,,.



Wyktad 9

Wewnetrzne sumy proste

9.1 Wewnetrzne sumy proste podgrup

Definicja 9.1. Niech {A; };cr bedzie rodzina podgrup grupy abelowej (A, +,0).
Najmniejsza w sensie inkluzji podgrupe grupy A zawierajaca podzbior U,er Ay
nazywamy sumgq algebraiczng podgrup rodziny {A;}ier 1 0znaczamy symbolem

S AL

teT

Stwierdzenie 9.2. Dla dowolnej rodziny {Ai}ier podgrup grupy abelowej A

podgrupa Z Ay sklada sie ze wszystkich mozliwych sum postaci ay + ... + ay,
teT
gdzie a; € Ay, dla i =1,...,n oraz ty,...,t, s¢ parami roznymi elementamsi

ze zbioru T. W szczegdlnosci, jesli T = {1,...,m} dla pewnego m € N, to

A=A+ + A,

teT

DowOD. Oznaczmy przez B podzbidr wszystkich mozliwych sum postaci a; +

...+ ay, gdzie a; € Ay, dlai = 1,...,n oraz ty,...,t, sa parami réznymi
elementami ze zbioru T'. Z okreslenia podgrupy Z A; mamy od razu, ze B C
teT

Z Ay. Ponadto A; C B dla dowolnego t € T'. Wezmy dowolne a,b € B. Wtedy
teT

istnieja skoniczone podzbiory Ty = {t1,...,t,} 1 Tb = {s1,...,8,} zbioru T
takie, ze a € Ay, + ...+ Ay, 1b € Ay + ...+ A,,. Niech Ty = Ty U T5.
Wtedy Tp jest skoniczonym podzbiorem T' oraz Ty = {r1,..., 7y} dla pewnych
parami réznych elementéw ry,...,r, € T. Stad a,b € A,, + ...+ A, ,, wiec
a—be A, +...+A, AleA, +...+A,, C B, wicca—b e B. Zatem B jest
podgrupa grupy A zawierajaca podzbior U,er A;. Ale Z Ay jest najmniejsza

teT
podgrupa grupy A zawierajaca U,er As, wiec Z A; C B i ostatecznie Z A =
teT teT

B. Konczy to dowdd naszego stwierdzenia.

Zadanie (1). Niech A i B beda podgrupami grupy addytywnej pierscienia R.

58
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Udowodnij, ze wtedy A- B =Y aB=">_ Ab.
acA beB
Stwierdzenie 9.3. Niech T bedzie zbiorem o co najmniej dwoch elementach
i niech { A her bedzie rodzing podgrup grupy abelowej (A, +,0). Wéwczas na-
stepujgce warunki sg rownowazne:
(i) Asn > Ay = {0} dla dowolnego s € T';

teT\{s}

(i) dla dowolnego niezerowego a € ZAt istnieje doktadnie jeden skon-
teT

czony podzbior Ty = {t1,...,t,} zbioru T i dokladnie jeden zbior {ai, ..., a,}

niezerowych elementow taki, ze a; € Ay, dlai =1,...,n oraza = a1+...+ay,;

(111) dla dowolnego skonczonego podzbioru n-elementowego Ty = {t1, ..., t,}

zbioru T 4 dla dowolnych a; € Ay, i =1,...,n z tego, ze a1 + ...+ a, = 0
wynika a1 = ... = a, = 0.

DowOp. (i) = (i7). Istnienie wynika ze stwierdzenia 9.2. Dla udowodnie-
nia jednoznacznosci wezmy skoriczone podzbiory T7 = {t1,...,t,} 1 Ty =
{s1,...,8m} zbioru T oraz niezerowe elementy a; € Ay, dla ¢ = 1,...,n i
bj € Ay, dla j = 1,...,m takie, ze a; + ... + a, = b1 + ... + by,. Zalézmy,
ze Ty € Ty. Bez zmniejszania ogblnosci rozwazan mozemy zaktadaé, ze wtedy
t1 & Ty. Stad t1 & {ta,...,tn,S1,...,Sm}, Wiec na mocy zalozenia oraz stwier-
dzenia 9.2, a1 € Ay, + ...+ Ay, + A, +... .+ A,  Ale ag = (—ag) + ...+
(—an)+b1+...+bn €A, +...+ A, +As, +...+ A, wiec mamy sprzecz-
noé¢. Zatem T C T,. Analogicznie pokazuje sie, ze Ty C T;. Stad 71 = Ts. Ze
wzgledu na przemiennosé i tacznosé dodawania w grupie A mozemy zaktadac,
zet;=s;dlat=1,...,n. Wtedy dla kazdego i =1,...,n: a; — b; € A;, oraz
a; — bl = (b1 — CL1> + ...+ (bi,1 — CLifl) -+ (bi+1 — ai+1) + ...+ (bn — an), czyli
a;—b; € Ay, + ...+ Ay, + Ay, + ...+ Ay, Z zalozenia i stwierdzenia 9.2
wynika wiec, ze a; — b; = 0, czyli a; = b; dla wszystkich ¢ =1,... n.

(17) = (i17). Zalozmy, ze a; # 0 dlapewnegoi = 1,...,n. Wtedy n > 1 oraz
istnieje j # i, j = 1,...,n takie, ze a; # 0. Ponadto a; = (—ay)+...+(—a;—1)+
(—ait1) + ... + (—ay,). Wykreslajac sposréod —aq, ..., —a;—1, —@iy1,...,—ayp
wszystkie elementy réwne 0 uzyskamy zatem, ze istnieje niepusty podzbiér
{81,y 8m} zbioru {t1,... t;_1,ti11,...,t,} oraz istnieja niezerowe elementy
b € A, dlai = 1,...,m takie, ze a; = by + ... + b,,. Ale zbiory {t;} i
{s1,...,Sm} sa rozlaczne, wiec mamy sprzecznosé¢ z zatozeniem. Oznacza to,
ze a; = 0 dla wszystkich i =1,... n.

(i4i) = (i). Niech a € A, N Y A;. Wtedy ze stwierdzenia 9.2 istnieje

teT\{s}
skoniczony podzbiér n-elementowy {t1,...,t,} zbioru T\ {s} oraz istnieja
elementy a; € A;, dla ¢ =1,...,n takie, ze a = a; + ... + a,. Zatem (—a) +
a; + ...+ a, = 0. Ale elementy s,tq,...,t, s parami rozne, wiec na mocy
zalozenia 0 = —a = a; = ... = a,. Stad A, N Z A, = {0} dla dowolnego
teT\{s}
seT. O
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Definicja 9.4. Méwimy, ze podgrupa B grupy abelowej (A, +,0) jest we-
wnetrzng sumgq prostg rodziny { Ay }er podgrup grupy A i piszemy B = @ Ay,
teT
jezeli B = Z A; i rodzina {A;}ier spelia ktorykolwiek z réwnowaznych wa-
teT
runkow stwierdzenia 9.3.

Uwaga 9.5. Wprost z definicji wewnetrznej sumy prostej wynika, Ze podgrupa
B grupy abelowej (A, +,0) jest wewnetrzng sumq prostg podgrup Ay i Ay grupy
A wtedy i tylko wtedy, gdy B = Ay + As oraz AyN Ag = {0}. Ponadto na mocy
stwierdzenia 9.3 jest to rownowazne temu, ze kazdy element a € B moze bycé
jednoznacznie zapisany w postaci a = ay + as dla pewnych a; € Ay i ay € As.

Uwaga 9.6. Jezeli podgrupa B grupy abelowej (A, +,0) jest wewnetrzng sumg
prostq podgrup Ai,..., A, grupy A, to bedziemy pisali B = A1 & ... ® A,

lub B = @Ai. Podobnie, jesli podgrupa C' grupy A jest wewnetrzng sumg
i=1
prostg podgrup By, B, ... grupy A, to bedziemy pisali C = By ® By ® ... lub

1=1

Zadanie (2). Niech (A,+,0) bedzie grupa abelowa. Udowodnij, ze A; =
{(a,0) : a € A}, Ay = {(0,a) : a € A} oraz Ay = {(a,a) : a € A} sa
podgrupami grupy A X Ai A X A=A ® Ay = A1 ® Ay = Ay @ Ap.

Stwierdzenie 9.7. Jezeli B jest wewnetrzng sumg prostq rodziny {Bi}ier
podgrup grupy abelowej (A, +,0) oraz C jest podgrupg grupy A takq, Ze BNC' =
{0}, to B + C jest wewnetrzng sumg prostq podgrup rodziny {C'} U { B, er.

DowOD. Wprost z zalozenia mamy, ze B+ C' jest sumg algebraiczng podgrup
rodziny {C} U {B;}ier. Wezmy dowolny skoniczony podzbiér n-elementowy
To ={t1,...,t,} (n=0,1,...) zbioru T i dowolne a; € A;,, i =1,...,n oraz
dowolne ¢ € C takie, ze a;+. . .+a,+c = 0. Wtedy ¢ = —(a1+. . .+a,), wiec ze
stwierdzenia 9.2, ¢ € B. Zatem ¢ € BNC = {0}, skad c =0 oraz a1 +. ..+a, =
0. Zatem ze stwierdzenia 9.3, a; = ... = a, = 0. Na mocy stwierdzenia 9.3,
B + C jest wewnetrzna suma prosta podgrup rodziny {C'} U {B;}ier. ]

Stwierdzenie 9.8. Zalozmy, Ze S jest co najmniej dwuelementowym podzbio-

rem zbioru T. Jezeli B jest wewnetrzng sumaq prostq rodziny { By her podgrup

grupy abelowej (A, +,0), to C = Z Bs jest wewnetrzng sumq prostq podgrup
ses

rodziny {Bs}ses. Ponadto dla S #T, B=C & D, gdzie D = Z B;.

teT\S

DowOD. Jest prosta konsekwencja stwierdzen 9.2 1 9.3. O]
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9.2 Wewnetrzne sumy proste ideatéw

Stwierdzenie 9.9. Suma algebraiczna dowolnej rodziny ideatow lewostron-
nych (prawostronnych, obustronnych) pierscienia R jest ideatem lewostronnym
(prawostronnym, obustronnym) tego pierscienia.

DowODp. Niech {A;}ier bedzie rodzing ideatéw lewostronnych (prawostron-
nych) pierscienia R. Woéwczas dla kazdego t € T, A; jest podgrupa grupy
RT. Zatem ) A; jest podgrupa grupy RT. Wezmy dowolne a € Y Ay i do-

teT teT
wolne r € R. Wowczas ze stwierdzenia 9.2 istnieja parami rézne elementy

t1,...,t, € T oraz istniejg a; € Ay, 1 = 1,...,n takie, ze a = a1 + ... + a,.
Stad r-a; € Ay, (a; -7 € Ay,)dlai=1,... ,n,awiecr-a € A, +...+ Ay,
(a-r € Ay +...+Ay,). Zatem ze stwierdzenia 9.2, r-a € > A (a-r € Y Ay).

teT teT

Stad ZAt < R (Z A; <, R). Z tych rozwazan mamy od razu, ze suma al-
teT teT

gebraiczna ideatéow pierscienia R jest ideatem tego pierscienia. O]

Definicja 9.10. Méwimy, ze ideal lewostronny (prawostronny, obustronny)
A pierscienia R jest wewnetrzng sumq prostg rodziny {A; }ier ideatéw lewo-

stronnych (prawostronnych, obustronnych) pierscienia R i piszemy A = @ Ay,
teT
jezeli A = Z A irodzina {A; }er spelia ktorykolwiek z réwnowaznych wa-
teT
runkéw stwierdzenia 9.3.

Definicja 9.11. Element e pierécienia R nazywamy idempotentem, jezeli e =

e2.

Stwierdzenie 9.12. Niech element e bedzie idempotentem pierscienia R.
Wowczas lg(e) <; R oraz Re ®lr(e) = R. Ponadto rg(e) <, R ieR®rg(e) =
R.

DowOD. Z przyktadu 3.13 wynika od razu, ze lg(e) <; R. Wezmy dowolne
a € R. Wtedy a = ae + (a — ae). Ponadto ae € Re oraz a — ae € Ig(e), bo
(a — ae)e = ae — ae* = ae — ae = 0. Zatem R = Re + Ig(e). Wezmy dowolne
r € ReNlg(e). Wtedy = = re dla pewnego r € R oraz 0 = ze = (re)e = re? =
re, skad x = 0. Zatem Re NIg(e) = {0} i ostatecznie R = Re & [g(e). O

Stwierdzenie 9.13. Niech A i B bedqg ideatami lewostronnymi pierscienia R
z jedynkq 1 takimi, ze R = A ® B. Wowczas istniejq idempotenty e, f € R
takie, 2e A= Re, B=Rf,ef =fe=0ie+ f=1.

DowOD. Poniewaz R = A + B, wiec istniejg e € A oraz f € B takie, ze
l=c+ f.Stade=e*+ef,czylief =ec—¢e* € AN B = {0}. Zatem e = ¢?
i ef = 0. Analogicznie pokazuje sie, ze fe = 0i f = f2. Poniewaz e € A
i A<, R, wiec Re C A. Wezmy dowolne a € A. Wtedy a = ae + af, skad
af = a—ae € AN B = {0}. Zatem a = ae € Re i wobec tego A = Re.
Analogicznie pokazujemy, ze B = Rf. O
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Stwierdzenie 9.14. Niech I bedzie ideatem pierscienia R. Jezeli piersScien
posiada jedynke, to istnieje ideal J piersScienia R taki, ze R=1@® J.

DowOD. Niech e € I bedzie jedynkg pierscienia I. Wtedy ae = ea = a dla
wszystkich @ € I. Stad I C Re C I, a wicc I = Re. Ponadto e = €2, wiec ze
stwierdzenia 9.12, Ig(e) <; R oraz I @ lg(e) = R. Pozostaje zatem pokazac,
ze lr(e) <, R. W tym celu wezmy dowolne z € [g(e) i dowolne r € R. Wtedy
xe = 0. Ponadto I <1 R, wiec re € I. Ale e jest jedynka pierscienia I, wiec
re = e(re). Zatem (zr)e = x(re) = zle(re)] = (ze)(re) = 0-re = 0, skad
xr € lg(e). O

Stwierdzenie 9.15. Niech I, J bedg ideatami pierscienia R takimi, ze R =
I®J. Wtedy IJ = JI = {0} oraz R=1 x J.

DowOD. Zauwazmy, ze I.J C INJ = {0}, skad I.J = {0}. Podobnie JI = {0}.
Ponadto z uwagi 9.5 kazdy element a € R mozna jednoznacznie zapisa¢ w
postaci a = ¢ + j dla pewnych ¢« € I, j € J. Wynika stad, ze odwzorowanie
f: IxJ — Rdanewzorem f((i,7)) = i+J jest "na”. Wezmy dowolne iy, iy € T
oraz dowolne ji,jo € J. Wtedy f((i1,j1) + (i2,72)) = f((i1 + i2, 51 + J2)) =
(i + i2) + (1 + J2) = (i + 1) + (12 + J2) = f((ix,51)) + f((i2,)2)) oraz
f((i1, 1) - (i2,J2)) = f((irda, j1j2)) = driz + jrjo. Ale f((i1, 1)) - f((i2, J2)) =
(i1 + j1) - (i + j2) = i1iz + jij2, bo d1ja = Jiie = 0, wiec f((i1, 1) - (i2,72)) =
f((i1,71)) - f((ig, Ja)). Zatem f jest homomorfizmem pierscieni. Niech (i, ) €
Ker f. Wtedy i + j = 0, wiec ze stwierdzenia 9.3, ¢ = j = 0, skad Ker f =
{(0,0)} i ostatecznie f jest izomorfizmem pierscieni. O

Zadanie (3). Niech {A;}ier bedzie rodzina idealéw pierscienia R taka, ze
R = @ A;. Udowodnij, ze wowczas
teT

(a) Ay - A = {0} dla dowolnych t,s € T', t # s;

(b) dla dowolnego t € T' kazdy ideal lewostronny (prawostronny, obustron-
ny) pierécienia A; jest idealem lewostronnym (prawostronnym, obustronnym)
pierécienia R;

(c) pierscienn R jest izomorficzny z zewnetrzna suma prosta rodziny pier-
scieni {A;}ier.

Definicja 9.16. Niech L bedzie idealem lewostronnym (prawostronnym, obu-
stronnym) pierscienia R. Mowimy, ze L jest minimalnym ideatem lewostron-
nym (prawostronnym, obustronnym) pierscienia R, jezeli L # {0} oraz dla
dowolnego niezerowego ideatu lewostronnego (prawostronnego, obustronnego)
M pierscienia R takiego, ze M C L jest M = L.

Stwierdzenie 9.17. Jezeli L jest minimalnym ideatem lewostronnym (pra-
wostronnym,) pierscienia R, to L* = {0} lub L = Re (L = eR) dla pewnego
niezerowego idempotenta e € R.
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DowOD. Zaltézmy, ze L? # {0}. Wtedy istnieje a € L takie, ze La # {0}. Ale
La <; R oraz La C L, wiec z minimalnosci L, L = La. Stad a € La, a wiec
istnieje e € L takie, ze a = ea. Zatem ea = e%a, czyli e — e* € Ig(a) N L. Ale
lr(a) <; R, wigc lgr(a) N L <; R. Ponadto La # {0}, wiec lg(a) N L # L. Z
minimalnosci L wynika wigc, ze [gr(a) N L = {0}, skad ¢ = €. Ale a = ea i
a # 0, wicc e # 0. Ponadto Re C L oraz 0 # e = €2 € Re i Re <; R, wiec z
minimalnosci L, L = Re.

Rozumowanie dla wersji prawostronnej jest podobne. O]

Poniewaz w pierscieniu potpierwszym nie ma niezerowych jednostronnych
ideatow nilpotentnych, wigc mamy stad nastepujacy

Whniosek 9.18. W pierscieniu potpierwszym R kazdy minimalny ideal jedno-
stronny jest generowany przez idempotenta.

Zadanie (4). Niech I bedzie ideatem pierscienia péipierwszego R. Udowodnij,
ze I jest idealem minimalnym pierscienia R wtedy i tylko wtedy, gdy I jest
idempotentnym pierscieniem prostym.



Wyktad 10

Pierscienie artinowskie

10.1 Okreslenie pierscienia artinowskiego

Udowodnimy najpierw bardzo uzyteczny lemat zwany tez prawem modular-
nosci dla podgrup.

Lemat 10.1. Niech A, B, C bedg podgrupami grupy abelowej (G, +,0) takimi,
ze AC C. Wowczas (A+B)NC =A+ (BNQC).

DowOD. Wezmy dowolne z € (A+ B)NC. Wtedy x € Cixz =a+0bdla
pewnych a € A, b€ B.Stad b =x—a € C, gdyzz € Cia € C, bo
ac€ A1ACC. Zatembe BNCiac€ A skad z € A+ (BnNC(C), a wigc
(A+B)NCC A+ (BNQO).

Ponadto AC A+ BiACC,wigc AC(A+B)NCoraz BNC C C'i
BNC C B C A+B,skad BNC C (A+B)NC. Zatem A+(BNC) C (A+B)NC
i ostatecznie (A+B)NC =A+ (BNC). O

Twierdzenie 10.2. Dla dowolnego pierscienia R réwnowazne sqg warunki:
(i) kazdy zstepujacy cigg Ly O Lo O Lz D ... idealéw lewostronnych
pierscienia R stabilizuje sie, tzn. istnieje s € N takie, ze Ly = Lgyq = .. .5
(i1) w kazdej niepustej rodzinie idealow lewostronnych pierscienia R ist-
nieje element minimalny.

DowoOD. (i) = (ii). Zalézmy, ze w pewnej niepustej rodzinie M idealéw
lewostronnych pierscienia R nie istnieje element minimalny. Oznacza to, ze dla
dowolnego K € M istnieje L € M takie, ze K D L. Poniewaz rodzina M jest
niepusta, wiec istnieje M; € M. Zatem istnieje My € M takie, ze M, D M.
Zatézmy, ze dla pewnego n € N mamy juz skonstruowany zstepujacy ciag
My D My D ... D M, idealéw lewostronnych z rodziny M. Wtedy istnieje
M, € M takie, ze M,, D M, . Stad przez indukcje mamy zstepujacy ciag
My D My D M3y D ... elementow z M, ktory nie stabilizuje sie. Sprzecznosc.

(1) = (i). Niech L; D Ly O ... bedzie dowolnym zstepujacym ciagiem
ideatéw lewostronnych pierscienia R. Wowczas w rodzinie M = {Ly, Lo, ...}

64
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istnieje element minimalny L. WeZmy dowolne naturalne n > s. Wtedy L D
L, i L, € M, wiec z minimalnosci Ly, Ly = L,. Zatem ciag L1 D Ly O ...
stabilizuje sie. O]

Wykorzystujac pierscienie z odwréconym mnozeniem i twierdzenie 10.2
otrzymujemy natychmiast nastepujace

Twierdzenie 10.3. Dla dowolnego piersScienia R réwnowazne sq¢ warunksi:
(i) kazdy zstepujgcy cigg P, O Py O Py O ... idealdw prawostronnych
pierscienta R stabilizuje sie, tzn. istnieje s € N takie, ze Py = Psyq1 = ...
(11) w kazdej niepustej rodzinie idealéw prawostronnych pierscienia R ist-
nieje element minimalny.

Definicja 10.4. Kazdy pierécien R spehiajacy ktorykolwiek z rownowaznych
warunkéw (i)-(ii) twierdzenia 10.2 nazywamy lewostronnie artinowskim, zas
kazdy pierscien R spehiajacy ktorykolwiek z réwnowaznych warunkow (i)-(ii)
twierdzenia 10.3 nazywamy prawostronnie artinowskim.

R R
0 Q
rzy Ms(R) jest lewostronnie artinowski, ale nie jest prawostronnie artinowski.
Wiadomo, ze R jest w naturalny sposéb przestrzenia liniowa nad ciatem Q
oraz dimgR = oco. W przestrzeni R istniejg zatem podprzestrzenie liniowe
Vi D VoD V3D ... Ponadto jedli V' jest podprzestrzenig liniows przestrzeni

R, to

Przyktad 10.5. Wykazemy, ze podpierscien R = [ ] pierscienia macie-

jest ideatem prawostronnym pierscienia R. Zatem mamy zste-
. . 0 W 0 Vy 0 Vs

pierscienia R, ktory sie nie stabilizuje. Stad pierscien R nie jest prawostronnie

0V
0 0

D ... ideatéw prawostronnych

. D .. a b 10 a b
artinowski. NlechL<lR1n1ech[0 c] e L. Wtedy[O Ol-lo c €L,
01 a b 00 a b .
[O O].[O C]GL,[O 1]-[0 C_EL,awugc
a b 0cl oo
o8] [0 ]2 e w0

Rozwazmy najpierw przypadek gdy L nie zawiera sie w ideale lewostronnym

. Wtedy ze wzoru (10.1) wynika, ze istnieje niezerowe ¢ € Q takie,

R
C L.
00| < L. Zatem

lub istnieje niezerowe a € R takie, ze l 8 8 1 € L. Ale wtedy

ze l (c) , [ 0 ¢ 1 € L, a stad otrzymujemy, ze [ 0
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[ 0 ] C L, wiec L = R. W ten sposob wykazalismy, ze jezeli L nie zawiera

0 0
sigwllsﬂ(?],toL:RlubLzlg g]
Rozwazmy teraz przypadek L C H§ I([){ . Wezmy dowolne g 8 € L.

Wtedy dla dowolnego r € R, [ r 0 1 : [ a b

eL,sk@dlm rb] c L.

00 00 0 0
Wynika stad, ze L jest podprzestrzeniag dwuwymiarowej przestrzeni liniowej
l Hs IS nad ciatem R, skad dimg L < 2.

Zatézmy, ze pierécien R nie jest lewostronnie artinowski. Wowczas z twier-
dzenia 10.2 istnieje zstepujacy ciag L1 D Lo D L3 D ... ideatéw lewostronnych

C e I R R R R
pierscienia R. Jezeli istnieje s € N takie, ze L, C 0 0 ] ,to L, C 0 0 ]
dla wszystkich n > s i woéwczas 2 > dimg Ls > dimg Lgy; > ..., co prowadzi

) . ) ) . R
do sprzecznosci. Zatem dla wszystkich n € N L,, nie zawiera si¢ w [ L

0 R ]
0 Q
dla kazdego n € N. Ale L; D Ly D ..., wiec mamy sprzeczno$¢. Zatem pier-
Scien R jest lewostronnie artinowski.

7 pierwszej czesci rozumowania wynika zatem, ze L, = R lub L, = [

Zadanie (1). Udowodnij, ze dla dowolnej liczby pierwszej p pierscien Cgoo jest
lewostronnie artinowski.

Zadanie (2). Czy pierécien Z jest artinowski?

Zadanie (3). Opisaé artinowskie dziedziny catkowitosci. Opisaé dziedziny,
ktore sg pierscieniami lewostronnie artinowskimi.

Zadanie (4). Udowodnij, ze kazdy pierécien skoniczony jest lewostronnie ar-
tinowski.

Twierdzenie 10.6. Kazdy obraz homomorficzny pierscienia lewostronnie ar-
tinowskiego jest pierScieniem lewostronnie artinowskim.

DowOD. Niech f: R — S bedzie homomorfizmem pierécienia lewostronnie
artinowskiego R na pierscien S. Niech L1 O Lo O ... bedzie zstepujacym
ciagiem idealow lewostronnych pierécienia S. Wtedy ze stwierdzenia 6.15,
YLy D fYLy) D ... jest zstepujacym ciggiem ideatéw lewostronnych
pierScienia R. Zatem z twierdzenia 10.2 istnieje s € N takie, ze f~1(L,) =
F7Y(Ls) dla wszystkich n > s. Ale f jest "na”, wiec stad L, = L, dla wszyst-
kich n > s i z twierdzenia 10.2 pierécien S jest lewostronnie artinowski. [
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Twierdzenie 10.7. Niech I bedzie idealem pierscienia R. Jezeli pierscienie
I oraz R/I sq lewostronnie artinowskie, to pierscienn R tez jest lewostronnie
artinowsk:.

DowOD. Niech Ly D Ly, D L3 D ... bedzie zstepujacym ciggiem ideatéow
lewostronnych pierscienia R. Wowczas Ly NI O LoNIT O LsNI D ... jest
zstepujacym ciagiem ideatéw lewostronnych pierscienia I oraz (Ly + I1)/I O
(Lo+1)/1 2 (Ls+1)/1 D ... jest zstepujacym ciagiem idealéw lewostronnych
pierécienia R/I. Zatem z twierdzenia 10.2 istnieja r, s € N takie, ze L, N[ =
L, NI dla wszystkich n > r oraz (L,, + I)/I = (Ls + I)/I dla wszystkich
m > s. Stad L,,+1 = Ls+ 1 dla wszystkich m > s. Niech t = r+s. Wtedy dla
wszystkich n > t mamy, ze L,NI = L;NI oraz L,+ 1 = L;+ 1. Z lematu 10.1
uzyskujemy, ze Ly = LiN(L,+1) = L,+(LNI). Zatem L; = L,+(L,NI) = L,
dla wszystkich n > ¢, czyli ciag L1 O Ly O L3y O ... stabilizuje si¢ i na mocy
twierdzenia 10.2 pierécien R jest lewostronnie artinowski. O]

Twierdzenie 10.8. JeZeli pierscienie Ry,..., R, (n > 2) sq lewostronnie
artinowskie, to pierscien Ry X ... X R, tez jest lewostronnie artinowsks.

DowoOD. Indukcja wzgledem n. Zalézmy, ze pierécienie R; i Ry sg lewostron-
nie artinowskie. Wtedy z przyktadu 7.14, Ry x {0} < Ry X R, Ry = Ry x {0}
oraz (R; X Ry)/(Ry x {0}) & R,. Zatem z twierdzenia 10.7 pierscien Ry X Ry
jest lewostronnie artinowski.

Zatozmy, ze teza zachodzi dla pewnego naturalnego n > 2. Niech Ry, ..., R,
R, 1 beda pierscieniami lewostronnie artinowskimi. Wtedy z zatozenia induk-
cyjnego pierscien Ry X ...x R, jest lewostronnie artinowski. Zatem z pierwszej
czedcl dowodu pierdcien (Ry X ... X R,) X R,y1 tez jest lewostronnie artinow-
ski. Ale Ry X ... X R, X Ryy1 = (Ry X ... X R,) X Ry, wiec pierScien
Ry x ... X R, X R, jest lewostronnie artinowski. O

10.2 Polpierwsze pierscienie artinowskie

Lemat 10.9. Niech e, f € R bedqg idempotentami pierscienia R takimi, Ze
fe=0. Wtedy e+ f —ef jest idempotentem i Re + Rf = R(e+ f —ef) oraz
eR+ fR=(e+ f—ef)R.

DoOwWOD. Z przyjetych zalozen, e(e+ f—ef) = e +ef —e*f = e+ef—ef = e,
fletf—ef) = fetf*—fef =0+f—0= foraz (e+f—ef)e =e*+fe—efe =
et+0—0=c¢c, (e+f—ef)f =ef +f*—ef? =ef +f—ef = f. Stad
e,f€Rle+f—ef)ie fe(e+f—ef)R, awiec Re+ Rf C Rle+ f—ef)i
eR+fR C (e+f—ef)R. Ponadtoe, f,ef € Re+Rfie, f,ef € eR+ fR, wiec
e+f—ef € Re+Rfiet+f—ef € eR+fR, czyli Rle+f—ef) C Re+Rfi(e+
f—ef)R C eR+fR. Zatem Re+Rf = R(e+f—ef)ieR+fR = (e+f—ef)R.
Wkoticu, (e+f—ef)? = (et f—eflet(etf—ef)f=[(e+f—ef)elf = et+f—ef,

]

wiec e + f — ef jest idempotentem.
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Twierdzenie 10.10. Kazdy ideal lewostronny (prawostronny) pélpierwsze-
go pierscienia R lewostronnie (prawostronnie) artinowskiego jest generowany
przez idempotenta.

DowOD. Zatézmy, ze tak nie jest. Wowcezas rodzina M wszystkich ideatow
lewostronnych (prawostronnych) pierécienia R, ktére nie sa generowane przez
idempotenta jest niepusta. Z twierdzenia 10.2 (10.3) istnieje w M element
minimalny L. Ale {0} = R-0=0-R 10 = 0% wiec L # {0}. Z twierdzenia
10.2 (10.3) w rodzinie £ wszystkich niezerowych idealow lewostronnych (pra-
wostronnych) pierscienia R zawartych w L istnieje element minimalny A. Z
wniosku 9.18 istnieje idempotent e € L taki, ze A = Re (A = eR). Ponadto
ze stwierdzenia 9.12 A @ lg(e) = R (A® rr(e) = R). Ponadto A C L, wigc z
lematu 10.1, A® (lg(e) NL) =L (A& (rr(e)N L) =L). Ale lg(e)N L <; R
(r(e) N L <, R) i ln(e) N L # {0} (ra(e) 1 L £ {0}), bo L # Re (L # eR),
gdyz L nie jest generowany przez idempotenta oraz e # 0, wiec lg(e) NV L C L
(rr(e) N L C L). Z minimalnoéci L w rodzinie M wynika, ze [gr(e) N L = Rf
(rr(e) N L = fR) dla pewnego idempotenta f. Lecz f € lg(e) (f € rr(e)),
wiec fe =0 (ef =0). Zatem z lematu 109 e+ f —ef (e+ f — fe) jest idem-
potentem oraz L = Re® Rf = R(e+ f—ef) (L=eR® fR= (e+ f — fe)R).
Sprzecznosé. H

Zadanie (5). Udowodnij, ze kazdy ideal lewostronny péipierwszego pierscie-
nia lewostronnie artinowskiego jest pierscieniem idempotentnym.

Definicja 10.11. Idempotent e € R pierScienia R nazywamy centralnym,
jezeli e € Z(R), tzn. ea = ae dla dowolnego a € R.

Twierdzenie 10.12. W pierscieniu zredukowanym kazdy idempotent jest cen-
tralny.

DowéDp. Niech R bedzie pierécieniem zredukowanym oraz niech e = e € R.
WeZmy dowolne r € R. Wtedy e(re — ere) = ere — e?re = ere — ere = 0, skad
(re—ere)? = re(re—ere)—ere(re—ere) = 0—0 = 0. Zatem re —ere = 0, czyli
re = ere dla kazdego r € R. Podobnie (er —ere)e = ere—ere? = ere—ere = 0,
skad (er —ere)? = (er —ere)er — (er —ere)ere = 0—0 = 0, wigc er —ere = 0,
czyli er = ere dla kazdego r € R. Zatem er = ere = re, czyli er = re dla
kazdego r € R, a wiec e € Z(R). O

Twierdzenie 10.13. Kazdy ideal polpierwszego pierscienia R lewostronnie
(prawostronnie) artinowskiego jest generowany przez centralnego idempotenta.

DowOD. Zaldézmy, ze pierScien R jest lewostronnie artinowski i niech I <1 R.
Wtedy z twierdzenia 10.10 istnieje idempotent e € R taki, ze [ = Re. Wezmy
dowolne a € R. Wtedy ea € I. Zatem ea = be dla pewnego b € R, skad
eae = be* = be = ea, czyli ea = eae. Stad e(ea—ae) = e*a—eae = ea—ea = 0.
Zatem ea —ae € I Nrr(I). Ale INrgr(I) < R i [I Nrr(I))* = {0}, wiec z
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pétpierwszosci R, I Nrg(l) = {0}. Stad ea — ae = 0, czyli ae = ea i e jest
centralnym idempotentem.
Rozumowanie dla wersji prawostronnej przebiega analogicznie. O]

Twierdzenie 10.14. KaZdy pélpierwszy pierscien R lewostronnie (prawo-
stronnie) artinowski posiada jedynke.

DowOD. 7 twierdzenia 10.13 istnieje centralny idempotent e € R taki, ze
R = Re. Wezmy dowolne a € R. Wtedy a = be dla pewnego b € R, skad
ae = be? = be = a oraz ea = ae, bo e € Z(R). Zatem ae = ea = a dla kazdego
a € R, czyli e jest jedynka pierscienia R. O

Zadanie (6). Niech R bedzie pélpierwszym pierscieniem lewostronnie arti-
nowskim. Udowodnij, ze jezeli I < R oraz J <1, to J < R.

Twierdzenie 10.15. Kazdy pierwszy pierscien R lewostronnie (prawostron-
nie) artinowski jest pierscieniem prostym z jedynkq.

DowOD. 7 zalozenia wynika, ze pierscien R jest polpierwszy. Zatem z twier-
dzenia 10.14 R ma jedynke. Niech I < R, I # {0}. Wtedy z twierdzenia 10.13
istnieje centralny idempotent e € I taki, ze I = Re. Stad e jest jedynka pier-
Scienia I. Zatem ze stwierdzenia 9.14 istnieje J < R taki, ze I & J = R. Stad
IJ = {0}, wiec z pierwszosci R, J = {0} i wobec tego I = R. Zatem pierscien
R jest prosty. O]

Zadanie (7). Udowodnij, ze dla dowolnego ciala K i dla dowolnego n € N
pierécien M, (K) jest lewostronnie artinowski.

Stwierdzenie 10.16. Niech I bedzie niezerowym ideatem polpierwszego pier-
scienta R lewostronnie artinowskiego. Jezeli L <; I, to L <; R. W szczegol-
nosci 1 jest polpierwszym pierscieniem lewostronnie artinowskim.

DowOD. Z twierdzenia 5.20 I jest pierscieniem pdlpierwszym. Natomiast z
twierdzenia 10.13 istnieje centralny idempotent e € I taki, ze I = Re. Stad e
jest jedynka pierscienia I. Ze stwierdzenia 9.14 istnieje J<1 R taki, ze [®J = R.
Poniewaz JI C I NJ = {0}, wiec JI = {0}. Wezmy dowolne r € R, a € L.
Wtedy istniejg i € I, j € J takie, ze r = i + j. Stad ja € JI = {0}, czyli
ra =1a € L. Zatem L <; R. 7Z twierdzenia 10.2 wynika zatem, ze pierscien [
jest lewostronnie artinowski. [

Twierdzenie 10.17. Kazdy niezerowy ideal polpierwszego pierscienia R le-
wostronnie (prawostronnie) artinowskiego jest skoriczong sumq prostq ideatéw
pierScienia R, ktore sq pierscieniami prostymi.

DowOD. Zalézmy, ze tak nie jest. Wtedy rodzina M wszystkich niezerowych
ideatéw pierscienia R, ktére nie sa skonczona suma prosta ideatéw pierscienia
R bedacych pierscieniami prostymi, jest niepusta. Zatem z twierdzenia 10.2
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istnieje w M element minimalny I. Z zatozenia I nie jest pierscieniem prostym.
Ponadto ze stwierdzenia 10.16 I jest potpierwszym pierscieniem lewostronnie
artinowskim. 7Z twierdzenia 10.2 istnieje pierscien prosty J bedacy ideatem
pierécienia I. Z zadania 6, J <t R. Z twierdzenia 10.13 ideal J jest generowany
przez idempotenta, ktory jest jedynka pierscienia J. Ze stwierdzenia 9.14 [ =
J @ K dla pewnego K < I. Ale z zadania 6, K < R. Ponadto K # {0}, bo I
nie jest pierscieniem prostym. Stad K C I, wiec z minimalnosci I w rodzinie
M mamy, ze K ¢ M. Zatem K = I, @ ... ® I, dla pewnych niezerowych
ideatéw Iy,..., I, pierscienia R, ktére sa pierscieniami prostymi. Stad I =
JO L &...P I i mamy sprzecznosc. O

Twierdzenie 10.18. Kazdy niezerowy ideatl lewostronny potpierwszego pier-
scienta R lewostronnie artinowskiego jest sumgq prostg skonczonej liczby mini-
malnych ideatow lewostronnych pierscienia R.

DowOD. Zalézmy, ze tak nie jest. Wtedy rodzina M wszystkich niezerowych
ideatéw lewostronnych pierscienia R, ktore nie sg skoniczona sumg prosta mini-
malnych ideatéw lewostronnych pierscienia R, jest niepusta. Zatem z twierdze-
nia 10.2 istnieje w M element minimalny I. Z zalozenia [ nie jest minimalnym
ideatem lewostronnym pierscienia R. Ponadto z twierdzenia 10.10 I = Re dla
pewnego idempotenta e € R. Z twierdzenia 10.2 istnieje minimalny ideat lewo-
stronny J pierécienia R zawarty w I. Z twierdzenia 10.10 J = Rf dla pewnego
idempotenta f € I. Ze stwierdzenia 9.12 R = J @& K dla pewnego K <; R.
Zatem z lematu 10.1, I = J @ (I N K). Ponadto I N K # {0}, bo I nie jest
minimalny. Stad / N K C I, wiec z minimalno$ci I w rodzinie M mamy, ze
INK g M. Zatem INK =1, @& ... ® I, dla pewnych minimalnych idealéw
lewostronnych Iy, ..., I pierscienia R. Stad [ = J & I, & ... ® I, i mamy
Sprzecznose. n

Twierdzenie 10.19. Pierscienn potpierwszy R jest lewostronnie artinowsk:
wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest skonczong sumq prostq ideatow Iy, . . ., Iy bedgcych
prostyma pierscientami lewostronnie artinowskimi z jedynkq.

DowOD. Zalézmy, ze R jest lewostronnie artinowski. Wtedy z twierdzenia
10.17 R jest skoniczong sumg prostg ideatéow Iy, ..., Iy bedacych pierscieniami
prostymi. Ze stwierdzenia 10.16 kazdy z pierscieni [y, ..., I jest lewostronnie
artinowski. Ponadto z twierdzenia 10.14 kazde I ma jedynke dla k =1,...,s.

Na odwrét, zatdézmy, ze pierscien potpierwszy R jest skoniczong sumg prosta
ideatow I, ..., I, z ktorych kazdy jest pierscieniem lewostronnie artinowskim.
7 zadania 3 z rozdziatu 9 wynika zatem, ze R = I} X ... x I,. Ale z twierdzenia
10.8 pierscien I; X ... x I, jest lewostronnie artinowski, wigc pierscien R tez
jest lewostronnie artinowski. O]



Wyktad 11

Struktura artinowskich
pierscieni polpierwszych

11.1 Jednostronne ideaty artinowskie

Twierdzenie 11.1. Niech e bedzie idempotentem pierScienia polpierwszego
R. Wowczas nastepujgce warunki sq¢ rownowazne:

(i) Re jest minimalnym ideatem lewostronnym pierscienia R,

(ii) eRe jest pierscieniem z dzieleniem,

(i1i) eR jest minimalnym ideatem prawostronnym pierscienia R.

DowOD. (i) = (ii). Z zalozenia wynika, ze e # 0. Ponadto e = €2, wiec

e2 =¢e*ie= ¢ € eRe, skad eRe # {0} i e jest jedynka pierscienia eRe.
Wezmy dowolne a € R takie, ze eae # 0. Wtedy eae = e%ae € Reae, wicc

Reae # {0}. Ale Reae <; Ri Reae C Re, wiec z minimalnosci Re, Reae = Re.

Istnieje zatem b € R takie, ze ¢ = e* = beae, czyli ¢ = e* = cbeae =
(ebe)(eae). Stad ebe # 0 i istnieje € R taki, ze (exe)(ebe) = e. Zatem
exe = (exe)e = (exe)[(ebe)(eae)] = [(exe)(ebe)|(eae) = e(eae) = eae, czyli

(eae)(ebe) = (ebe)(eae) = e, a wiec eae € (eRe)* i eRe jest pierécieniem z
dzieleniem.

(i) = (i). Z zalozenia wynika, ze eRe # {0}, wiec e # 0. Ale e = €2 € Re,
wiec Re # {0}. Wezmy dowolny niezerowy ideal lewostronny L pierScienia R
zawarty w Re i wybierzmy a € R takie, ze 0 # ae € L. Poniewaz pierscien R
jest pélpierwszy, wiec ae Rae # {0}. Zatem istnieje b € R takie, ze aebae # 0,
skad ebae # 0. Ale eRe jest pierécieniem z dzieleniem, wigc istnieje ¢ € R
takie, ze (ece)(ebae) = e. Stad e € L i wobec tego Re C L. Ale L C Re, wigc
L = Re i wobec tego Re jest minimalnym ideatem lewostronnym pierécienia
R.

(ii1) = (i1). Z zalozenia wynika, ze e # 0. Ponadto e = €%, wiec €? = ¢
ie=e> € eRe, skad eRe # {0} i e jest jedynka pierécienia eRe. Wezmy
dowolne a € R takie, ze eae # 0. Wtedy eae = eae? € eaeR, wiec eaeR #
{0}. Ale eaeR <, R i eaeR C eR, wiec z minimalnosci eR, eaeR = eR.

3
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Istnieje zatem b € R takie, ze ¢ = e* = eaeb, czyli e = €* = ecacbe =
(eae)(ebe). Stad ebe # 0 i istnieje x € R taki, ze (ebe)(exe) = e. Zatem
ere = e(exe) = [(eae)(ebe)|(exe) = (eae)|(ebe)(exe)] = (eae)e = eae, czyli

(eae)(ebe) = (ebe)(eae) = e, a wiec eae € (eRe)* i eRe jest pierscieniem z
dzieleniem.

(ii) = (i4i). Z zalozenia wynika, ze eRe # {0}, wiece # 0. Alee = €2 € eR,
wiec eR # {0}. WeZzmy dowolny niezerowy ideal prawostronny P pierscienia R
zawarty w eR i wybierzmy a € R takie, ze 0 # ea € P. Poniewaz pierscien R
jest polpierwszy, wiec eaRea # {0}. Zatem istnieje b € R takie, ze eabea # 0,
skad eabe # 0. Ale eRe jest pierécieniem z dzieleniem, wiec istnieje ¢ € R
takie, ze (eabe)(ece) = e. Stad e € P i wobec tego eR C P. Ale P C eR, wiec
P = eR i wobec tego eR jest minimalnym ideatem prawostronnym pierscienia
R. O

Definicja 11.2. Lewostronnym (prawostronnym) ideatem artinowskim pier-
Scienia R nazywamy kazdy taki ideal lewostrony (prawostronny) A C R, ze
dowolny zstepujacy ciag A O A; D Ay D ... idealéw lewostronnych (prawo-
stronnych) pierscienia R stabilizuje sie.

Przyktad 11.3. Kazdy minimalny ideal lewostronny (prawostronny) pier-
Scienia R jest lewostronnym (prawostronnym) ideatem artinowskim tego pier-
Scienia.

Lemat 11.4. Jezeli A i B sq lewostronnymi (prawostronnymi) ideatami ar-
tinowskimi pierscienia R, to A + B tez jest lewostronnym (prawostronym)
ideatem artinowskim tego pierscienia.

DowoOD. Niech C bedzie ideatem lewostronnym (prawostronnym) pierscienia
R zawartym w A+ B. Okre$lamy C' = {b € B : a+b € C dla pewnego a € A}.
Wtedy 0 € C'", bo0 € A, 0€ Bi0+4+0 =0 € C. Wezmy dowolne r € R,
c1,02 € C'. Wtedy c¢1,co € B oraz istniejg ai,as € A takie, ze a; +¢; € C' i
as+co € C. Stad (a3 —az) + (c1 — o) = (a1 +¢1) — (ag + ¢2) € C, a poniewaz
a; —ay € Aic —cy € Bywiec ¢p — g € C'. Ponadto ra; € A (ayr € A),
rey € B (ir € B), rag +re; =r(ay+¢1) € C (agr +er = (a1 + ¢q)r € O),
wiec rep € C' (er € ). Zatem C" <; R (C" <, R). Teraz pokazemy, ze
C'"+ A=C+ A Wezmy dowolne z € C', a € A. Wtedy = € B i istnieje
a; € Atakie, ze x+a; € C. Alez4a = (z+a1)+ (a—ay), wiec x+a € C+ A.
Zatem C'+ A C C + A. Wezmy dowolne y € C,a € A. Wtedy y € A + B,
wiec istnieja a; € A oraz b € B takie, ze y = a; + b. Stad b € C’ oraz
y+a = b+(a1+a) € C'+A. Zatem C+A C C'+Aiostatecznie C'+A = C+A.

Wezmy teraz dowolny zstepujacy ciag A+ B O C; 2 Cy D ... ideatéow
lewostronnych (prawostronnych) pierécienia R. Wtedy C] D C) D ... jest
zstepujacym ciagiem idealow lewostronnych (prawostronnych) pierécienia R
zawartych w B. Zatem istnieje s € N takie, ze C, = C!, dla wszystkich n > s.
Stad Cs + A = C,, + A dla wszystkich n > s.
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Ponadto C1NA D CoNA D ... jest zstepujacym ciggiem idealéw lewostron-
nych (prawostronnych) pierscienia R zawartych w A, wiec istnieje r € N takie,
ze C.NA = C,NA dla wszystkich n > r. Niech t = r+s. Wtedy dla wszystkich
n > t mamy, ze C;+A = C,+Ai1C:NA = C,NA. Zlematu 10.1 dla wszystkich
n >t Cy=CiN(Ci+A) = CinN(Cr+A) = C,+(CiNA) = Cp+(CNA) = C,.
Zatem ciag C; 2O Cy D ... stabilizuje sie i A+ B jest lewostronnym (prawo-
stronnym) idealem artinowskim pierscienia R. [

7 lematu 11.4 przez prosta indukcje mamy nastepujace

Stwierdzenie 11.5. Suma algebraiczna skonczonej liczby lewostronnych (pra-
wostronnych) ideatow artinowskich pierscienia R jest lewostronnym (prawo-
stronnym) idealem artinowskim tego pierscienia.

Twierdzenie 11.6. Dla pierscienia polpierwszego R nastepujgce warunki sg
rownowazne:

(i) R jest pierScieniem lewostronnie (prawostronnie) artinowskim,

(ii) R jest sumq prostq skoticzonej liczby minimalnych ideatow lewostron-
nych (prawostronnych),

(11i) R jest sumgq algebraiczng skoticzonej liczby minimalnych ideatéw le-
wostronnych (prawostronnych,).

Dowop. Implikacja (i) = (i7) wynika od razu z twierdzenia 10.18. Implika-
cja (ii) = (4i7) jest oczywista. Dla dowodu implikacji (#i7) = (i), niech R be-
dzie sumg algebraiczna minimalnych ideatéw lewostronnych (prawostronnych)
Aq, ..., A,. Poniewaz kazdy z tych idealéw jest lewostronnie (prawostronnie)
artinowski, wiec ze stwierdzenia 11.5 R jest lewostronnym (prawostronnym)
ideatem artinowskim, a wiec z twierdzenia 10.2 (10.3) R jest pierscieniem le-
wostronnie (prawostronnie) artinowskim. O

Przyktad 11.7. Pokazemy, ze dla dowolnego pierécienia z dzieleniem D i dla
dowolnego n € N pierdcien macierzy R = M,,(D) jest lewostronnie artinowski.
Dla:=1,...,n E; jest idempotentem pierscienia R oraz E;RE;; = DE; =
D, czyli E;; RE;; jest pierscieniem z dzieleniem. Zatem z twierdzenia 11.1 RE;
jest minimalnym ideatem lewostronnym pierscienia R dla kazdegoi = 1,...,n.
Ponadto, jak tatwo zauwazy¢, R = (RE11) @ ... ® (RE,,) i jak wiemy, R jest
pierscieniem prostym z jedynka. Zatem R jest pierScieniem pierwszym i z
twierdzenia 11.6 pierscien R jest lewostronnie artinowski.

Twierdzenie 11.8. Dla pierscienia polpierwszego R nastepujgce warunki sg
rownowazne:

(i) R jest lewostronnie artinowski,

(11) R ma jedynke i istniejq idempotenty eq, ..., e, € R takie, Ze e; + ...+
en =1, e;e; = 0 dla wszystkich @ # j oraz e;Re; jest pierscieniem z dzieleniem
dla1=1,...,n,

(i1i) R jest prawostronnie artinowski.
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DowOD. (i) = (i). Z twierdzenia 10.18 istnieja minimalne idealy lewostron-
ne Ly,...,L, takie, ze R=L; & ...® L,. Ponadto z twierdzenia 10.14 R po-
siada jedynke. Zatem istniejae; € L; dlat =1,...,n takie,ze 1 = e;+...+e,.
WeZzmy dowolne x € L;, i = 1,....,n. Wtedy 2 = -1 = z(eg + ... +
Tn) = xe; + ...+ xe; + ...+ xe, oraz ve; € L; dla j = 1,...,n. Zatem
0=uze1+...+(ve; —x)+...+xe, i ze stwierdzenia 9.3, xe; = 0 dla wszystkich
j # i oraz x = we;. W szczegblnosci e; = e? oraz L; = Re; dlat=1,...,n.
Ponadto mamy stad, ze eje; = 0 dla wszystkich ¢ # j. Z twierdzenia 11.1
wynika, ze e; Re; jest pierscieniem z dzieleniem dla i =1,... n.

(17) = (i). Z twierdzenia 11.1 Re; jest minimalnym ideatem lewostronnym.
Wezmy dowolne a € R. Wtedy a =a-1=a(e;+...+e,) =ae;+...+ae, €
Rei + ...+ Re,. Zatem R = Re; + ...+ Re, i z twierdzenia 11.6 pierscien R
jest lewostronnie artinowski.

(24i) = (ii). Z twierdzenia 10.18 istnieja minimalne idealy prawostronne
Py, ..., P, takie, ze R= P, &...® P,. Ponadto z twierdzenia 10.14 R posiada
jedynke. Zatem istniejg e; € P; dla¢ = 1,...,n takie, ze 1 = e; + ...+ €,.
WeZzmy dowolne x € P, i =1,...,n. Wtedy x =1 -2 = (e1 + ... + z,)x =
er +...+exr+ ... +exoraz ejr € Pydlaj=1,...,n Zatem 0 = e;z +
..+ (ejxr —x) + ... + e,z 1 ze stwierdzenia 9.3 ejx = 0 dla wszystkich j # ¢

oraz = e;x. W szczegblnosci e; = €? oraz P; = ¢;R dlai = 1,...,n. Ponadto
mamy stad, ze eje; = 0 dla wszystkich ¢ # j. Z twierdzenia 11.1 wynika, ze
e; Re; jest pierscieniem z dzieleniem dla ¢ =1,...,n.

(i1) = (i17). Z twierdzenia 11.1 ¢;R jest minimalnym idealem prawo-
stronnym. Wezmy dowolne a € R. Wtedy a = 1-a = (e + ... + e,)a =
eia+...+e,a€etR+...+e,R. Zatem R=e; R+ ...+ e,R 1z twierdzenia
11.6 pierscien R jest prawostronnie artinowski. n

11.2 Twierdzenie Wedderburna-Artina

Lemat 11.9. Niech R bedzie pierscieniem z jedynkq posiadajgcym idempo-
tenty ey, ..., e, takie, Ze ey + ...+ e, = 1 oraz e;e; = 0 dla wszystkich © # j.
Wowczas: . .
(i) R = @ (e;Re;)™, przy czym dla kazdego a € R: a = Z e;ae;,
i,j=1 i,j=1
(i1) odwzorowanie ¢: R — M,(R) dane wzorem p(a) = [e;ae;]
zanurzeniem pierscient i p(R) = [e; Rej]

jest

ij=1,..n

ij=1,..n"
DowoOD. (i). Wezmy dowolne a € R. Wtedy a = 1-a-1 = (e1+...+e,)ale; +
ctey) = Z e;aej, skad RT = Z (e;Re;)". Wezmy dowolne a;; € R, i,j =

i,j=1 i,j=1

n
1,...,n takie, ze Z eja;je; = 0. Poniewaz ey, ..., e, sa idempotentami oraz
ij=1
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n
e;e; = 0 dla wszystkich ¢ # j, wiec 0 = ey, (Z eiaijej) e = e2ayel = epape;

1,j=1
n

dla wszystkich k,l = 1,...,n. Zatem ze stwierdzenia 9.3 R = @B (e;Re;)™.

ij=1
n

(i1). Wezmy dowolne a,b € R. Wtedy na mocy (i), a = Y _ e;ae; oraz

ij=1
b = > ebej. Zatem a+b = D e(a+b)e; i wobee tego p(a + b) =
i,j=1 t,y=1
lei(a + b)ej]z‘,jzl,...,n = [eia’ej]i,jzl,...,n + [eibej]aj:lwn = ¢(a) + ¢(b). Stad oraz
z (i) mamy, ze ¢ jest zanurzeniem grup addytywnych. Ponadto ey, ..., e, sa
idempotentami oraz e;e; = 0 dla Wszystklch 1 # 7, ngc na mocy ( ) dla
dowolnych 4,5 = 1,...,n Z eaey, be; = Z erbe; oraz e;abe; =
k=1

> ejaeibe;. Z (i) mamy, ze ab = Y e;abe;, wiec p(ab) = [esabej], ;.- Stad

k=1 1,j=1
n

[a)-¢(0)ly = 3 [p@lule(Dlhy = 3 (ciaes)exbes) = eaabe; = [p(ab) o

—1
wszystkich i, j = 1,...,n. Zatem @(ab) ©(a)-p(b) 1 ¢ jest zanurzeniem pier-

Scieni. Wprost z okreslema ¢ otrzymujemy, ze ¢(R) C [e;Re;]; ., . Wezmy

teraz dowolne a;; € R, i,7 = 1,...,n iniech a = Z e;a;;e;. Wtedy na mocy
ij=1

(1) oraz stwierdzenia 9.3, e;a;je; = e;ae; dla wszystkich i,j = 1,...,n, skad

pla) = [esaijes); iy - Zatem o(R) = [e;Rejl; ) . O

Lemat 11.10. Nzech e, f bedg idempotentami pierscienia pierwszego R taki-
mi, ze Re © Rf sqg minimalnymi ideatami lewostronnymi . Wowczas istniejg
niezerowe a € eRf i b € fRe takie, Ze ab=¢ 1 ba = f.

DowOD. Z zatozenia mamy, ze Re # {0} i Rf # {0}, wiece #01 f # 0. Ale
pierscien R jest pierwszy, wiec eRf # {0}. Istnieje zatem niezerowe a € eRf.
Wtedy a = ea = af, wiec Ra C Rf i a € Ra, skad Ra # {0} i z minimalnosci
Rf, Ra = Rf. Zatem istnieje x € R takie, ze za = f. Stad (fze)a = f, wiec
ba = fdlab= fre € fRe, przy czym b = fb = be oraz b # 0. Zatem ab € eRe
i aba = a(ba) = af = a, skad ab # 0 i (ab)* = (aba)b = ab. Ale z twierdzenia
11.1 eRe jest piericieniem z dzieleniem i ab # 0 oraz ab = (ab)?, wigc ab jest
jedynka pierscienia eRe, czyli ab = e. [

Twierdzenie 11.11. Pierwszy pierscien R jest lewostronnie artinowsk: wtedy
1 tylko wtedy, gdy istnieje pierscien z dzieleniem D in € N takie, ze R =
M, (D).

DowOD. Z przykladu 11.7 wynika, ze dla dowolnego pierécienia z dzieleniem
D i dla dowolnego n € N pierscienr M,,(D) jest pierwszy i lewostronnie arti-
nowski.
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Na odwrét. Niech R bedzie pierwszym pierscieniem lewostronnie artinow-
skim. Na mocy twierdzenia 11.8 R jest pierscieniem z jedynka i istnieja idem-
potenty e; =e,...,e, € R takie, ze e; + ... +¢e, = 1, ¢;e; = 0 dla wszystkich
i # j oraz e;Re; jest pierscieniem z dzieleniem dla i = 1,...,n. Z twierdzenia
11.1, Re; jest minimalnym ideatem lewostronnym dla ¢ = 1,...,n. Z lematu
11.10 istnieja zatem a; € eRe; oraz b; € e; Re takie, ze a;b; = e oraz b;a; = e;
dla wszystkich i =1,...,n

Dla dowolnych 4,5 = 1,...,n rozwazmy przeksztalcenia o;;: eRe — e;Re;
oraz (3;;: e;Re; — eRe dane wzorami:

a;j(z) = biza; oraz [((y) = a;yb;.

Jest jasne, ze a1 B s homomorfizmami grup addytywnych. Ponadto dla do-
wolnego = € eRe: (§;j 0 ayj)(x) = Bij(biza;) = a;bjxa;b; = exe = x oraz dla
dowolnego y € e;Re;: (uj o Bi)(y) = auj(ayb;) = biaiybja; = eye; = y.
Zatem przeksztalcenia o;; 1 3;; sa wzajemnie odwrotne i wobec tego a;; jest
izomorfizmem grup addytywnych dla dowolnych 7,57 = 1,...,n. W szczegdl-
nosci

b;Ra; = e;Re; dla dowolnychi,j =1,...,n. (11.1)

Oznaczmy teraz D = eRe i rozwazmy odwzorowanie y: M, (D) — M,(R)
dane wzorem:
V([@islij=1,..n) = [biTijas]ij=1,..n- (11.2)
Ze wzoréw (11.1) i (11.2) wynika, ze v(M, (D)) = le:Re;]; ;_, - Ponadtoz
wlasnosci przeksztalcen a;; mamy, ze przeksztatcenie v jest réznowartosciowe.
Jest jasne, ze v jest homomorfizmem grup addytywnych. Na mocy lematu
11.9 wystarczy zatem wykazaé, ze (A - B) = v(A) - v(B) dla dowolnych
A, B € M,(D). Wezmy dowolne i,j = 1,...,n. Wtedy ze wzoru (11.2):

(A B)ly = blA - Blya; = b (Z Bl ) 0y = Y0 {AlulBhos oro
D) 3Bl = 3 BALOBIs = 3 bl Bl Ale agb = e
oraz [Alik, [Blkj € eée, wiec [A]Zkakbk[ 1k = [Alix[Blg; dla b =1,...,n, skad
V(A) - By = D bilAli[Blijay, czyli [v(A - B)ly = [v(A) - v(B)]y; dla
wszystkich i, j = l,k.z.l. ,n. Zatem v(A - B) = v(A) - y(B). O

Twierdzenie 11.12 (Wedderburna-Artina). Pierscieri pélpierwszy R jest le-
wostronnie artinowsk: wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg pierscienie z dzieleniem
Dy, ...,Dg oraz ny,...,ns € N takie, ze R = M,,(Dy) X ... X M, (Ds).

DowOD. Implikacja < wynika od razu z zadania 14 z rozdziatu 5, z twier-
dzenia 10.8 i z przyktadu 11.7.

Dla dowodu implikacji = zauwazmy, ze na mocy twierdzenia 10.19, istnie-
ja ideaty I,..., I pierScienia R bedace prostymi pierécieniami lewostronnie
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artinowskimi i takie, ze R = I; & ... ® I,. Ponadto z twierdzenia 10.13 pier-

Scien [ ma jedynke dla k = 1,...,s. Zatem [ jest pierScieniem pierwszym
dla kazdego k = 1,...,s. Z zadania 3 z rozdzialu 9, R = I x ... x I,. Ponadto
z twierdzenia 11.11 dla kazdego k = 1, ..., s istnieja: ny € N oraz pierscien z

dzieleniem Dy, takie, ze I}, = M, (Dy). Stad R = M, (Dy)x...xM, (Dy). O



Wyktad 12

Skonczone pierscienie z
dzieleniem

12.1 Wielomiany podziatu kota

Definicja 12.1. n-tym wielomianem podzialu kota nazywany unormo-
wany wielomian F,, € Clz|, najnizszego stopnia, ktérego pierwiastkami sa
wszystkie zespolone pierwiastki pierwotne stopnia n z jedynki.

Przyktad 12.2. Wprost z definicji mamy, ze:

Fi=2—-1 F=x+1 y=x*+z+1.

Dlan > 3:
Fo=(@—-—w) (z—w) ... (. —wn),
gdzie m = ¢(n), zas wy,ws, ..., w, sa pierwiastkami pierwotnymi z jedynki
stopnia n, tzn.
T .. 2km
W = CO8S —— +181In —,
n n

dlak=0,1,...,n—1, (k,n) = 1.
W szczegélnosci st(F,) = p(n).

Fakt 12.3. Jezeli w jest pierwiastkiem pierwotnym z jedynki stopnia n > 3,
to 1,w,w?, ... ,w" ! sqg wszystkimi pierwiastkami n-tego stopnia z jedynki. Po-
nadto {wk ck=0,1,...,n—1,(k,n) = 1} jest zbiorem wszystkich pierwiast-
kow pierwotnych z jedynki stopnia n.

Fakt 12.4. w € C jest pierwiastkiem pierwotnym z jedynki stopnia n > 3 <
ot =1 oraz w* £ 1 dlak=1,2,...n— 1] (tzn. o(w) =n w grupie C*).

Fakt 12.5. Dla kazdego n € N jezeli w jest pierwiastkiem n-tego stopnia z
jedynki, to w jest pierwiastkiem pierwotnym z jedynki stopnia m € N dla
pewnego m dzielgeego n.

78
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DowoOD. Rzeczywiscie, w = cos =& 2’” 44 sin =F 2’” dla pewnego £k =0,1,...,n—1.

Niech d = (k,n). Wtedy istnieja n1 e N, kl € Ny wzglednie pierwsze i takie
zek=d-ki,n=d-ny. Zatem w = cos Q‘Cilfll” + 4 8in 23121” 2]“1” +14sin 2’“”

(k1,n1) = 1, wiec w jest pierwiastkiem pierwotnym z Jedynkl stopnia nq i1y |n

— COS

Wystarczy zatem przyja¢ m = n;. n
Stwierdzenie 12.6. Dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi wzor
" —1= H Fd.
deN
d|n

DowOD. Poniewaz wielomiany Fj; sg unormowane i majg wszystkie pierwiast-
ki jednokrotne oraz dla k # [ z faktu 12.4 wielomiany F} i F; nie maja wspol-
nych pierwiastkow, wiec wielomian H F; tez jest unormowany i ma pierwiastki
dn
jednokrotne. Wystarczy zatem pokazac, ze wielomiany ™ —1 i H F;maja ta-
din

kie same zbiory pierwiastkow.

Jezeli w jest pierwiastkiem wielomianu HFd, to istnieje d|n takie, ze

dn

Fy(w) = 0, stad w? = 1in = d-k dla pewnego k € N, wiec (w))* = 1,
stad w™ = 1, czyli w jest pierwiastkiem wielomianu x™ — 1.

Na odwrdt, niech w bedzie pierwiastkiem wielomianu 2" —1. Wtedy w™ = 1.
Stad z faktu 12.5 istnieje d|n takie, ze w jest pierwiastkiem pierwotnym z
jedynki stopnia d, czyli Fy(w) = 0. Zatem w jest pierwiastkiem wielomianu

11 Fa m
din
Whniosek 12.7. Dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi wzér (Euler):

n=">y o(d)

Stwierdzenie 12.8. Dla kazdego naturalnego n wszystkie wspotczynniki n-
tego wielomianu podziatu kota sq liczbami calkowitymi, czyli F,, € Z[x].

DowoOD. Indukcja wzgledem n.

Dla n =1 mamy, ze F; =z — 1 € Z|x].

Niech n > 1 bedzie taka liczba naturalna, ze F), € Z[x] dla wszystkich
liczb naturalnych k < n. Pokazemy, ze wtedy F,, € Z[x| co zakonczy dowdd.
Ze stwierdzenia 12.6 mamy, ze

d|n d|n
d<n
Ponadto z zalozenia indukcyjnego wielomian F = [[ Fy € Z[z] oraz F jest

din
d<n
unormowany. Zatem

"_1=F, F (12.1)
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Z twierdzenia o dzieleniu z reszta w Z[x] mamy, ze istnieja wielomiany @, R €
Z[z] takie, ze

" —1=Q -F+R; st(R) < st(F). (12.2)

Z (12.1) i (12.2) na podstawie twierdzenia o dzieleniu z reszta w Clx] mamy:
F,=Q,0=R, skad F, € Z[z]. ]
Przyktad 12.9. Dla dowolnej liczby pierwszej p zachodzi wzoér:

P —1

rz—1

F, = =P P2 b+ 1.

p

Rzeczywiscie, ze stwierdzenia 12.6 mamy, ze 2P — 1 = HFd = I-F, =
dlp
(x—1)-F,,skad F, = 2= =P~ L4 2P 2 4+ 2+ 1.

r—1

Przyktad 12.10. Dla liczb pierwszych p i naturalnych & obliczymy F.

Dzielniki p*: 1,p,p?, ..., p", wiec ze stwierdzenia 12.6 mamy, ze

o —1=F-F, ... FE, oraz m”k: —1=F - F,-... - Fy, wiec a? —
1= (""" —1)- Fye, skad F = xi:_l_il = F,(z**"") na mocy poprzedniego
przyktadu.

Fakt 12.11. Jezeli w jest pierwiastkiem pierwotnym z jedynki stopnia | oraz
pEZ, (p,l) =1, towP jest tez pierwiastkiem pierwotnym z jedynki stopnia .

Stwierdzenie 12.12. Jezeli p jest liczbg pierwszq, zas n jest liczbg naturalng
niepodzielng przez p, to zachodzi wzor:

DowOp. Niech f = F., - Fy,, g = F,(27). Wtedy wielomiany f i g sa unor-
mowane i nie maja pierwiastkow wielokrotnych, bo g = (2P — wy)(2? — wo) -
coo (2P —wy), gdzie wy,we, . . ., Wy, sa wszystkimi pierwiastkami pierwotnymi
z jedynki stopnia n (m = ¢(n)).

Pozostaje zatem wykaza¢, ze wielomiany f i g maja takie same zbiory
pierwiastkow.

Niech w € C bedzie pierwiastkiem wielomianu g. Wtedy w? = wy dla
pewnego k < m. Zatem (wP)" = wp = 1, czyli w?™ = 1.

Niech [ bedzie najmniejszg liczbg naturalng taks, ze w! = 1. Wtedy w jest
pierwiastkiem pierwotnym stopnia [ z jedynki, czyli Fj(w) = 0 oraz l|pn.

Jedli p|l, to I = p- s dla pewnego s € N oraz ps|pn, czyli s|n, wiec s <

n. Ponadto 1 = w! = wP*® = (wP)® = wi. Poniewaz wj, jest pierwiastkiem
pierwotnym z jedynki stopnia n, wiec z faktu 12.5 s = n, czyli [ = pn, stad
Fyn(w) =0.
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Jesli p fI, to (p,l) = 1 oraz l|p - n, wiec z zasadniczego twierdzenia aryt-
metyki [|n, wiec [ < n. Ale (p,1) = 1, wiec z faktu 12.11 w? jest pierwiastkiem
pierwotnym z jedynki stopnia [.

Ale wP = wy, jest pierwiastkiem pierwotnym z jedynki stopnia n, czyli | = n.
Ponadto p fn, wiec (p,n) = 11 z faktu 12.11 mamy, ze w jest pierwiastkiem
pierwotnym z jedynki stopnia n. Stad F,,(w) =01 f(w) = 0.

Niech w € C bedzie pierwiastkiem wielomianu f. Wtedy F,.,(w) - Fp,(w) =
0. Zatem F,,(w) =0 lub F,(w) = 0.

Jesli F,,(w) =0, to wP™ =11 w jest pierwiastkiem pierwotnym z jedynki
stopnia p-n, wiec wP jest pierwiastkiem pierwotnym z jedynki stopnia n, czyli
F,(wP) =0, wiec g(w) = 0.

Jedli za$ F,(w) = 0, to w jest pierwiastkiem pierwotnym z jedynki stopnia
ni(n,p) = 1, wiec z faktu 12.11 wP jest tez pierwiastkiem pierwotnym z
jedynki stopnia n, czyli F,(w?) =0, a wiec g(w) = 0. O

Stwierdzenie 12.13. Niech p bedzie liczbg pierwszq dzielgceg liczbe naturalng
n. Wtedy F,., = F,(aP).

DowOD. Wystarczy wykazaé, ze wielomiany F,.,, i F,(zP) maja takie same
zbiory pierwiastkow.

Niech w € C bedzie takie, ze F,,(w) = 0. Wtedy w jest pierwiastkiem
pierwotnym z jedynki stopnia p - n. Stad w? jest pierwiastkiem pierwotnym z
jedynki stopnia n, czyli F,(w?) = 0.

Na odwrét zalézmy, ze w € C i F,,(wP) = 0. Wtedy w? jest pierwiastkiem
pierwotnym z jedynki stopnia n. Ale n = p® - k dla pewnych s, k € N takich,
ze p fk. Ponadto (wP)™ =1, wigc wP ™ = 1. Niech ¢t = o(w) w grupie C*.
Wtedy t|p-n. Jedli p ft, to (p,t) = 1, stad t|n = p°* - k, czyli t|k. Stad w* =1,
czyli 1 = WFP = (WP)* i k < n (bo s > 1), wicc mamy sprzecznoéé z tym, ze
o(wP) = n. Zatem p|t i t = p -1 dla pewnego | € N. Wtedy 1 = wP! = (wP),
wiec poniewaz o(w?) = n, to n|l. Ale t = p - l|n, wiec l|n, czyli | = n. Zatem
t =p-n, czyli o(w) = p-n, wiec F,,(w) = 0. O

Twierdzenie 12.14. Niech p bedzie liczbg pierwszq, ktora nie dzieli liczby
naturalnej m. Wtedy dla kazdego naturalnego k:

Fyp(2?")
Fpk-m — m

DowoOD. Indukcja wzgledem k. Dla k = 1 teza wynika ze stwierdzenia 12.12.

Zatozmy, ze teza zachodzi dla pewnego naturalnego k. Wtedy ze stwierdzenia

12.13, Fye+1.m(x) = Fyrp(2?). Ponadto z zatozenia indukcyjnego, Fy.,, (2P) =
Fn(@)P)  _ Fn(@) (e

Fyn((l‘p)pkil) — Fm(ajpk) y WIQC Fpk+l_m = 7}7’”(3@*?’9) . D

Stwierdzenie 12.15. Jezeli n > 1 jest liczbg naturalng nieparzystq, to
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DowoOD. Poniewaz n > 11 n jest nieparzyste, wiec z wtasnosci funkeji Eulera
©(n) jest liczba parzysta i wobec tego wielomian F),(—x) jest unormowany i nie
posiada pierwiastkow wielokrotnych. Wystarczy zatem pokazaé, ze wielomia-
ny Fy, i F,(—x) maja ten takie same zbiory pierwiastkéw. Niech w € C bedzie
pierwiastkiem wielomianu F5,. Wtedy w jest pierwiastkiem pierwotnym z je-
dynki stopnia 2n, skad w™ # 1 oraz w?* = 1. Zatem 0 = (w"—1)- (W™ +1), wiec
w" = —1, ezyli (—w)™ = 1. Niech | = o(—w) w grupie C*. Wtedy (—w)! =1,
wice w? = (—w)? =1, wiec [ > n. Ale (—w)" = 1, wiec [ < n i ostatecznie
[ = n i wobec tego (—w) jest pierwiastkiem pierwotnym z jedynki stopnia 7.
Stad F,(—w) = 0.

Na odwrét, wezmy dowolne w € C takie, ze F,(—w) = 0. Wtedy o(—w) =n
oraz o(—1) = 2 w grupie C* i liczba n jest nieparzysta, wiec o(w) = o(—1) -
o(—w) = 2n, czyli w jest pierwiastkiem pierwotnym z jedynki stopnia 2n.
Zatem Fy,(w) = 0. O

Zadanie (1). Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej & i dla dowolnej
nieparzystej liczby naturalnej n > 1 zachodzi wzoér:

Fop, = Fo(—2).
Zadanie (2). Udowodnij nastepujace wzory:
(a) Fis :$8—:B7+3:5—x4+x3—$+1,
(b)Fgl—x e e e A

(c) F33 = 20 —a04 2" — 104 M — 13421t — 10429 — "4 28—t 423 — 41,
(d) Fyo = a2 — 22 4 g2 — g0 4 p18 _ 1T | g5 _ g1 | 12 10 4 g0
xl +ab —at 28 —xz+1,

() Fyy = %2 — 81 4 29 _ 28 4 o2 _ 425 | 493 422 | 020 419 | 7
204t — B 2 — 0 % — T 2 — 2t — 41,

(F) Fap = & — % 4 293 _ g2 4 g30 _ 429 4 02T 96 4 24 093 4 o1
20 ! 6 S B 2 10 % T 42—t — 41,

(g) Fg = o — 83 4 g4 — 40 4 38 _ p37 4 485 484 | 32 481 4 20
228 26 25 4023 22 21 19 008 06 405 a3 4 a12 00
20—+l -t 42—+ 1,

(h) Fyr = 2 — 05 4 253 — g5 4 50 _ 349 | gAT _ 446 | pad a8 | 41
g0 (038 BT 35 344 032 1029 98 027 05 4 24 00
221 — 19 18 16 L 15 A8 | 12 000 400 0Ty 06 gy 03 gy

(1) Fyg = 50 — 59 4 57 _ 56 4 p54 _ @58 4 g5l _ g50 4 a8 _ a7 4 a5
pM 02 039 038 36 035 | 33 32 080 98 4 97 95 4 o4
P22 gl 19 {18 16 4 005 08 002 00000 T 406 a8 g4

() Fys = a2 — a2 4 219 — 18 4 g7 _ 216 4 g1t _ 38 4 g12 11 4 410
P4’ a1,

() Fis = 240 — 29 4 g% _ g3 4 g30 _ 028 4 095 093 4 020 407 4 415
x12+$10_$6+$5_’x+1’

(1) Fos = 2 — a7 4 %8 _ 42 | 038 _ 037 | 035 _ 34 4 083 082 4 30
229 1 g8 2T 4025 24 4093 21 020 19 08 06 05 4
B — M 0 a6 42— 1,
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(m) Fys = 264 63 4 059 58 | 054 053 049 48 | 4T 46 L 44 43 4
22 Al 39 038 4 8T 036 4 o34 033 4 032 0314 030 098 4 027 026
g2 2 g2 g2y g0 18 4 1T p16 4 015 g 11y 010 06 4 g5 gy ]

(n) Fos — T2 Tl 67 _ 66 4 062 61 4 057 056 4 453 51 4 48
246 A3 A1 4 038 036 4 034 081 4 020 026 L 24 21 4 419 416 4
g5 gt 10 g6 g5

(0) Frr — 60 _ 59 4 053 52 4 049 48 L 46 045 L 42 4l 4 039
23T 35 B4y 32 030 4 028 026 4 025 23 4 21 09 4 g8 15
g 12 gt a8 T g,

(p) For — T2 Tl 65 _ 64 | 050 5T 4 052 050 4 446 43 4 030
236 4 33 _ 429 4 026 022 4 020 015 4 413 08 4 0T g

Zadanie (3). Udowodnij, ze Fyos = 2% + 217 + 216 — 213 — 212 — 2241 — 0 —
239 L g6 4 35 4 34 4 033 032 031 98 026 24 000 020 4 AT

Stwierdzenie 12.16. Jesli ¢ i n > 2 sq liczbami naturalnymi, to
|Fn(Q)| >q— L.
W szezegolnoei dla q > 1 liczba F,(q) nie dzieli liczby q — 1.

DowOD. Poniewaz n > 2, wiec 1 nie jest pierwiastkiem pierwotnym z 1 stop-
nia n, czyli F,,(1) # 0, a wigc |F,(1)] > 0 =1 — 1 i teza zachodzi dla ¢ = 1.
Niech dalej ¢ > 1. Oznaczmy m = (n) i niech w; = cos 2{+z’ sin 2%, W,y .y Wi
beda wszystkimi pierwiastkami pierwotnymi z 1 stopnia n. Wtedy

Fo=x—w) (x—wy) ... (. —wn),
skad

[Fu(@)] =g —wil - lg —wal ..+ g — wal.
Ale z nieréwnosci trojkata dla i = 2,...,m:

g —wi| > |lg] = |wil| =g =1 =¢—-1>1,

wice |Fo(q)| = g —wi] > re(q —wi) = ¢ —cos2E > g — 1, gdyz cos 2X < 1
dla wszystkich n > 2. Zatem |F,(¢)| > g — 1. Ponadto ze stwierdzenia 12.8,
F.(q) € Z, wiec F,(q) nie dzieli liczby ¢ — 1. O

Stwierdzenie 12.17. Dla dowolnych liczb naturalnych d, q, n takich, Ze
q,n > 2, dln oraz d < n mamy, Ze

Fo(q)| %=1
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DowOD. Ze stwierdzenia 12.6, 2" — 1 = [[ £, oraz 2% — 1 = [[ F}. Zatem
lIn I|d

2" —1=F, (29 —1)-G, gdzie G jest réwne 1, jesli nie istnieje [ < n takie, ze

[ > d oraz G jest iloczynem wszystkich wielomianéw F; dla d < [ < n takich,

ze ln, w przeciwnym przypadku. Stad G € Z[z]. Ponadto ze stwierdzenia

12.8, F,, € Z[z], wiec F,(q),G(q), &L= € Z oraz 32:1 = F.(q) - G(q), czyli

" q?—1 1

12.2 Twierdzenie Wedderburna

Twierdzenie 12.18 (Wedderburna). Kazdy skonczony pierscien z dzieleniem
jest ciatem.

DowOD. Zalézmy, ze tak nie jest i niech D bedzie nieprzemiennym skonczo-
nym pierscieniem z dzieleniem, tzn. D # Z(D). Niech ¢ = |Z(D)|. Wtedy
g € Noraz ¢ > 1, gdyz 0,1 € Z(D) i 0 # 1, bo D # {0}. Zauwazmy, ze
Z(D) jest ciatem, gdyz dla dowolnego a € Z(D) \ {0} i dla dowolnego x € D,
ar = za, skad a taza™ = a " twaa!, czyli xa”! = a7 'z, a wiec a=t € Z(D).
Ponadto D jest w naturalny sposéb przestrzenig liniowa nad cialem Z(D),
gdy przyjmiemy dziatanie skalara a € Z(D) na wektor x € D jako a-x. Niech
n bedzie wymiarem przestrzeni D nad ciatem Z(D). Poniewaz D # Z(D) i
pierécien D jest skonczony, wiec n € Nin > 1 oraz |D| = ¢". Poniewaz D jest
pierécieniem z dzieleniem, wiec D* = D \ {0} jest grupa ze wzgledu na mno-
zenie. Grupa D* dzialta na zbiér D za pomocy automorfizméw wewnetrznych.
Mianowicie dla g € D*, a € D przyjmujemy, ze

goa:g-a-gfl.
Rzeczywiscie, loa =1-a-1"!' =a dlaa € D oraz dla g,h € D*, a € D mamy,
ze go(hoa)=g-(hoa) g7t =g(hah™")g™ = (gh)a(gh)™" = (gh) o a.
Poniewaz dla a € D jest a € Orb(a), wigc |Orb(a)] = 1 < Orb(a) =
{a} © Vyeprgoa=a < Vyepgag™ = a & Vyepga = ag < Veepra = ar <
a € Z(D), czyli

Vaep|Orb(a)| =1 < a € Z(D).
Dlaa€e D, ge D*
g € Stab(a) & gag™' = a < ga=ag < g € Cp(a) \ {0},

przy czym Cp(a) jest podpierscieniem pierscienia D zawierajacym Z (D). Za-
tem Zp(a) jest podprzestrzenia przestrzeni liniowej D i wobec tego |Cp(a)| =
q? dla pewnej liczby naturalnej d < n. Ponadto Stab(a) = Cp(a) \ {0}, wiec
|Stab(a)| = q¢ — 1. Z algebry ogélnej IT wiemy, ze Stab(a) jest podgrupa grupy
D*, skad na mocy twierdzenia Lagrange’a, ¢¢ — 1|¢" — 1. Ale ¢ > 1, wicc z
elementarnej teorii liczb, d|n. Niech teraz dodatkowo a ¢ Z (D). Wtedy a # 0,
wicc a € Stab(a) i Cp(a) # D, wiec Stab(a) # D*. Ale |Stab(a)| = ¢* — 1
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i|D*| = ¢" — 1, zatem d < n. Ze stwierdzenia 12.17 wynika, ze Fn(q)]?;j.

Ponadto z algebry ogdlnej 11, ‘;Zj = |Orb(a)|, czyli F,,(q)||Orb(a)| dla wszyst-
kich a € D\ Z(D). Dalej, ze wzoru orbit D jest suma skonczenie wielu parami
roztacznych orbit, z ktorych doktadnie ¢ jest jednoelementowych, a pozostate
maja liczbe elementéw podzielna przez F,,(q). Zatem ¢" = g+ 1F,(q) dla pew-
nej liczby catkowitej [, skad ¢ — 1 = (¢— 1) +1F,(¢). Ponadto ze stwierdzenia

12.17, F,(q)|¢" — 1, wiec F,(q)|q — 1 whrew stwierdzeniu 12.16. O




Wyktad 13

Pierscienie zredukowane

13.1 Podstawowe wtasnosci pierscieni zredu-
kowanych

Przypomnijmy, ze piersScieniem zredukowanym nazywamy pierscien nie
posiadajacy niezerowych elementow nilpotentnych.

Lemat 13.1. Charakteryzacja piersScieni zredukowanych. Pierscien R
jest zredukowany wtedy 1 tylko wtedy, gdy nie posiada elementu niezerowego a
takiego, Ze a* = 0.

DowéD. " =", Oczywiste. ” <". Niech dla dowolnego 0 # a € R zachodzi
a’ # 0. Zalézmy nie wprost, ze pierScien R nie jest zredukowany. Wtedy
istnieje element 0 # b € R taki, ze b" = 0 oraz b" ! # 0 dla pewnego
n = 3,4,.... Oznaczmy przez a = b"'. Wtedy a # 0, skad a® # 0. Ale
a2 = (b)Y = b2 = pr . pn2 = 0. "2 = 0, wiec mamy sprzecznosé. Zatem
pierécien R jest zredukowany. n

Uwaga 13.2. Kazda dziedzina jest pierscieniem zredukowanym.

Nastepne dwa lematy przedstawiaja znane wtasnosci elementéw pierscieni
zredukowanych, ktore w literaturze nazywane sg rowniez ”quasi - identyczno-
Sciami”.

Lemat 13.3. Jezeli R jest pierscieniem zredukowanym oraz ai,as € R sg
takie, Ze ay - ay = 0, to takze as - a; = 0.

DowOD. Poniewaz (asay)? = (agay) - (asa1) = as - (a1az) - ay = az - 0-ay = 0,
wiec z lematu 13.1 mamy, ze asa; = 0. [

Lemat 13.4. Jezeli R jest pierscieniem zredukowanym oraz ai,as; € R sq
takie, Ze ajas = 0, to a1 Ras = 0.

86
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DowOD. Dla dowolnego b € R: (ajbas)? = a1b(asay)bas = aib -0 - bay = 0 na
mocy lematu 13.3, wiec zgodnie z lematem 13.1 mamy aibay = 0, bo R jest
pierécieniem zredukowanym. Zatem a; Ras = 0. ]

Lemat 13.5. Niech R bedzie pierscieniem zredukowanym. Dla kazdego n € N,
n > 2 i dla dowolnych ay,as, ..., a, € R zachodzi:

ai-as:... a,=0= a1 RasR- ... -a,-1Ra, =0.

DowOD. Zastosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 2 teza wynika bezpo-
$rednio z lematu 13.4.

Niech dalej n > 2 i zalézmy, ze teza zachodzi dla liczby n — 1. Wezmy
dowolne ay,...,a, takie, ze ay -...-a, = 0 oraz dowolne r,...,7r,_1 € R.
Poniewaz (aj - ... ay,_1) - a, = 0. Wtedy z lematu 13.4 mamy, ze (a; - ... -
Up_1) Tno1-an =0, czylia; ... an_o-(ay_1-7h_1-a,) = 0. Zatem z zalozenia
indukcyjnego ay -1y ... Ap_o - Tn_9 - Ap_1-Tn_1-a, = 0. Stad i z dowolnosci
wyboru rq,...,r,_1 € R mamy, ze a;RasR - ... - a,_1Ra, = 0 dla dowolnego
n € N. O

Lemat 13.6. Niech R bedzie pierscieniem zredukowanym. Dla kazdego n € N,
dla dowolnej permutacji o € S, i dla dowolnych ay,as,...,a, € R zachodzi:

al-ag-...-an:O:>a,,(1)-aa(g)----'aa(n):0

DowoOD. Dla n = 1 teza jest oczywista. Dla n = 2 teza wynika bezposrednio
z lematu 13.1.

Dla n = 3 zalézmy, ze ajasaz = 0. Stad a; - (azaz) = 0, wiec z lematu 13.3
otrzymujemy, ze asaza; = 0, czyli dla permutacji o = (1,2, 3) teza zachodzi.
Ponadto z lematu 13.4 mamy, Ze ajas - (asasz) = 0 i ponownie korzystajac z
lematu 13.4 otrzymujemy (ajagas) - a; - ag = 0. Stad

(azaras)?® = ag - (ayasasaias) = ag -0 =0,

wiec asaiaz = 0, poniewaz pierscien R jest zredukowany. Zatem dla permutacji
o = (1,2) teza zachodzi. Ale permutacje (1,2) i (1,2,3) generuja S;, wiec
Ag(1) * Oo(2) - A(3) = 0 dla kazdej permutacji o € Ss.

Dla n > 3 mamy, ze grupa S, jest generowana przez permutacje o = (1,2)
iT=(1,2,3,...,n). Wystarczy zatem pokaza¢, ze jezeli ajasas...a, = 0,
to asaqas...a, = 0 oraz asaz...a,a; = 0. Z lematu 13.3 mamy od razu,
ze jezeli ay - (agas...a,) = 0, to (azas...a,) - a; = agaz...aza; = 0, wiec
teza zachodzi dla permutacji 7. Podstawmy chwilowo a = a3 - ... - a,. Zatem
aiasa = 0. Z dowodu dla n = 3 mamy wiec, ze 0 = asaia = asaqaz-. . .-a,, czyli
teza zachodzi dla permutacji 0. Zatem teza zachodzi dla dowolnej permutacji
z S,. O
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Definicja 13.7. Niech W bedzie pewng wtasnoscig pierscieni. Powiemy, ze
wlasnos¢ W jest zamknieta na rozszerzenia, jezeli dla dowolnego pierscie-
nia R i dowolnego ideatu I pierscienia R z faktu, ze I oraz R/I maja wtasnos¢
W wynika, ze R ma wlasnos¢ W.

Whprost z definicji pierscienia zredukowanego mamy nastepujace

Stwierdzenie 13.8. Kazdy podpierscien, a wiec tez kazdy ideal pierscienia
zredukowanego, jest pierscieniem zredukowanym.

Twierdzenie 13.9. Niech I bedzie dowolnym ideatem pierscienia R. Jezeli
pierscienie I oraz R/I sq zredukowane, to R réwniez jest zredukowany.

Dow6Dp. Niech r € R bedzie takie, ze r? = 0. Wowezas (r + )2 = 0+ 1
w pierécieniu zredukowanym R/I, skad r +1 = 0+ I, czyli r € 1. Ale [
jest pierécieniem zredukowanym, wiec r = 0. Zatem z lematu 13.1 R jest
pierscieniem zredukowanym. O]

Przyktad 13.10. Obraz homomorficzny pierscienia zredukowanego nie musi
by¢ pierscieniem zredukowanym. Rzeczywiscie, np. pierscien Z, jest obrazem
homomorficznym dziedziny Z, ale Z4 nie jest pierscieniem zredukowanym.

13.2 Twierdzenie Andrunakiewicza - Rjabu-
hina

Definicja 13.11. Powiemy, ze [ < R jest idealem zredukowanym wtedy i
tylko wtedy, gdy pierscienn R/I jest zredukowany.

Przyklad 13.12. Jezeli R jest pierécieniem zredukowanym, to ideat I pier-
Scienia R nie musi by¢ ideatem zredukowanym. Rzeczywiscie, rozwazmy pier-
Scien liczb catkowitych Z oraz jego ideat I = (4). Pierscien Z jest zredukowany,
ale Z/(4) = 7Z4 nie jest pierscieniem zredukowanym, wiec z definicji 13.11 ideat
(4) nie jest zredukowany.

Przyktad 13.13. Jezeli [ jest idealem zredukowanym pierscienia R, to R nie
musi by¢ pierscieniem zredukowanym. Rzeczywiscie, rozwazmy niezerowy nil-
pierdciefi R oraz pierscien z dotaczong jedynka R'. Wtedy R<1R! oraz R'/R =
Z. Zatem pierscieni R!/ R jest zredukowany, wiec z definicji 13.11 R jest ideatem
zredukowanym pierécienia R'. Ale pierdcien R! nie jest zredukowany.

Uwaga 13.14. Ideal I pierscienia R jest ideatem zredukowanym w pierscieniu
R wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla dowolnego elementu a € R zachodzi

adel=acl.
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DowOD. ” =", Wezmy dowolne a € R takie, ze a®> € I. Wtedy a® + [ =
(a+ I)? = I i pierscien R/I jest zredukowany, wiec a + [ = I, czyli a € I.

" <" Wezmy dowolne a € R takie, ze (a+1)* = I. Wtedy a® € I, wiec a € I,
skad a + I = I. Zatem z lematu 13.1 pierscien R/ jest zredukowany, czyli
zgodnie z definicja 13.11 ideal I jest zredukowany. O]

Uwaga 13.15. Jezeli I jest ideatem zredukowanym pierscienia R, to dla do-
wolnych elementow a,b € R, jesli ab € I to ba € I.

DowOD. Wynika bezposrednio z lematu 13.3 oraz standardowego rachunku
na warstwach. O

Uwaga 13.16. Jezeli I jest ideatem zredukowanym pierscienia R, to dla do-
wolnych elementow 1, ...,x, € R, jezelixy-... -z, €I, to

To(1) " Tg(2) -+ To(n) € I
dla dowolnej permutacji o € S,,.

DowOD. Wynika bezposrednio z lematu 13.6 oraz ze standardowego rachunku
na warstwach. O]

Uwaga 13.17. Przeciecie dowolnej niepuste] rodziny ideatéow zredukowanych
jest ideatem zredukowanym.

Dowo6p. Niech {/;},., bedzie rodzing ideatéw zredukowanych piercienia R.
Wtedy J = ﬂ I, < R. Wezmy dowolne a € R takie, ze a®> € J. Wtedy a? € I,

teT
dla kazdego t € T' i z uwagi 13.14, a € I; dla kazdego t € T, czyli a € J.
Zatem z uwagi 13.14 ideal J jest zredukowany. O]

Uwaga 13.18. Suma tarnicucha idealow zredukowanych jest ideatem zreduko-
wanym.

Dowo6p. Niech {I;},.; bedzie taiicuchem idealéw zredukowanych piercie-
nia R. Ze stwierdzenia 4.17 wiemy, ze J = U I; < R. Wezmy dowolne a € R

teT
takie, ze a®> € J. Wtedy a? € I, dla pewnego t € T. Wowczas z uwagi 13.14,
a € Iy, czyli a € J. Zatem ideal J jest zredukowany. O]

Lemat 13.19. Niech I bedzie ideatem zredukowanym pierscienia R. Niech S
bedzie niepustym podzbiorem R oraz

A={reR:rseldlakaidego s € S}.

Wowczas A jest ideatem zredukowanym pierscienia R.
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DowoOD. Poniewaz A= {r € R:rs € I dla dowolnego s € S} = ({re€ R:
ses
rs € I}, wiec na mocy uwagi 13.17 wystarczy udowodnié¢, ze dla kazdego

s€ S, As={r € R:rs € I} jest idealem zredukowanym pierécienia R.

Poniewaz 0 € A,, gdyz 0-s € I, wiec A, # ().

WeZzmy dowolne aj,ay € As. Wtedy a1s € I, ass € I, stad (a1 — as) - s =
a18 — ass € I, czyli a1 — ay € A;. Wezmy teraz dowolne a € A, oraz r € R.
Wtedy as € I, stad (ra)-s =r-(as) € I, czyli ra € As. Ponadto z uwagi 13.15
mamy, ze sa € I oraz (sa)-r =s-(ar) € I. Wigc znowu z uwagi 13.15 mamy,
ze (ar)-s € I, astad ar € A,. Zatem A, <1 R. Teraz pokazemy, ze ideal A; jest
zredukowany. Niech r € R bedzie takie, ze r? € A,. Wtedy r?s = r(rs) € I.
Z uwagi 13.15 zachodzi (rs)r € I. Stad rsrs = (rs)? € I, bo I < R. Ale ideat
I jest zredukowany, wiec z uwagi 13.14 rs € I, czyli r € A,. Zatem z uwagi
13.14 ideat Ay jest zredukowany. m

Z uwagi 13.15 1 z lematu 13.19 wynika od razu nastepujacy lemat:

Lemat 13.20. Niech I bedzie ideatem zredukowanym pierscienia R. Niech S
bedzie niepustym podzbiorem R oraz

B={re R:srel dlakaidego s € S}.

Wowczas B jest ideatem zredukowanym pierscienia R.

Twierdzenie 13.21. (Andrunakiewicz - Rjabuhin). Dla dowolnego nie-
zerowego pierscienia R rownowazne sg warunki:

(i) R jest zredukowany,

(11) istnieje niepusta rodzina ideatow {I;}ier pierscienia R taka, Ze
() I = {0} oraz R/I, jest dziedzing dla kazdego t € T

teT

DowOD. (ii) = (i). Niech a € R bedzie takie, ze a* = 0. Wtedy (a+ [;)* = I,
dla dowolnego t € T. R/I; jest dziedzina, wiec a + I, = I;, skad a € I; dla

dowolnego t € T. Zatem a € () I; = {0}, wiec a = 0. Stad z lematu 13.1
teT
pierscien R jest zredukowany.

(i) = (i7). Niech R bedzie pierscieniem zredukowanym. Wystarczy udo-
wodnié¢, ze dla dowolnego elementu x # 0 pierécienia R istnieje ideat I, taki,
ze R/I, jest dziedzing oraz x ¢ I, bo wtedy (| I, = {0}.

z€R\{0}
Rozwazmy rodzine M wszystkich ideatéw zredukowanych pierécienia R,

ktére nie zawieraja elementu 0 # x € R. Wtedy M # ), bo np. {0} € M.

Niech A bedzie tanicuchem w M. Niech Iy = | J I. Z uwagi 13.18, I,
IeA
jest ideatem zredukowanym. Ponadto = ¢ Iy, bo = ¢ I dla kazdego I € A.

Zatem Iy € M i I jest ograniczeniem gérnym tancucha A. Zatem z lematu
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Kuratowskiego - Zorna istnieje w M element maksymalny I,. Wtedy I, jest
ideatem zredukowanym pierécienia R oraz x ¢ I,.

Pozostaje sprawdzié¢, ze R/I, jest dziedzina. Zatézmy, ze tak nie jest. Wte-
dy istnieja a,b € R\ I, takie, ze ab € I, czyli a + I, # I, b+ I, # I,
aleab+ I, =1, Niech A={reR:rbel,} iB={reR:Ar C1,}. Zle-
matéw 13.19 1 13.20 mamy, ze A i B sg ideatami zredukowanymi w pierscieniu
R. Z definicji ideatu B otrzymujemy, ze AB C I, bo Ar C I, dla dowolnego
reb.

Niech y € I,. Poniewaz I, < R, wiec yb € I, stad y € A, czyli I, C A.
Ponadto a € A, bo ab € I, oraz a ¢ I, z zalozenia, wiec a € A\ I, zatem
I, C A. Z maksymalnosci I, otrzymujemy, ze A ¢ M, zatem x € A, bo A jest
ideatem zredukowanym.

Niech z € I,. Poniewaz I, < R, wiec Az C I, stad z € B, zatem [, C B.
Ponadto b € B, bo Ab = {ab:a € A} C I,. Z zalozenia b ¢ I, wiec b € B\ I,
skad I, C B. Z maksymalnosci I, otrzymujemy, ze B ¢ M, zatem = € B, bo
B jest ideatem zredukowanym.

Zatem 2?> € AB C I, czyli 2* € I, oraz ideal I, jest zredukowany, w
konsekwencji z uwagi 13.14 mamy, ze = € [, co jest sprzeczne z zalozeniem.

O

Zadanie (1). Niech P, = Zy dlan = 1,2,... oraz niech P = [[>°, P,. Udo-
wodnij, ze kazdy ideal pierscienia P jest ideatem radykalnym. Niech I =

o° , P,. Udowodnij, ze pierscien R = P/I jest zredukowany i nie posiada
ideatu, bedacego dziedzing.



Wyktad 14

Pierscienie Jacobsona

14.1 Podstawowe wlasnosci pierscieni Jacob-
sona

Definicja 14.1. Powiemy, ze pierécien R jest pierScieniem Jacobsona, je-
zeli dla kazdego = € R istnieje liczba naturalna n = n(x) > 2 taka, ze 2" = z.

Whprost z definicji uzyskujemy nastepujace

Stwierdzenie 14.2. Kazdy podpierscien i kazdy obraz homomorficzny pier-
scienia Jacobsona jest pierscieniem Jacobsona.

Stwierdzenie 14.3. Kazdy pierscien Jacobsona jest pierScieniem zredukowa-
nym.

DowOD. Niech R bedzie pierscieniem Jacobsona i niech 2 € R bedzie takie,
ze 2 = 0. Wtedy istnieje liczba naturalna n > 2 taka, ze x = z". Stad
=22 2"2=0-2""2 =0, wiec z = 0 i piericien R jest zredukowany. [
Stwierdzenie 14.4. Jezeli R jest pierscieniem Jacobsona iz € R oraza™ = x
dla pewnej liczby naturalnej n > 2, to e = "t jest centralnym idempotentem
w R, x =e-x i(x) = Re. Ponadto grupa R™ jest torsyjna.

DowOD. Na mocy stwierdzenia 14.3 R jest pierScieniem zredukowanym. Po-
nadto (z" 1)? = 2?2 = g™ 2" 2 = z-2" 2 = 2", czyli 2" jest idempoten-
tem w pierscieniu zredukowanym. Zatem e — "' € Z(R). Ponadto z = ¢ - z,
skad (z) C Re. Alen >2ie=2""!, wiec Re C (z) i ostatecznie (z) = Re.
Dalej, istnieje liczba naturalna m > 2 taka, ze (2¢)™ = 2e i e = €2, wigc
(2™ —2)e =0, skad o(e) € N. Ale x = e -z, wiec tez o(z) € N i grupa R™ jest
torsyjna. 0]

Stwierdzenie 14.5. Jezeli dziedzina R jest pierScieniem Jacobsona, to R jest
pierscieniem z dzieleniem.

92
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DowOD. Na mocy stwierdzenia 14.4 istnieje niezerowy idempotent e € R.
Stad dla z € R, e(x — ex) = ex — e*x = ex — ex = 0, wigc & = ex, bo R
jest dziedzing. Podobnie, (z — ze)e = ze — xe? = ze — xe = 0, wige T = ze.
Zatem e jest jedynka pierscienia R. Wezmy dowolne niezerowe a € R. Wtedy
istnieje liczba naturalna n > 2 taka, ze a”" = a. Ze stwierdzenia 14.4 mamy,
ze f = a" ! jest idempotentem i a = fa. Zatem f # 0 i z pierwszej czesci
dowodu, f = e. Alen—1 > 11ia"! = e, wicc a € R*. Zatem R jest
pierscieniem z dzieleniem. [

Stwierdzenie 14.6. Suma prosta pierscieni Jacobsona jest pierscieniem Ja-
cobsona.

DowObp. Niech {R;}ier bedzie niepusta rodzing pierscieni Jacobsona i niech
R = @,cr Ry. Wezmy dowolne z € R. Wtedy istnieje niepusty skonczony
podzbiér S C T oraz istnieja x, € R, dla s € S takie, ze v = Y cgs. Stad dla
kazdego n € N jest 2" = X g2 oraz na mocy stwierdzenia 14.4 dla kazdego
s € S istnieje liczba naturalna n, taka, ze x7° = e, jest idempotentem oraz
esxs = xs. Stad dla n = Il,cgn, mamy, ze 2" = z i R jest pierécieniem
Jacobsona. O]

Stwierdzenie 14.7. Niezerowy pierscien skonczony R jest pierscieniem Ja-
cobsona wtedy 1 tylko wtedy, gdy R jest skonczong sumgq prostg pewnych cial
skonczonych. W szczegdlnosci kazdy skonczony pierscienn Jacobsona jest prze-
mienny.

DowOD. Niech R bedzie niezerowym skoniczonym pierscieniem Jacobsona.
Ze stwierdzenia 14.3 i z twierdzenia Wedderburna-Artina R jest skonczona
suma prosta pierscieni postaci M, (D), gdzie D jest skonczonym pierscieniem
z dzieleniem. Ale R jest zredukowany, wiec n = 1. Ponadto z twierdzenia
Wedderburna D jest cialem. Zatem R jest skonczong sumg prosta pewnych
ciat skonczonych. Stad R jest przemienny.

Na odwrét, wobec stwierdzenia 15.6, wystarczy wykazac¢, ze kazde ciato

skoniczone K jest pierécieniem Jacobsona. Ale jesli n = |K|, to dla kazdego
niezerowego a € K mamy a” ! = 1, skad a" = a. Wobec tego 2" = z dla
kazdego x € K i K jest pierscieniem Jacobsona. [

Przypomnijmy, ze jesli grupa addytywna pierscienia R jest torsyjna, to dla
kazdej liczby pierwszej p, R, = {z € R : p"z = 0 dla pewnego n € N} jest
idealem w R oraz R = @,cp I,. Ponadto, jesli grupa addytywna pierscienia
zredukowanego S jest p-grupa dla pewnej liczby pierwszej p, to pS = {0}.
Rzeczywiscie, wezmy dowolne x € S. Wtedy istnieje n € N takie, ze p"z = 0,
skad (px)™ = 0. Ale S jest pierécieniem zredukowanym, wiec w konsekwencji
pr =01ipS ={0}. Wobec tego, jesli grupa addytywna pierscienia zredukowa-
nego R jest torsyjna, to pR, = {0} dla kazdej liczby pierwszej p. Jesli R jest
pierscieniem Jacobsona, to ze stwierdzenia 14.3 R jest zredukowany i na mocy
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stwierdzenia 14.4 grupa R™ jest torsyjna. Wobec tego dla kazdej liczby pierw-
szej p, R, jest pierscieniem Jacobsona takim, ze pR, = {0} oraz R = @,cp R,.
Na odwrét, zalézmy, ze dla kazdej liczby pierwszej p, R, jest pierscieniem Ja-
cobsona takim, ze pR, = {0}. Wtedy na mocy stwierdzenia 14.6, R = @,cp I,
tez jest pierscieniem Jacobsona. W ten sposéb udowodniliSmy nastepujace

Stwierdzenie 14.8. Pierscienn R jest pierscieniem Jacobsona wtedy i tylko
wtedy, gdy R jest sumgq prostq rodziny {R,},ep pierscieni Jacobsona takich,
ze pR, = {0} dla kazdego p € P.

Problem klasyfikacji pierécieni Jacobsona sprowadza sie zatem do problemu
klasyfikacji pierscieni Jacobsona, ktorych grupa addytywna jest elementarng
p-grupa abelows.

Stwierdzenie 14.9. Niech p bedzie liczbg pierwszg i niech R bedzie pierscie-
niem takim, ze pR = {0}. Wowczas R jest pierscieniem Jacobsona wtedy i
tylko wtedy, gdy dla kazdego x € R istnieje n € N takie, e 27" = x.

DowOD. =. Wezmy dowolne x € R. Jesli x = 0, to wystarczy wziaé n = 1.
Niech dalej z # 0. Istnieje m € N takie, ze ™ = x oraz pxr = 0, wiec pierscien
[x] jest skoniczony i przemienny. Ponadto jest to niezerowy pierscien Jacobsona,
wiec ze stwierdzenia 14.7, [z] jest skoficzona suma prosta cial skoniczonych, z
ktorych kazde ma charakterystyke p. Oznaczmy te ciata przez K, ..., K i
niech |K;| = p™ dlai = 1,...,s. Dalej, © = x; + ... + z,, dla pewnych
z; € K;,i=1,...,s oraz dla dowolnego k € N jest 2% = 2} + ... + 2¥. Niech
n=mny ... ngiwezmy dowolne i = 1,...,s. Je$li x; # 0, to w ciele K;,
=1, skad 2T =1, a wiee 2?7 = ;. Jedli zad z; = 0, to tez a¥ = ;.
Zatem zP" = x.

Implikacja odwrotna jest oczywista. O]

Uwaga 14.10. Jesli R jest pierscieniem takim, Ze pR = {0} dla pewnej liczby
pierwszej p, to w naturalny sposéb R jest przestrzeniq liniowq nad ciatem Zi,
mianowicie dla a € Z, i a € R przyjmuje sig, Ze ao o = a- o, gdzie a - «
jest catkowitq wielokrotnoscig elementu o przez liczbe catkowitq a. Na grupie
abelowe) Z; X RT mozna wprowadzié mnozenie przy pomocy wzoru:

(ar,7r1) - (ag,m2) = (a1 - ag, a1 - 1o+ ag - 11 + 1172).

Proste sprawdzenie pokazuje, zZe otrzymujemy w ten sposob pierscien z je-
dynkq (1,0), ktéry bedziemy oznaczali przez R'. Jest jasne, ze pR' = {0},
{0} x R<R' i R*/({0} x R) & Z, oraz R = {0} x R. Dowodzi si¢ to wszyst-
ko podobnie jak dla przypadku dotgczania jedynki do pierscienia przy pomocy
piercienia Z. Zauwazmy, Ze jesli dodatkowo, R jest pierscieniem Jacobsona,
to na mocy stwierdzenia 14.9, dla kazdego v € R 1istnieje n € N takie, Ze
o = x. Wtedy dla dowolnego a € Z, jest a”" = a, wiec ze wzoru Newtona
i tego, ze pR' = {0} oraz tego, ze (a,0) - (0,z) = (0,7) - (a,0) otrzymamy,
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ze (a,z)P" = (a?",2P") = (a,z). Wobec tego R' jest piericieniem Jacobsona!
W ten sposob wykazalismy, ze kazdy pierscieni Jacobsona, ktérego grupa addy-
tywna jest elementarng abelowq p-grupg jest ideatem w pierscieniu Jacobsona
z jedynkq, ktorego grupa addytywna jest elementarng p-grupg abelowq. Zatem
klasyfikacja pierscieni Jacobsona sprowadza sie do opisu pierscieni Jacobsona
z jedynkq, ktorych grupa addytywna jest elementarng p-grupg abelowq!

14.2 Pierscienie endomorfizméw grup abelo-
wych i ich wlasnosci

Niech (A, 4) bedzie dowolna grupa abelowa. Oznaczmy przez End(A) rodzine
wszystkich endomorfizméw grupy A. End(A) jest grupa abelowa ze wzgledu
na naturalne dodawanie przeksztalcen, tzn. dla dowolnych f,g € End(A) i
dla dowolnego a € A:

(f +9)(a) = f(a) + g(a).

W zbiorze End(A) mozna tez wprowadzi¢ mnozenie, jako sktadanie przeksztal-
ceni, tzn. dla dowolnych f, g € End(A) i dla dowolnego a € A:

(f9)(a) = f(g(a))-

Proste sprawdzenie pokazuje, ze (End(A),+,-) jest pierscieniem z jedynka
idy, gdzie ida(z) = x dla kazdego = € A. Otrzymany w ten sposob pierscien
nazywamy pierscieniem endomorfizméw grupy abelowej A i oznaczamy
przez End(A).

Niech teraz R bedzie dowolnym pierscieniem i a € R. Oznaczmy przez [, i
przez r, przeksztatcenia R w R dane wzorami:

lo(x) = ax oraz r.(xr) =xa dla dowolnych a € R.

Zauwazmy, ze dla dowolnych a,z,y € R: l,(x +y) = a(x +y) = ar + ay =
lo(x) + la(y) oraz ro(x +y) = (x + y)a = za + ya = rq(x) + 74(y), wiec

la, 7o € End(RY) dla dowolnego a € R.

Ponadto, dla dowolnych a,z € R: (I,74)(x) = lo(ra(x)) = lo(xa) = axa oraz
(rala)(x) = ro(lo(z)) = ro(ax) = aza, wiec

lyrq = 14l, dla kazdego a € R.

Stad dla kazdego a € R przeksztalcenie ad(a) = I, — r, € End(R") oraz
ad(a)l, = l,ad(a) i ad(a)r, = read(a). Ponadto

ad(a)(x) = ax — za dla kazdego = € R.
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Ponadto, z uzyskanych zaleznosci i ze wzoru dwumianowego Newtona wy-
nika, ze dla dowolnego n € N:

ey = 3 (1) v

k=0

Zauwazmy, ze przeksztalcenie p: R — End(R') dane wzorem ¢(a) =
l, dla a € R jest homomorfizmem pierécieni. Rzeczywiscie, dla dowolnych
a,b,x € R: p(a+b)(x) = lop(x) = (a+b)x = ax + br = l,(x) + lh(z) =
(la + p)(z), skad p(a + b) = @(a) + ¢(b) oraz p(ab)(x) = lu(x) = abx i
(pla)p(®))(x) = ¢(a)(pb)(z)) = l(l(z)) = l(bz) = abx, skad p(ab) =
@(a)p(b). Ponadto Kerg = {a € R: aR = {0} }, skad wynika w szczegdlnosci,
ze jesli pierscien R jest zredukowany, to ¢ jest zanurzeniem pierscieni.

Jesli istnieje liczba pierwsza p taka, ze pR = {0}, to pEnd(R") = {0}. Rze-
czywiscie, dla dowolnych f € End(R"), € R mamy, ze (pf)(x) = f(px) =
f(0) = 0, skad pf = 0. Wobec tego dla dowolnego a € R i dla dowolnego
n € N zachodzi woéwczas wzor:

(ad(a))”" = 1" — 11"

Jedli dodatkowo a?” = a dla pewnego n € N, to z powyzszego wzoru wynika,
ze ad(a)?" = ad(a).

Twierdzenie 14.11. (lemat Hersteina). Niech D bedzie pierscieniem z
dzieleniem takim, ze pD = {0} dla pewnej liczby pierwszej p. Jesli a € D\
Z(D) ia* =1 dla pewnego naturalnego k, to istnicje v € D* takie, ze vax™" =

a’ # a dla pewnego naturalnego i.

DowOD. 7 zatozen wynika, ze a # 01 a # 1, wiec k > 2 oraz pierscien
K = [a] jest skoniczony i przemienny. Ale K jest podpierécieniem pierscienia z
dzieleniem D, wiec K jest dziedzing. Wobec tego K jest cialem skonczonym
i pK = {0}. Wobec tego grupa K* jest cykliczna i istnieje m € N takie, ze
|K| = p™. Wéwcezas WP = b dla kazdego b € K, wiec w szczegdlnosei a?” = a.
Stad i z rozwazan o endomorfizmach grupy R przedstawionych przed sformu-
lowaniem naszego twierdzenia otrzymujemy, ze (ad(a))?” = ad(a). Ponadto
w pierscieniu wielomianéw K[t] mamy, ze t*" —t =+¢- [[ (¢ —b), gdyz wie-
beK*
lomian t*" — t ma stopien réwny p™ i kazdy element ciata p™-elementowego
K jest jego pierwiastkiem. Poniewaz D jest pierécieniem zredukowanym, wiec
odworowanie ¢: D — End(D™) dane wzorem ¢(y) =, dla y € D jest zanu-
rzeniem pierécieni i wobec tego ¢(K) jest ciatem izomorficznym z K. Zatem
w pierécieniu D[t] zachodzi wzor #" —t =t [[ (¢ —1y). Ale ad(a) jest prze-
beK*
mienne z kazdym [, dla b € K oraz (ad(a))?” = ad(a), wiec otrzymujemy

zaleznosc:
0=ad(a) [] (ad(a) —1).

be K*
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Ponadto ad(a) # 0, bo a # Z(D) i podpierscien [ad(a),l, : b € K] pierscie-
nia End(D™) jest przemienny, wiec z powyzszego wzoru wynika, ze istnieje
b € K* takie, ze odwzorowanie ad(a) — [, nie jest réznowartosciowe. Zatem
Ker(ad(a) — ) # {0} i istnieje x € D* takie, ze 0 = (ad(a) — ly)(z) =
ar — xa — bx. Stad za$ uzyskujemy, ze xax™' = a —b # a, bo b # 0. Ale
w grupie D*, o(zaz™') = o(a) € N, wigc w skoticzonej grupie cyklicznej K*,
o(a) = o(a — b). Zatem w tej grupie podgrupy < a > i < a — b > maja ten
sam rzad i wobec tego a — b €< a >. Zatem istnieje liczba naturalna i taka,
ze a —b=a', skad rax™! = a' # a. O

Twierdzenie 14.12. (uogélnione twierdzenie Wedderburna). Jezeli D
jest pierscieniem z dzieleniem i grupa D* jest torsyjna, to D jest cialem. W
szczegolnoSci kazdy pierscien z dzieleniem bedgcy pierscieniem Jacobsona jest
przemienny.

DowOD. Zalézmy, ze przy tych zalozeniach pierscien D nie jest ciatem, tzn.
nie jest przemienny. Istnieje wéwcezas a € D\ Z(D). Ponadto ze stwierdzenia
14.4 grupa DV jest torsyjna, wiec istnieje liczba pierwsza p taka, ze pD = {0}.
Zatem z lematu Hersteina istnieje z € D* takie, ze zaz™! = a' # a dla
pewnego i € N. Stad za’z~! = a* dla kazdego s € N. Dalej, przez prosta
indukcje uzyskujemy, ze zFaz =% = a** dla dowolnych k, s € N, a wiec z¥a® =
a*" 2% Ale o(z),0(a) € N, wiec zbior A = {a'z® : t € {1,...,0(a)},s €
{1,...,0(x)}} jest skoficzona podgrupa grupy D* zawierajaca a i x. Ale ax #
xa, wiec grupa A nie jest abelowa.

Poniewaz grupa D* jest torsyjna, wiec D jest pierscieniem Jacobsona.

Oznaczmy przez T zbiér wszystkich elementéw postaci Z kqg, gdzie k, € Z.
geA

Poniewaz pD = {0}, wiec zbior T jest skonczony. Ponadto T" jest podpierscie-

niem D. Zatem T jest skonczonym pierscieniem Jacobsona i ze stwierdzenia

14.7 T jest przemienny. Ale a,z € T i ax # ra, wiec mamy sprzeczno$¢. [

Twierdzenie 14.13. Kazdy pierscien Jacobsona jest przemienny.

DowOD. Niech R bedzie pierscieniem Jacobsona. Jesli R = {0}, to R jest
przemienny. Niech dalej R # {0}. Wobec stwierdzenia 14.8 wystarczy wykazaé
nasze twierdzenie w przypadku, gdy pR = {0} dla pewnej liczby pierwszej p.
Ale R jest pierscieniem zredukowanym, wiec z twierdzenia Andrunakiewicza-
Rjabuhina istnieje niepusta rodzina {I;}c7 idealéw pierécienia R taka, ze
MNier It = {0} oraz R/I; jest dziedzing dla kazdego t € T. Wobec tego dla
kazdego t € T dziedzina R/I; jest pierécieniem Jacobsona, a wiec na mocy
stwierdzenia 14.5, R/I; jest pierScieniem z dzieleniem. Ponadto p(R/I;) =
{0}, wiec z twierdzenia 14.12 pierscienn R/I; jest przemienny. Wezmy dowolne
a,b € R. Wtedy dla kazdego t € T mamy, ze (a+ I;)(b+ 1) = (b+ L) (a+ ),
wiec ab — ba € I;. Zatem ab — ba € Nyer Iy = {0}, wiec ab — ba = 0, czyli
ab = ba i pierscien R jest przemienny. m
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Stwierdzenie 14.14. Klasa piersScieni Jacobsona jest zamknieta na rozsze-
rzenia, tzn. jesli I Q R @ R/I oraz I sq pierScieniami Jacobsona, to R jest
pierscieniem Jacobsona.

DowOp. Wezmy dowolne niezerowe a € R. Poniewaz R/ jest pierScieniem
Jacobsona, wiec istnieje liczba naturalna m > 2 taka, ze a + I = (a + I)™,
skad b = a™ —a € I. Ale I tez jest pierécieniem Jacobsona, wiec istnieje
liczba naturalna n > 2 taka, ze b = b". Zatem (a™ — a)" = a™ — a. Stad
[a] = (a) + ...+ (a™1). Ponadto ze stwierdzenia 14.4 grupy I* i (R/I)"
sa torsyjne, wiec grupa RT jest torsyjna i stad pierscien [a] jest skonczony.
Ponadto ze stwierdzenia 14.3 pierécienie R/I oraz I sa zredukowane, wiec
pierdcien R tez jest zredukowany. Wobec tego [a] jest skoficzonym przemien-
nym pierscieniem zredukowanym. Zatem z twierdzenia Wedderburna-Artina
[a] jest skonczong suma prosta cial skonczonych i z twierdzenia 14.7 [a] jest
pierscieniem Jacobsona. Zatem istnieje liczba naturalna k > 2 taka, ze a = a*.
Ponadto, 0 = 02, wiec R jest pier§cieniem Jacobsona. [



Wyktad 15

Pierscienie regularne w sensie
von Neumanna

15.1 Podstawowe wlasnosci pierscieni regular-
nych w sensie von Neumanna

Definicja 15.1. Powiemy, ze pierscien R jest regularny w sensie von Neu-
manna, jezeli dla dowolnego a € R istnieje x € R takie, ze a = axa.

Twierdzenie 15.2. Dla dowolnego pierscienia R réwnowazne sq warunki:
(i) R jest pierScieniem regularnym w sensie von Neumanna,
(i1) Msy(R) jest pierscieniem reqularnym w sensie von Neumanna.

DowoOD. (i) = (i). Wezmy dowolne a € R. Wtedy istnieja x,y,z,t € R

.. la 0] |a 0 Ty a 0 a 0| | azra O
ke )= 0 £ V] o] s b)- |G )
a wiec a = axa i pierscien R jest regularnym w sensie von Neumanna.

(1) = (i1). Wezmy dowolne A = [ CCL 2 ] € My(R). Wtedy istnieje z € R

0

takie, ze ¢ = cxc, wiec dla X = [O 55] mamy, ze Ay = A — AXA =

[ C(L)l ZI ] dla pewnych aq1,b1,d; € R. Dalej, istnieja r,s € R takie, ze a; =
1

0 0 b
SS].WtedyAzzAl—AlyAlz 0 02]

dla pewnego by € R. Istnieje wiec u € R takie, ze by = byuby. Niech Z =

[ 2 8 ] Wtedy AQ = AQZAQ. St%d Al - A1YA1 = (Al - A1YA1)Z<A1 —
A1Y Ay), czyli Ay = AT Ay dla pewnego T € My(R). Zatem A—AXA = (A—
AXA)T(A—AXA), skad A= ASAdlaS = X4+T—-AX - XAT+XATAX €

Ms(R). Zatem pierécien Ms(R) jest regularny w sensie von Neumanna. [

aira; 1dy = dysdy. Niech Y =

99
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Stwierdzenie 15.3. Klasa pierscient reqularnych w sensie von Neumanna
jest zamknieta na rozszerzenia, tzn. jesli I <\ R i pierscienie I oraz R/I sq
reqularne w sensie von Neumanna, to pierscien R tez jest reqularny w sensie
von Neumanna.

DowOD. WeZmy dowolne a € R. Wtedy istnieje y € R takie, ze a+ I = (a +
I)(y+I)(a+1),skad i = a—aya € 1. Zatem istnieje j € I takie, ze i = iji. Stad
a—aya = (a—aya)j(a—aya), wiec a = azxa dla v = y+ j — jay —yaj +yajay
i pierscien R jest regularny w sensie von Neumanna. O]

Stwierdzenie 15.4. Kazdy ideal 1 kazdy obraz homomorficzny pierscienia
reqularnego w sensie von Neumanna jest pierscieniem reqularnym w sensie
von Neumanna.

DowOD. Niech R bedzie pierScieniem regularnym w sensie von Neumanna i
niech I < R. Wezmy dowolne a € I. Wtedy istnieje x € R takie, ze a = axa.
Stad a = a(zax)a. Ale a € I, wiec zax € I. Zatem pierscien I jest regularny
w sensie von Neumanna.

Niech f: R — S bedzie homomorfizmem pierscienia R na pierécien S.
Wezmy dowolne a € S. Wtedy istnieje b € R takie, ze a = f(b). Stad istnieje
r € R takie, ze b = bxb. Zatem a = f(bxb) = f(b)f(z)f(b) = af(z)a i

pierscien S jest regularny w sensie von Neumanna. O]

Stwierdzenie 15.5. Kazdy pierscien reqularny w sensie von Neumanna jest
pierscieniem potpierwszym.

DowOD. Niech R bedzie pierscieniem regularnym w sensie von Neumanna.
WeZzmy dowolne a € R takie, ze aRa = {0}. Wtedy a = aza dla pewnego
xr € R, wigc a € aRa, skad a = 0 i pierscien R jest polpierwszy. [

Przyktad 15.6. Zauwazmy, ze kazdy pierscien D z dzieleniem jest regularny
w sensie von Neumanna, bo 0 = 0 -0 - 0 oraz dla niezerowego a € D istnieje
b € D takie, ze ab = 1, skad a = aba. W szczegdlnosci kazde ciato jest
pierécieniem regularnym w sensie von Neumanna.

Na mocy twierdzenia 15.2 mamy stad, ze dla dowolnego pierécienia D z
dzieleniem, pierscien macierzy My(D) jest regularny w sensie von Neumanna.

Przyktad 15.7. Zauwazmy, ze ideal jednostronny pierécienia regularnego w
sensie von Neumanna nie musi by¢ pierscieniem regularnym w sensie von Neu-
manna. Mianowicie, niech D bedzie dowolnym pierscieniem z dzieleniem. Wte-
dy R = M,(D) jest pier§cieniem regularnym w sensie von Neumanna na mocy

przyktadu 15.6. Ponadto L = [ D0 < Ril= [ 0 < L, przy czym

0
D 0 D 0
I? = {0y} oraz I # {0;}. Gdyby pierscien L byt regularny w sensie von Neu-
manna, to na mocy stwierdzenia 15.4 pierscien I bytby regularny w sensie von
Neumanna, co przeczy stwierdzeniu 15.5. Zatem pierscien L nie jest regularny
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<, Ri

D
0 0

w sensie von Neumanna. Podobnie mozna pokazac, ze P = [
P nie jest pierscieniem regularnym w sensie von Neumanna.

Stwierdzenie 15.8. Jezeli {R;}ier jest niepustq rodzing pierscieni reqular-
nych w sensie von Neumanna, to pierscienie [[,cr Ry @ @ Ry tez sq reqularne
w sensie von Neumanna.

Dowo6p. Wezmy dowolne a = (a;)ier € [lier Ri. Wtedy dla kazdego t € T
istnieje x; € R, takie, ze a; = ayx4ay. Niech x = (z;)ier. Wtedy = € [lier Ry
oraz a = axa, wiec pierscien [[,cr R; jest regularny w sensie von Neumanna.
Ponadto @,cr R: < [lier R:, Wiec ze stwierdzenia 15.4 pierscien @, R: jest
regularny w sensie von Neumanna. [

Stwierdzenie 15.9. Jezeli dziedzina R jest reqularna w sensie von Neuman-
na, to R jest pierscieniem z dzieleniem.

DowOD. WeZzmy dowolne niezerowe a € R. Wtedy istnieje x € R takie, ze
a = aza. Stad ar = axaxr, wiec e = az jest idempotentem i a = ea, skad
e # 0. Dla dowolnego b € R mamy, ze e(b — eb) = eb — e*b = eb — eb = 0,
wiec b —eb = 0, gdyz R jest dziedzing i e # 0. Stad b = eb dla kazdego
b € R. Ponadto (b — be)e = be — be? = be — be = 0, wiegc b —be = 01w
konsekwencji e jest jedynka pierécienia R. Jezeli f € R jest idempotentem,
to 0 = f(e— f), skad f = 0 lub f = e. Zatem e jest jedynym niezerowym
idempotentem pierscienia R. Wezmy dowolne niezerowe ¢ € R. Wtedy istnieje
y € R takie, ze ¢ = cyc, skad cy = cycy i cy # 0. Zatem cy jest niezerowym
idempotentem w R, skad cy = e. Ponadto, yc = ycyc, wiec yc jest niezerowym
idempotentem w R i stad yc = e. Zatem cy = yc = e i R jest pierscieniem z
dzieleniem. O]

Stwierdzenie 15.10. Jezeli pierscien R jest reqularny w sensie von Neuman-
na, to dla kazdego a € R istnieje idempotent e € R taki, ze Ra = Re.

DowOD. WeZzmy dowolne a € R. Wtedy istnieje € R takie, ze a = azxa,
skad xa = raxa. Zatem e = za jest idempotentem i a = ae € Re. Wobec tego
Ra C Re. Ale e € Ra, wiec Re C Ra i ostatecznie Ra = Re. O

Lemat 15.11. Jezeli pierscienn R jest reqularny w sensie von Neumanna, to
dla dowolnych a,b € R istnieje idempotent e € R taki, ze Ra + Rb = Re.

DowOD. Ze stwierdzenia 15.10 wynika, ze istniejg idempotenty e, f € R takie,
ze Ra = Rei Rb= Rf. Zatem Ra+ Rb= Re+ Rf. Ponadtoe—ef € Re+Rf
oraz e = (e —ef)+ f € R(e —ef) + Rf, wiec Re + Rf = R(e —ef) + Rf
i Ra+ Rb = R(e —ef)+ Rf. Ze stwierdzenia 15.10 istnieje idempotent g €
R(e —ef) taki, ze Rg = R(e —ef). Ale (e —ef)f =ef —ef’=cf —ef =0,
wiec tez gf = 01 Ra+ Rb = Rg + Rf. Ponadto, g+ f — fg € Rg+ Rf i
f=f(f+g—1fg)oraz g = g(g+ f— fg), wicc Ra+ Rb= R(g+ f — fg). Stad
i ze stwierdzenia 15.10 istnieje idempotent v € R taki, ze Ra + Rb = Ru. [
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Ze stwierdzenia 15.10 i z lematu 15.11 przez prosta indukcje uzyskujemy
nastepujace

Stwierdzenie 15.12. Jezeli pierscienn R jest reqularny w sensie von Neu-
manna, to dla dowolnego n € N 1 dla dowolnych ay,as, ... ,a, € R istnieje
tdempotent e € R taki, Ze Ra; + Ras + ...+ Ra, = Re.

Twierdzenie 15.13. Dla dowolnego pierscienia R nastepujgce warunki sg
rownowazne:

(i) R jest reqularny w sensie von Neumanna,

(ii) dla kazdego a € R istnieje idempotent e € R taki, Ze Ra + (a) =
Re, tzn. kazdy lewostronny ideal glowny pierscienia R jest generowany przez
tdempotenta,

(11i) dla kaZdego a € R istnieje idempotent e € R taki, ze aR + {(a) =
eR, tzn. kazdy prawostronny ideal glowny pierscienia R jest generowany przez
idempotenta.

DowoOD. (i) = (ii). Wynika od razu ze stwierdzenia 15.10.

(i1) = (i). Wezmy dowolne a € R. Wtedy istnieje idempotent e € R
taki, ze Ra + (a) = Re. Ale e = €%, wicc e € Re oraz e = €3 € ReRe,
skad Re C ReRe C Re, czyli Re = (Re)?. Wobec tego Ra C Ra + (a) =
(Ra+ {(a))? = RaRa + Ra* + aRa + {a*) C Ra, skad Ra = Ra+ (a) i a € Ra
oraz Ra = Re. Zatem istniejg x,r € R takie, ze a = re i e = za. Stad
ae = re? = re = a, czyli a = ae = axa, a wicc a = axa i pierscien R jest
regularny w sensie von Neumanna.

Analogicznie dowodzi sie rownowaznosci warunkéw (i) oraz (iii). O

Przyklad 15.14. Niech V' bedzie niezerowa przestrzenig liniowa nad ciatem
K. Oznaczmy przez R pierscien wszystkich przeksztatcen K-liniowych prze-
strzeni V' w siebie. Udowodnimy, ze pierscien R jest regularny w sensie von
Neumanna. Wezmy dowolne f € R. Jedli f =0, to f = f o f o f. Niech dalej
f # 0. Wtedy Kerf jest wtasciwa podprzestrzenia przestrzeni V' i istnieje
podprzestrzen U C V taka, ze Kerf & U = V. Stad g: U — f(V) dane
wzorem g(a) = f(a) dla o € U jest izomorfizmem liniowym. Istnieje zatem
przeksztalcenie liniowe h: f(V) — U odwrotne do g. Ponadto f(V') jest pod-
przestrzeniag w V', wiec istnieje podprzestrzen W C V taka, ze f(V)dW = V.
Przeksztalcenie 7: V' — f(V) dane wzorem 7m(a + ) = «a dla dowolnych
a€ f(V), B €W jest K-liniowe. Zatem przeksztalcenie ¢ = hom € R. Poka-
zemy, ze f = fopo f. W tym celu wystarczy wykazaé, ze f(a) = (fopo f)(a)
dla dowolnego o € U. A to z kolei jest rownowazne temu, ze v = f(p(7v)) dla
dowolnego v € f(V). Ale dlay € f(V) mamy, ze ¢(v) = h(7(7y)) = h(7), wigc
fle() = f(h(7)) = g(h(7y)) = 7, bo h jest funkcja odwrotna do g. Zatem
rzeczywiscie f = fopo f i pierscien R jest regularny w sensie von Neumanna.

Przyktad 15.15. Kazdy pierscien Jacobsona R jest pierécieniem regularnym
w sensie von Neumanna, bo dla kazdego a € R istnieje liczba naturalna n > 2
taka, ze @ = a™. Stad a = a™ i n2 > 4 oraz a = aza dla z = a™ 2. O
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Stwierdzenie 15.16. Dia dowolnego pierscienia R 1 dla dowolnych m,n € N
pierscienie macierzy My,(M,(R)) i Myn(R) sq izomorficzne.

DowOp. Elementy pierécienia M,, (M, (R)) sa m X m macierzami o wyrazach
z pierScienia M, (R), czyli sa to macierze postaci A = [Ajj]ij=12,. m, gdzie
A;; € M,(R) dla wszystkich ¢,j = 1,2,...,m. Zatem A jest macierzg blo-
kowa zlozong z m? macierzy kwadratowych stopnia n. Oznaczmy przez p(A)
macierz powstajaca z A przez usuniecie nawiaséw we wszystkich jej blokach
A;j. Oczywiscie ¢(A) € M, (R) 1 otrzymujemy w ten sposéb naturalne prze-
ksztalcenie p: M,,(M,(R)) — M.,(R). Jest jasne, ze ¢ jest bijekcja, a nawet
¢ jest izomorfizmem grup addytywnych pierscieni M,,(M,(R)) i Mpy.(R).
Pozostaje zatem do wykazania, ze ¢(A - B) = ¢(A) - ¢(B) dla dowolnych
A, B € M,,(M,(R)).

Przypomnijmy, ze jesli s € N, P jest pierscieniem i C' € M(P), to przez
Ci, j] oznaczamy wyraz stojacy w i-tym wierszu i j-tej kolumnie macierzy C'
dla dowolnych 4,5 € {1,2,...,s} i woéwczas macierz C' mozna jednoznacznie

zapisa¢ w postaci C = > Cli, j|Eyj, przy czym dla ¢ € C, cE;j jest s X s -
J=1
macierza, ktéra w i-tym wierszu i j-tej kolumnie ma element ¢, a poza tym

same zera. Wobec tego dowolng macierz A = [A;j]i =12, .m € My(M,(R))

mozna jednoznacznie zapisaé w postaci A = > (Y (Ay[k, l|En))E; =
ij=1 k=1

Z Z ik, || Ex) Ei;). Poniewaz ¢ jest izomorfizmem grup addytywnych,
1,j=1 k,l=1
wigc z naszych rozwazan otrzymujemy, ze pozostaje wykazac, ze dla dowolnych

(l,b € R, il,iQ,jl,jQ € {1,2, c ,m}, kl,k’g,ll,lg € {1,2, ce ,’TL} zachodzi:

(p(((a’Eklll)Eiljl) ’ ((bEkzl2>Ei2j2)) = (p((aEklll)Eiljl) ’ (p((bEkzb)EZéJé)‘

Whprost z okreslenia ¢ otrzymujemy dla a € R, i,j € {1,2,...,m}, k,l €

{1,2,...,n}:
o((aBw)Eij) = aEG_1ynik,(j—1)n+1-

Mozliwe sg teraz tylko dwa przypadki: 1. j; # 15 oraz 2. j; = is.

W przypadku 1, (j1 — D)n + i1 # (i2 — 1)n + ko, wiec ((aEk1,)Ei ) -
((bEk2l2)Ei2j2) = 0 oraz @((aElﬂll)Eiljl) ) w((bEk2l2)Ei2j2) = 0, a zatem dowo-
dzony wzér zachodzi.

W przypadku 2, ((&Eklll)Eiljl) ) ((bEk212)Ei2j2) = ((G’Eklll) ’ (bEk212))Ei1j2
i teraz mamy znawu dwa przypadki: (a) l; # ko oraz (b) l; = k. W przy-
padku (a), (aEx,,) - (bEky,) = 0 oraz (j1 — 1)n + 13 # (ia — 1)n + ko, wiec
o((aLy,1,)Ei ) - o(bEg,1, ) Eiyjy) = 0, a zatem dowodzony wzér zachodzi. Na-
tomiast w przypadku (b), (aEk,,) - (0Eky,) = (ab) Bk, skad ((aEky, ) Eiyjy) -
((bEkQIQ)Eisz> = ((ab)E/ﬂb)Eth: czyli @(((aElﬂh)Eiljl) ’ ((bEk212>E22J2)) =
(ab) Eiy 1)k, (a—Dn+lz Oraz (1—1)ntly = (io—1)n+ks, wice p((a L1, ) Ei
@((bEk212>Ei2j2> - (aE(il—l)n+k1,(j1—1)n+ll) : (bE(ig—l)n+k2,(j2—1)n+l2) -
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(ab) E(i, —1yn+k1,(ja—1)n+1s» & zatem nasz wzor tez jest prawdziwy w tym przy-
padku. [

Twierdzenie 15.17. Jezeli R jest pierscieniem regularnym w sensie von Neu-
manna, to dla kazdej liczby naturalnej n pierscien macierzy M, (R) teZ jest
reqularny w sensie von Neumanna.

DowOD. Z twierdzenia 15.2 wynika, ze pierscien My(R) jest regularny w
sensie von Neumanna. Zatézmy, ze dla pewnego m € N pierécien Mam(R)
jest regularny w sensie von Neumanna. Wtedy z twierdzenia 15.2 pierscien
My(Mym(R)) jest regularny w sensie von Neumanna. Zatem ze stwierdze-
nia 15.15 pierscien Mom+1(R) jest regularny w sensie von Neumanna. Wo-
bec tego przez indukcje mamy, ze dla dowolnego s € N pierscien Moas(R)
jest regularny w sensie von Neumanna. Wezmy dowolng liczbe naturalng n.
Wtedy istnieje liczba naturalna s taka, ze 2° > n. Wezmy dowolne A €
M, (R). Z regularnosci pierscienia Mys(R) wynika istnienie macierzy X €
Mn(R), Y € Mnx(gs,n)(R), Z € M(gs,n)xn(R), U e M(gs,n)X(Qs,n)(R) takich,

e A 0n><(25—n) _ A 0n><(25—n) . XY .
Os—n)yxn  O(@s—n)x(25—n) Os—n)xn  O2s—n)x(25—n) Z U
[ A On><(257n) ‘| 7 Sk@d
O2s—nyxn  O2s—n)x(25—n)
4 Oncem | | AXA S Oy | i 4 — Ax A
O@s—nyxn 025 —n)x(25—n) O@s—nmyxn  O@s—n)x(25—n)
pierscien M, (R) jest regularny w sensie von Neumanna. O]

15.2 Pierscienie silnie regularne

Stwierdzenie 15.18. Dia dowolnego pierscienia R nastepujgce warunki sq
rownowazne:

(i) R jest zredukowany i reqularny w sensie von Neumanna,

(ii) a € a*R dla dowolnego a € R,

(iii) a € Ra? dla dowolnego a € R.

DowOD. (i) = (ii). Wezmy dowolne a € R. Wtedy istnieje x € R takie, ze
a = aza. Stad (a — a®z)a = a® — a(aza) = a* — a® = 0, wigc (a — a’x)? = 0.
Ale pierécieni R jest zredukowany, wiec a — a?z = 0, skad @ = a®z i a € a®R.

(ii) = (7). Wezmy dowolne a € R takie, ze a®> = 0. Wtedy istnieje y € R
takie, ze a = a®y. Stad a = 0 i pierscien R jest zredukowany. Niech a € R.
Wtedy istnieje z € R taki, ze a = a’*x. Stad a(a — ara) = a* — (a*z)a =
a’* — a* = 0, wiec (a — ara)? = 0. Ale pierécieni R jest zredukowany, wiec
a —ara = 01 a = axa, a zatem pierscien R jest regularny w sensie von
Neumanna.

Analogicznie dowodzi sie rownowaznosci warunkéw (i) oraz (iii). O
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Definicja 15.19. Zredukowane pierscienie regularne w sensie von Neumanna
nazywamy pierscieniami silnie regularnymi.

Stwierdzenie 15.20. Kazdy obraz homomorficzny pierscienia silnie regular-
nego jest pierScieniem silnie reqularnym.

DowOD. Niech f: R — S bedzie homomorfizmem pierécienia silnie regular-
nego R na pierscien S. Wezmy dowolne a € S. Wtedy istnieje a; € R takie,
ze f(a1) = a. Ale R jest silnie regularny, wiec na mocy stwierdzenia 15.18
istnieje by € R takie, ze a; = a?b;. Stad a = a®f(b1) i na mocy stwierdzenia
15.18 pierscien S jest silnie regularny. O]

Stwierdzenie 15.21. Klasa pierscient silnie reqularnych jest zamknieta na
r0252€erZenia.

DowoOD. Niech I <R iniech I oraz R/I beda pierdcieniami silnie regularnymi.
Wtedy I i R/I sa pierécieniami zredukowanymi, wiec na mocy stwierdzenia
13.9 pierécien R jest zredukowany. Ponadto I i R/ sa pierécieniami regularny-
mi w sensie von Neumanna, wiec ze stwierdzenia 15.3 pierscien R jest regularny
w sensie von Neumanna. Zatem pierscien R jest silnie regularny. [

Stwierdzenie 15.22. Jezeli R jest pierscieniem silnie reqularnym, to kazdy
jego ideatl jednostronny jest pierscieniem silnie reqularnym. W szczegélnosci
kazdy ideal pierscienia silnie regularnego jest pierScieniem silnie reqularnym.

DowOD. Niech L <; R, gdzie R jest pierScieniem silnie regularnym. WeZmy
dowolne a € L. Wtedy na mocy stwierdzenia 15.18 istnieje x € R takie,
ze a = za®, skad a = zra’a = (2%a)a® i #%°a € L, bo L <; R. Zatem ze
stwierdzenia 15.18 pierscien L jest silnie regularny. Podobnie pokazuje sie, ze
jezeli P <, R, to P jest pierscieniem silnie regularnym. O

Stwierdzenie 15.23. Pierscien silnie regularny R jest pierScieniem pierw-
szym wtedy 1 tylko wtedy, gdy R jest pierScieniem z dzieleniem.

DowOD. Oczywiscie kazdy pierscien z dzieleniem jest zredukowany i pierwszy
oraz jest regularny w sensie von Neumanna, a wi¢c jest pierscieniem silnie
regularnym.

Na odwrdét, niech R bedzie silnie regularnym pierscieniem pierwszym. Wte-
dy R jest zredukowanym pier$cieniem pierwszym, wiec ze stwierdzenia 13.11 R
jest dziedzing. Stad i ze stwierdzenia 15.9 R jest pierScieniem z dzieleniem. []

Stwierdzenie 15.24. Kazdy ideal jednostronny pierscienia silnie reqularnego
R jest ideatem pierscienia R.

DowOD. Niech L <; R i wezmy dowolne a € L i dowolne r € R. Ze stwier-
dzenia 15.10 istnieje idempotent e € Ra taki, ze Ra = Re. Ale pierécien R
jest zredukowany, wiec e € Z(R). Ponadto a = ye dla pewnego y € R, wiec
ar = (ye)r = y(er) = (yr)e € Ra C L. Stad L < R.

Analogicznie pokazuje sie, ze jesli P <, R, to P < R. [
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Twierdzenie 15.25. Pierscien zredukowany R jest silnie reqularny wtedy 1
tylko wtedy, gdy kazdy jego obraz pierwszy jest pierscieniem z dzieleniem.

DowOD. Zaldézmy, ze pierscien R jest silnie regularny i niech S bedzie jego
obrazem homomorficznym i niech S bedzie pierscieniem pierwszym. Wtedy
na mocy stwierdzenia 15.20 S jest pierécieniem silnie regularnym. Zatem ze
stwierdzenia 15.23 S jest pierscieniem z dzieleniem.

Na odwrdt, zalézmy, ze R jest pierScieniem zredukowanym i kazdy pierwszy
obraz R jest pierscieniem z dzieleniem. Niech I bedzie ideatem potpierwszym
pierécienia R. Wtedy na mocy twierdzenia 4.37 [ jest czescia wspolna niepu-
stej rodziny A wszystkich idealéw pierwszych pierscienia R zawierajacych 1.
Wezmy dowolne r € R takie, ze r? € I. Wtedy dla kazdego A € A jest r? € A,
skad (r + A)? = 0 w pierscieniu R/A, ktory jest z dzieleniem. Zatem r € A
dla kazdego A € A, skad r € I. W ten sposob pokazaliémy, ze pierscienr R/I
jest zredukowany.

Zalozmy, ze istnieje a € R takie, ze a € aRa. Niech R bedzie rodzing takich
ideatow potpierwszych I pierécienia R, ze a € aRa + I. Poniewaz pierécien R
jest zredukowany i a € aRa, wiec {0} € R. Zatem rodzina R jest niepusta.
Niech {/;}ses bedzie tancuchem ideatéw z rodziny R. Oczywiscie a € aRa +
U Is. Zauwazmy tez, ze jesli dla pewnego r € R, r* € |J I, to r? € I, dla
ses SES
pewnego s € S. Jednakze, jak wykazaliSmy wczesniej R/I jest pierscieniem
zredukowanym, wiec r € I;. To dowodzi, ze U I; € R. Stosujac lemat Zorna

ses
mozemy wiec znalez¢ w R ideal maksymalny (). Zauwazmy, ze () nie moze

by¢ idealem pierwszym, gdyz wowczas z zatozenia R/(Q) bylby pierscieniem z
dzieleniem i mieliby$my, ze a € aRa + Q. Istnieja wiec idealy A, B pierscienia
R takie, ze Q C A, Q C B oraz AB C Q. Niech K = {r € R:rB C Q}
oraz L ={r € R: Kr C Q}. Oczywiscie K i L sa ideatami w R oraz A C K
i B C L. Zauwazmy, ze (K N L)> C KL C Q. Z pdlpierwszosci ideatu Q
wynika wiec, ze K N L C Q). Zauwazmy réwniez, ze jesli I jest takim ideatem
R, 7ze I? C L, to KIKI C KI? C KL C Q. Z polpierwszoéci (Q wynika
wiec, ze KI C Q. Z definicji ideatu L otrzymujemy, ze I C L, co dowodzi,
ze L jest ideatem poélpierwszym. Podobnie wykazujemy, ze K jest ideatem
potpierwszym. Z maksymalnosci () wynika, ze a € aRa+ K oraz a € aRa—+ L.
Zatem a — arxa € K oraz a — aya € L dla pewnych z,y € R. Wowczas
a—a(r+y—zay)a = a—ara—(a—azxa)ya € K, a takze a—a(x+y—zray)a =
a—aya—ax(a—aya) € L. Stad wiec a € aRa+ (K NL) C aRa+ Q. Uzyskana
sprzecznos¢ konczy dowdd. [



