Egzamin z algebry liniowej 2003 r.
Czesé I na ocene dostateczna
Zadanie 1. Wyznacz wszystkie liczby zespolone z takie, ze

a) 22 =—8+6i,b) (-2 +3i) -z =—21 —i.
Zadanie 2. Wykonaj podane dzialania macierzowe:

[1 2 3r_[2 1]+ :i _g
01 2 12
7 —6

Zadanie 3. Stosujac metode eliminacji Gaussa rozwiaz nad cialem R uklad réwnan:

Ty — T2 — Y93 + 64 + Txs + 10z¢ = 3
— 6xz3 + 4y + 225 + 3z =
- 3173 + 2564 - 1 1585 - 15136 = 1

Zadanie 4. Stosujac rozwiniecie Laplace’a wzgledem drugiej kolumny oblicz wyznacznik:

3 a 5 2
2 b 70
-3 ¢ 2 0
5 d 1 2

Czes¢ II na ocene co najmniej dobra

Zadanie 5-db. Oblicz rzad macierzy:

3 -1 3 7T 95
5 —3 2 7T 4
A= 1 -3 =5 -7 -7
7 =5 1 5 1

Zadanie 6-db. Wyznacz macierz odwrotna do macierzy:

1 0 0 1
A:0021
11 1 1
31 1 2

Zadanie 7-db. W przestrzeni liniowej R* dane sa podprzestrzenie:
V =L([1,1,0,0],[0,1,1,0], [0,0,1,1]) oraz W = L([1,0,1,0],[0,2,1,1],[1,2,1,2)).
Wyznacz baze i wymiar podprzestrzeni:
a) V,b) W, c) V4+W,d) Vnv.
Zadanie 8-bdb. Znajdz uktad jednorodny réwnan liniowych nad cialem R, ktérego przestrzen
rozwiazan jest generowana przez wektory: [1,—1,1,-1,1], [1,1,0,0,3], [3,1,1,-1,7], [0,2,-1,1,2].
Zadanie 9-bdb. Wyznacz wartosci i wektory wlasne nad cialem R macierzy:

7T =12 6
A=1]10 -19 10
12 —-24 13



Rozwiazania zadan

Rozwiazanie Zadania 1. a) Szukana liczbe z zapiszmy w postaci: z = x+yi, gdzie x i y sa szukanymi

liczbami rzeczywistymi. Wtedy 22 = 2% + 22yi —y? = (22 —y?) +22yi. Zatem 2% —y?) + 2zyi = —8+6i,
2 2
. — = -8 . N
skad 22 —y? = —8 oraz 2zy = 6, czyli { o Y g - Poszukujemy rozwiazan naszego uktadu
Ty =

réwnan w liczbach catkowitych x, y. Z drugiego réwnania widzimy, ze liczby x, y maja ten sam znak,
wiecx =1iy=3lubx =31y =1. Ale po uwzglednieniu pierwszego rownania mamy, ze x = 1 i
y = 3. Stad jednym z rozwianan rownania podanego w tresci zadania jest z; = 1 4 3i. Zatem drugim
rozwiazaniem jest zo = —1 — 31.

Odp. z=1+4+3ilub z = -1 — 3.

o _ol—i _ 214i _ (2144)-(2431) __ 42463i+42i—3 _ 39+465i _ .
b) Mamy, ze 2z = =5 7; = 5=5; = G T s = T = 3+ 5.
Odp. z =3+ 5.

T
Rozwiazanie Zadania 2. Mamy, ze =12 1], wiec L 23 2L =
1 2 0 1 2 1 2
3 2
1 2 2 1 T -1 0 2 1
N S A E A S P R ) i e
| 3 2 8 7 -7 —6 8 7
[ —1 0 11
-4 -3 [=]11
L -7 —6 1 1
1 1
Odp. |1 1
1 1
Rozwiazanie Zadania 3. B’edziemy wykonywali rachunki na macierzy uzupelniownej naszego
uktadu:
11 -9 6 7 10 | 3 11 0 0 40 550
wi —3ws, wa—2ws XTIy
0 0 —6 4 2 312 = 0 0 0 0 24 3310 =
L0 0 -3 2 —-11 -—-15]|1 00 -3 2 —-11 —-15]|1
10 0T 4 ssjo|, [T O TT W o
0 O 0 O 24 3310 = 0 2 -3 0 —-11 —-15|1 =
| 0 2 =3 0 —-11 —15|1 | 0 0 0 O 24 3310
[ z1 x4 Ts5 X9 T3 Te T xr1 x4 T5 T2 T3 Tg
1 0 40 1 0 5510 Luws, Lws 1 0 40 1 0 55| 0 w1 —40ws, wa+ L ws
0 2 —-11 0 -3 —15|1 = o 1 -% o -% 2|14 =
0 O 24 0 0 3310 0 O 1 0 0 % 0
:;cl T4 Ts T2 T3 Te -
1 0 0 1 0 010
0 1 0 0 _% Tlﬁ % Zatem zmiennymi bazowymi sa xs, T3, Tg Oraz ry = —Tg, Ty =
00 1 0 o0 &jo

%_4— %$3 - 1—16336, T5 = —%xﬁ. Stad mamy nastepujaca odpowiedz:
Odp. Uktad posiada nieskoriczenie wiele rozwiazan danych wzorami:
% + %b — 1—160, x5 = —ie, xg = ¢, gdzie a, b, ¢ sa dowolnymi liczbami

r1 = —a, % =a,x3=0>0, x4 = 3

rzeczywistymi.



Rozwiazanie Zadania 4. Mamy, ze

g C; ‘; 3 2 70 3 5 2 35 2
=(-D)"2.a-] =3 2 0 [+(-1)*2b-| =3 2 0 |+(-1)*2-c-|2 7 0|+
—3oc 20 5 1 2 5 1 2 5 1 2
5 d 1 2
3 5 2
(—1)**2.4. 2 7 0 |=—50a+ 16b+ 44c + 50d, bo
-3 2 0
2 70 2 7
-3 2 0| -3 2 =840+0—-0-0+42=250,
5 1 2 5 1
3 5 2 3 5
-3 2 0| -3 2 =124+40-6-20—-0+430=16,
5 1 2 5 1
3 5 2|3 5
2 7 0] 2 7 =4240+4-70—0—-20=—44,
5 1 2] 5 1
3 5 2 3 5
2 70 2 7 =04+0+4+8+42-0-0=50.
-3 2 0] -3 2
Odp. —50a + 16b + 44¢ + 50d.
Rozwiazanie Zadania 5. Mamy, ze
0 8§ 18 28 26 3 18 28 926 1 1 1
T(A) w173w3,w2;5w3,w477w3 0 12 27 42 39 — 147 12 27 42 39 §w17§1:1)2,§w3
L3 =5 -1 - 16 36 54 50
0 16 36 54 50
4 9 14 13
1414 9 14 13 :1+r[§ 12 ;Z; ;2 = 14 2 = 3, bo ostatnia 2 X 4 macierz ma
8 18 27 25
niezerowy minor 14 ’:4~27—8~14:—4.
8 27
Odp. r(A) = 3.

Rozwiazanie Zadania 6. Stosujac operacje elementarne na wierszach macierzy [A|l,] przeksztalcimy
ja do postaci [I4]A™1.

100 1|1 000 100 1| 1000

00 2 110 1 00 wz—wi, wq—3wy 0 0 2 1 01 0 0 wa w3
1 11 1/0 0 1 0 - 011 0|-1010]| —
13 1 1 2|0 0 0 1 011 -1/-3 00 1

r1 00 1] 1 0 0 07 100 1] 10 00

01 1 0[-1 01 0 |wiw |0 1 1 -1 0 1 0| (-Duws
002 1/ o01oo0o| ~— |oo0o2 1] 01 o00o0] ~—

L0 1 1 -1|-3 0 0 1| 000 —-1]-20 -1 1

r1 00 1] 1.0 0 07 1000|/-10 -1 1

01 1 0[-1 01 O0|w-w,ws—ws |0 1 1 0]=1 0 1 0| duws
0021 010 O - 002 0/-21 -1 1|~
L0 00 1| 2 0 1 —1 | 0001 20 1 -1




100 0]-1 0 -1 1 1 0 0 0]-1 0o -1 1
001 1 0/=1 0 1 0 uwzws| 0 100 0 —5 5 —5 |
0o0o10/-13% -1 21 = too1o0|-1 L -1 1F Y nastebiiaca
0 0 01 2 0 1 -1 0 0 01 2 0 1 -1
odpowiedz:
-1 0 -1 1
) 0o 1 3 _1
Odp. A~ = 4 i _i i
2 2 2
2 0 1 -1
Rozwiazanie Zadania 7. Poniewaz rzad macierzy ukladu wektoréw generujacych podprzestrzen V'
11 00
jest réwny | 0 1 1 0 | = 3, wiec baza V jest {[1,1,0,0],[0,1,1,0],[0,0,1,1]} oraz dimV = 3.
00 11

Znajdujemy teraz rownanie hiperplaszczyzny V. Jest ono postaci: ajxi + asxs + azxs + agxy = 0, gdzie
[a1, a2, as, aq] jest niezerowym rozwiazaniem ukladu réwnan:

ar + a9 =0
az + as = O .
az + as = 0
Wystarczy wziaé: ag =1, as = —1, as = 1, a; = —1. Zatem réwnaniem hiperplaszczyzny V jest

7!E1+I271’3+1‘4:0.

Znajdujemy baze podprzestrzeni W:

1o 107 101011U31010 101 0 o 101 0
021 1|7="]o211|=]0o211|"=E"o10o1|7="010 1
1 2 1 2 0 2 0 2 0 1 0 1 0 2 1 1 0 0 1 -1
Zatem baza W jest {[1,0,1,0],[0,1,0,1],[0,0,1,—1]} oraz dim W = 3.
Znajdujemy réwnanie byxy + boxs + bsxs + byxy = 0 hiperplaszczyzny W:
by + b3 =0
bo + by = 0.
bs — by = 0
Wystarczy wzia¢: by = 1, bg = 1, b = —1, by = —1 i szukane réwnanie hiperptaszczyzny W ma postaé:

—X1 — X2 + T3+ X4 =0.
Stad podprzestrzen V N'W jest zbiorem rozwiazan ukladu réwnan:

—x1 + X2 — x3 + x4 = 0
—X1 — To + I3 =+ Xq = 0 ’

Rozwiazujemy ten uklad metoda eliminacji Gaussa:
-1 1 =1 1|0 | we—wi | —1 1 -1 1
[—1—1 110] :{0—2 2 0
10 0 —-1|0
[ 01 -1 0]0
gdzie t,s € R. Zatem VNW = {[s,t,t,s] : s,t € R} = {[5,0,0,5] +[0,¢,¢,0] : t,s € R} =
{50[1,0,0,1]+t0[0,1,1,0] : s, € R} = L([1,0,0, 1], [0, 1,1,0]), czyli baza VAW jest {[1,0,0,1],[0,1,1,0]}
oraz dim(V NW) = 2.
Stad dim(V+W) = dim(V) +dim(W) —dim(VNW) = 3+3—-2 = 41 V 4+ W jest podprzestrzenia prze-
strzeni cztero wymiarowej R*, wiec V+W = R* oraz baza V+W jest {[1,0,0,0], [0, 1,0, 0], [0,0, 1,0],[0,0,0,1]}.

0 =

0 (—1)w1,_—%)w2 1 -1 1 -1
0 - 0 1 -1 0

0 :| wiFws2

} Zatem zmiennymi bazowymi sa x3 1 x4. Stad z3 =t, x4 = s, 2 = t, 1 = s,



Rozwiazanie Zadania 8. Znajdujemy najpierw baze podprzestrzeni V' generowanej przez wektory:
n,-1,1,-1,1},1,1,0,0,3], [3,1,1,-1,7], [0,2,—1,1, 2].

1 1 0 0 3 1 1 0 0 3 1 1 0 0 3
1 -1 1 -1 1 | we—wi,ws=3w1 | 0 =2 1 -1 =2 | wetws, wg+ws | 0 0 0 0 0
301 1 -1 7 - 0 -2 1 -1 -2 - 00 000
L O 2 -1 1 2 0 2 -1 1 2 0 2 -1 1 2
(1 1 0 0 3 . . . .
02 -1 1 2| Zatem baza V jest {[1,1,0,0,3],[0,2,—1,1,2]} oraz dimV = 2. Poniewaz na-

sze wektory maja 5 wspélrzednych, wiec szukany uklad réwnan bedzie sie skladat z 5 — 2 = 3 réwnan.
Ponadto baza przestrzeni R® jest {[1,1,0,0,3],[0,2,—1,1,2],[0,0,1,0,0],[0,0,0,1,0],[0,0,0,0, 1]}, wiec
istnieje przeksztalcenie liniowe f : R® — R3 takie, ze

f([1,1,0,0,3]) =[0,0,0], (1)
f(0,2,-1,1,2]) = [0,0,0], (2)
f([0,0,1,0,0]) = [1,0,0], (3)
£([0,0,0,1,0]) = [0,1,0], (4)
£(]0,0,0,0,1]) = [0,0, 1]. (5)

Poniewaz wektory [1,0,0], [0, 1,0], [0,0, 1] tworza baze przestrzeni R? oraz naleza do f(R%), wiec f(R?) =
R?, czyli dim f(R®) = 3. Ale 5 = dimR® = dim Ker(f) + dim f(R®), wiec dim Ker(f) = 5—3 =
2. Ponato z (1) i (2) mamy, ze V = L([1,1,0,0,3],[0,2,-1,1,2]) C Ker(f) oraz dimV = 2, wiec
V = Ker(f). Pozostaje zatem wyznaczy¢ wzér analityczny na takie przeksztalcenie f. Niech e; =
[1,0,0,0,0], 2 = [0,1,0,0,0], e = [0,0,1,0,0], e, = [0,0,0,1,0], e5 = [0,0,0,0,1]. Wtedy dla dowolnych
X1,%2, X3, Tq,T5 € R: [X1, X0, T3, Ty, 25] = 21061 +To0€es+x30€3+ 24064+ 25065 Zatem z liniowosei
przeksztalcenia f mamy, ze f([x1, 22, 23, 24, 25]) = x10 f(€1)+x20 f(€2)+a30 f(€3)+ x40 f(€4)+a50 f(€5).

Ze wzoru (2) mamy, ze 20 f(ea) — f(e3) + f(ea) +20 f(e5) = [0,0,0], wiec 20 f(e2) —[1,0,0]+[0,1, 0]+
20[0,0,1] = [0,0,0], skad f(e2) =[5, -3, —1].

Ze wzoru (1) mamy, ze f(e1)+ f(e2)+30 f(e5) = [0,0,0], czyli f(el)—i-[%, —%, —1]+30]0,0,1] = [0,0,0],
skad f(el) = [7%7 %7 72]'

Stad f([z1, 22, 3,24, x5)) = T10[— 3,4, 2]+ @20[3, =%, 1]+ 230[1,0,0]+240[0,1,0]+250[0,0,1] =
[—%xl + %1‘2 + x3, %xl — %1‘2 + x4, —2x1 — 29 + 5].

Zatem V = Ker(f) jest zbiorem rozwiazan uktadu réwnan:

1 1
—571 + 522 + x3 = 0

1 1

5T1 — 5T2 + x4 = 0.
—2r1 — @22 + 25 = 0

Rozwiazanie Zadania 9. Wyznaczamy najpierw wielomian charakterystyczny naszej macierzy:

T—a ~12 6 1—a ~12 6 l—a  —12 6
10 —19—aq 10 | Ftheths ) 0 _19-_g 10 | 2T 0 —7—a 4
12 924 13—a 1—a —924 13—a 0 -12 7-a
(—1)1*+1 . (1 - a) - *7_’1‘21 7_;‘ — (=) [(~T—a)- (T—a)+48] = (1 —a) - (> — 1). Zatem



pierwiastkami wielomianu charakterystycznego sa jedynie liczby : a; = 11 ag = —1. Stad warto$ciami
wlasnymi macierzy A s liczby a3 =11 ag = —1.
Znajdujemy wektory wlasne odpowiadajace wartosci wlasnej a; = 1:

6x; — 1229 + 623 = 0 N . gy — 219 + = 0

571 772> 1373
10z — 20y + 1023 = 0 ° =77 Ty — 229 + = 0 =1 —2z0+x3=0.
122y — 2429 + 1223 = O Ty — 29 4+ = 0

Stad 3 =t, o = s, x1 = 25 — t, t, s € R. Ogdlna posta¢ wektora wlasnego odpowiadajacego wartosci
wlasnej a; = 1: [2s — t, s,t], gdzie s,t € R oraz t # 0 lub s # 0. Baza podprzestrzeni generowanej przez
wektory wlasne odpowiadajace wartosci wlasnej aq = 1 jest {[2,1,0],[-1,0,1]}.

Znajdujemy wektory wlasne odpowiadajace wartosci wlasnej as = —1:
8¢y — 1229 + 623 = 0 , | 4ry — 6x2 + 3z3 = 0
371, 372, 573 To—T1, T3—T1
10zy — 18x9 + 10xz3 = O = dr1 — 92 + Sx3 = 0 =
122y — 2429 + 1l4z3 = 0 6x; — 1220 + Txz = 0
4171 — 6332 + 3:63 0 xrT — 31’2 + 22E3 = 0
T14T2, 573 ro—4r;
ry — 31’2 + 2.’£3 = 0 = 4.’£1 — 61’2 + 31‘3 = 0 =
200 — 6x9 4+ 4dx3 = 0 xry — 3x2 + 223 = 0
Ty — 39 + 223 = 0 é:TZ ry — 3x3 + 223 = 0 =~ 32
63’52 — 5.%‘3 = 0 - Tro — %l’g = 0 -
x1 — 3x3 = 0 . . .
2 0" Zatem x3 = 6t, 1 = 3t, xo = 5t, gdzie t € R. Ogodlna postaé¢ wektora
To — 8333 =
wlasnego odpowiadajacego wartosci wlasnej ag = —1: [3t, 5t, 6], gdzie t € R\ {0}. Baza podprzestrzeni
generowanej przez wektory wlasne odpowiadajace wartodci wlasnej as = —1: {[3,5,6]}.



