
Egzamin z algebry liniowej 2003 r.

Cz ↪eść I na ocen ↪e dostateczn ↪a

Zadanie 1. Wyznacz wszystkie liczby zespolone z takie, że
a) z2 = −8 + 6i, b) (−2 + 3i) · z = −21− i.

Zadanie 2. Wykonaj podane dzia lania macierzowe:

[
1 2 3
0 1 2

]T

·
[

2 1
1 2

]
+

 −1 0
−4 −3
−7 −6

.

Zadanie 3. Stosuj ↪ac metod ↪e eliminacji Gaussa rozwi ↪aż nad cia lem R uk lad równań:
x1 − x2 − 9x3 + 6x4 + 7x5 + 10x6 = 3

− 6x3 + 4x4 + 2x5 + 3x6 = 2
− 3x3 + 2x4 − 11x5 − 15x6 = 1

.

Zadanie 4. Stosuj ↪ac rozwini ↪ecie Laplace’a wzgl ↪edem drugiej kolumny oblicz wyznacznik:∣∣∣∣∣∣∣∣
3 a 5 2
2 b 7 0

−3 c 2 0
5 d 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Cz ↪eść II na ocen ↪e co najmniej dobr ↪a

Zadanie 5-db. Oblicz rz ↪ad macierzy:

A =


3 −1 3 7 5
5 −3 2 7 4
1 −3 −5 −7 −7
7 −5 1 5 1

.

Zadanie 6-db. Wyznacz macierz odwrotn ↪a do macierzy:

A =


1 0 0 1
0 0 2 1
1 1 1 1
3 1 1 2

 .

Zadanie 7-db. W przestrzeni liniowej R4 dane s ↪a podprzestrzenie:
V = L([1, 1, 0, 0], [0, 1, 1, 0], [0, 0, 1, 1]) oraz W = L([1, 0, 1, 0], [0, 2, 1, 1], [1, 2, 1, 2]).
Wyznacz baz ↪e i wymiar podprzestrzeni:
a) V , b) W , c) V + W , d) V ∩W .

Zadanie 8-bdb. Znajdź uk lad jednorodny równań liniowych nad cia lem R, którego przestrzeń
rozwi ↪azań jest generowana przez wektory: [1,−1, 1,−1, 1], [1, 1, 0, 0, 3], [3, 1, 1,−1, 7], [0, 2,−1, 1, 2].

Zadanie 9-bdb. Wyznacz wartości i wektory w lasne nad cia lem R macierzy:

A =

 7 −12 6
10 −19 10
12 −24 13

.
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Rozwi ↪azania zadań

Rozwi ↪azanie Zadania 1. a) Szukan ↪a liczb ↪e z zapiszmy w postaci: z = x+yi, gdzie x i y s ↪a szukanymi
liczbami rzeczywistymi. Wtedy z2 = x2 +2xyi−y2 = (x2−y2)+2xyi. Zatem x2−y2)+2xyi = −8+6i,

sk ↪ad x2−y2 = −8 oraz 2xy = 6, czyli
{

x2 − y2 = −8
xy = 3

. Poszukujemy rozwi ↪azań naszego uk ladu

równań w liczbach ca lkowitych x, y. Z drugiego równania widzimy, że liczby x, y maj ↪a ten sam znak,
wi ↪ec x = 1 i y = 3 lub x = 3 i y = 1. Ale po uwzgl ↪ednieniu pierwszego równania mamy, że x = 1 i
y = 3. St ↪ad jednym z rozwi ↪anań równania podanego w treści zadania jest z1 = 1 + 3i. Zatem drugim
rozwi ↪azaniem jest z2 = −1− 3i.

Odp. z = 1 + 3i lub z = −1− 3i.
b) Mamy, że z = −21−i

−2+3i = 21+i
2−3i = (21+i)·(2+3i)

(2−3i)·(2+3i) == 42+63i+2i−3
22+32 = 39+65i

13 = 3 + 5i.
Odp. z = 3 + 5i.

Rozwi ↪azanie Zadania 2. Mamy, że
[

1 2 3
0 1 2

]T

=

 1 2
2 1
3 2

, wi ↪ec
[

1 2 3
0 1 2

]T

·
[

2 1
1 2

]
=

 1 2
2 1
3 2

 ·
[

2 1
1 2

]
=

 2 1
5 4
8 7

. St ↪ad
[

1 2 3
0 1 2

]T

·
[

2 1
1 2

]
+

 −1 0
−4 −3
−7 −6

 =

 2 1
5 4
8 7

 +

 −1 0
−4 −3
−7 −6

 =

 1 1
1 1
1 1

.

Odp.

 1 1
1 1
1 1

.

Rozwi ↪azanie Zadania 3. B’edziemy wykonywali rachunki na macierzy uzupe lniownej naszego
uk ladu: 1 1 −9 6 7 10 3

0 0 −6 4 2 3 2
0 0 −3 2 −11 −15 1

 w1−3w3, w2−2w3≡

 1 1 0 0 40 55 0
0 0 0 0 24 33 0
0 0 −3 2 −11 −15 1

 x2↔x4≡


x1
1

x4
0

x3
0

x2
1

x5
40

x6
55 0

0 0 0 0 24 33 0
0 2 −3 0 −11 −15 1

 w2↔w3≡


x1
1

x4
0

x3
0

x2
1

x5
40

x6
55 0

0 2 −3 0 −11 −15 1
0 0 0 0 24 33 0

 x3↔x5≡


x1
1

x4
0

x5
40

x2
1

x3
0

x6
55 0

0 2 −11 0 −3 −15 1
0 0 24 0 0 33 0

 1
2 w2, 1

24 w3
≡


x1
1

x4
0

x5
40

x2
1

x3
0

x6
55 0

0 1 − 11
2 0 − 3

2 − 15
2

1
2

0 0 1 0 0 11
8 0

 w1−40w3, w2+
11
2 w3

≡


x1
1

x4
0

x5
0

x2
1

x3
0

x6
0 0

0 1 0 0 − 3
2

1
16

1
2

0 0 1 0 0 11
8 0

. Zatem zmiennymi bazowymi s ↪a x2, x3, x6 oraz x1 = −x2, x4 =

1
2 + 3

2x3 − 1
16x6, x5 = − 11

8 x6. St ↪ad mamy nast ↪epuj ↪ac ↪a odpowiedź:
Odp. Uk lad posiada nieskończenie wiele rozwi ↪azań danych wzorami:

x1 = −a, x2 = a, x3 = b, x4 = 1
2 + 3

2b − 1
16c, x5 = − 11

8 c, x6 = c, gdzie a, b, c s ↪a dowolnymi liczbami
rzeczywistymi.
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Rozwi ↪azanie Zadania 4. Mamy, że∣∣∣∣∣∣∣∣
3 a 5 2
2 b 7 0

−3 c 2 0
5 d 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)1+2 · a ·

∣∣∣∣∣∣
2 7 0

−3 2 0
5 1 2

∣∣∣∣∣∣ + (−1)2+2 · b ·

∣∣∣∣∣∣
3 5 2

−3 2 0
5 1 2

∣∣∣∣∣∣ + (−1)3+2 · c ·

∣∣∣∣∣∣
3 5 2
2 7 0
5 1 2

∣∣∣∣∣∣ +

(−1)4+2 · d ·

∣∣∣∣∣∣
3 5 2
2 7 0

−3 2 0

∣∣∣∣∣∣ = −50a + 16b + 44c + 50d, bo

∣∣∣∣∣∣
2 7 0

−3 2 0
5 1 2

∣∣∣∣∣∣
2 7

−3 2
5 1

= 8 + 0 + 0− 0− 0 + 42 = 50,

∣∣∣∣∣∣
3 5 2

−3 2 0
5 1 2

∣∣∣∣∣∣
3 5

−3 2
5 1

= 12 + 0− 6− 20− 0 + 30 = 16,

∣∣∣∣∣∣
3 5 2
2 7 0
5 1 2

∣∣∣∣∣∣
3 5
2 7
5 1

= 42 + 0 + 4− 70− 0− 20 = −44,

∣∣∣∣∣∣
3 5 2
2 7 0

−3 2 0

∣∣∣∣∣∣
3 5
2 7

−3 2
= 0 + 0 + 8 + 42− 0− 0 = 50.

Odp. −50a + 16b + 44c + 50d.
Rozwi ↪azanie Zadania 5. Mamy, że

r(A)
w1−3w3, w2−5w3, w4−7w3= r


0 8 18 28 26
0 12 27 42 39
1 −3 −5 −7 −7
0 16 36 54 50

 = 1 + r

 8 18 28 26
12 27 42 39
16 36 54 50

 1
2 w1, 1

3 w2, 1
2 w3

=

1 + r

 4 9 14 13
4 9 14 13
8 18 27 25

 = 1 + r

[
4 9 14 13
8 18 27 25

]
= 1 + 2 = 3, bo ostatnia 2 × 4 macierz ma

niezerowy minor
∣∣∣∣ 4 14

8 27

∣∣∣∣ = 4 · 27− 8 · 14 = −4.

Odp. r(A) = 3.
Rozwi ↪azanie Zadania 6. Stosuj ↪ac operacje elementarne na wierszach macierzy [A|I4] przekszta lcimy

j ↪a do postaci [I4|A−1].
1 0 0 1 1 0 0 0
0 0 2 1 0 1 0 0
1 1 1 1 0 0 1 0
3 1 1 2 0 0 0 1

 w3−w1, w4−3w1≡


1 0 0 1 1 0 0 0
0 0 2 1 0 1 0 0
0 1 1 0 −1 0 1 0
0 1 1 −1 −3 0 0 1

 w2↔w3≡


1 0 0 1 1 0 0 0
0 1 1 0 −1 0 1 0
0 0 2 1 0 1 0 0
0 1 1 −1 −3 0 0 1

 w4−w2≡


1 0 0 1 1 0 0 0
0 1 1 0 −1 0 1 0
0 0 2 1 0 1 0 0
0 0 0 −1 −2 0 −1 1

 (−1)w4≡


1 0 0 1 1 0 0 0
0 1 1 0 −1 0 1 0
0 0 2 1 0 1 0 0
0 0 0 1 2 0 1 −1

 w1−w4, w3−w4≡


1 0 0 0 −1 0 −1 1
0 1 1 0 −1 0 1 0
0 0 2 0 −2 1 −1 1
0 0 0 1 2 0 1 −1

 1
2 w3
≡
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
1 0 0 0 −1 0 −1 1
0 1 1 0 −1 0 1 0
0 0 1 0 −1 1

2 − 1
2

1
2

0 0 0 1 2 0 1 −1

 w2−w3≡


1 0 0 0 −1 0 −1 1
0 1 0 0 0 − 1

2
3
2 − 1

2

0 0 1 0 −1 1
2 − 1

2
1
2

0 0 0 1 2 0 1 −1

. Zatem mamy nast ↪epuj ↪ac ↪a

odpowiedź:

Odp. A−1 =


−1 0 −1 1

0 − 1
2

3
2 − 1

2

−1 1
2 − 1

2
1
2

2 0 1 −1

.

Rozwi ↪azanie Zadania 7. Ponieważ rz ↪ad macierzy uk ladu wektorów generuj ↪acych podprzestrzeń V

jest równy r

 1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1

 = 3, wi ↪ec baz ↪a V jest {[1, 1, 0, 0], [0, 1, 1, 0], [0, 0, 1, 1]} oraz dim V = 3.

Znajdujemy teraz równanie hiperp laszczyzny V . Jest ono postaci: a1x1 + a2x2 + a3x3 + a4x4 = 0, gdzie
[a1, a2, a3, a4] jest niezerowym rozwi ↪azaniem uk ladu równań:

a1 + a2 = 0
a2 + a3 = 0

a3 + a4 = 0
.

Wystarczy wzi ↪ać: a4 = 1, a3 = −1, a2 = 1, a1 = −1. Zatem równaniem hiperp laszczyzny V jest

−x1 + x2 − x3 + x4 = 0.

Znajdujemy baz ↪e podprzestrzeni W : 1 0 1 0
0 2 1 1
1 2 1 2

 w3−w1≡

 1 0 1 0
0 2 1 1
0 2 0 2

 1
2 w3
≡

 1 0 1 0
0 2 1 1
0 1 0 1

 w2↔w3≡

 1 0 1 0
0 1 0 1
0 2 1 1

 w3−2w2≡

 1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 −1

.

Zatem baz ↪a W jest {[1, 0, 1, 0], [0, 1, 0, 1], [0, 0, 1,−1]} oraz dim W = 3.
Znajdujemy równanie b1x1 + b2x2 + b3x3 + b4x4 = 0 hiperp laszczyzny W :

b1 + b3 = 0
b2 + b4 = 0

b3 − b4 = 0
.

Wystarczy wzi ↪ać: b4 = 1, b3 = 1, b2 = −1, b1 = −1 i szukane równanie hiperp laszczyzny W ma postać:

−x1 − x2 + x3 + x4 = 0.

St ↪ad podprzestrzeń V ∩W jest zbiorem rozwi ↪azań uk ladu równań:{
−x1 + x2 − x3 + x4 = 0
−x1 − x2 + x3 + x4 = 0

.

Rozwi ↪azujemy ten uk lad metod ↪a eliminacji Gaussa:[
−1 1 −1 1 0
−1 −1 1 1 0

]
w2−w1≡

[
−1 1 −1 1 0

0 −2 2 0 0

]
(−1)w1, (− 1

2 )w2
≡

[
1 −1 1 −1 0
0 1 −1 0 0

]
w1+w2≡[

1 0 0 −1 0
0 1 −1 0 0

]
. Zatem zmiennymi bazowymi s ↪a x3 i x4. St ↪ad x3 = t, x4 = s, x2 = t, x1 = s,

gdzie t, s ∈ R. Zatem V ∩W = {[s, t, t, s] : s, t ∈ R} = {[s, 0, 0, s] + [0, t, t, 0] : t, s ∈ R} =
{s◦[1, 0, 0, 1]+t◦[0, 1, 1, 0] : s, t ∈ R} = L([1, 0, 0, 1], [0, 1, 1, 0]), czyli baz ↪a V ∩W jest {[1, 0, 0, 1], [0, 1, 1, 0]}
oraz dim(V ∩W ) = 2.

St ↪ad dim(V +W ) = dim(V )+dim(W )−dim(V ∩W ) = 3+3−2 = 4 i V +W jest podprzestrzeni ↪a prze-
strzeni cztero wymiarowej R4, wi ↪ec V +W = R4 oraz baz ↪a V +W jest {[1, 0, 0, 0], [0, 1, 0, 0], [0, 0, 1, 0], [0, 0, 0, 1]}.
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Rozwi ↪azanie Zadania 8. Znajdujemy najpierw baz ↪e podprzestrzeni V generowanej przez wektory:
[1,−1, 1,−1, 1], [1, 1, 0, 0, 3], [3, 1, 1,−1, 7], [0, 2,−1, 1, 2].

1 1 0 0 3
1 −1 1 −1 1
3 1 1 −1 7
0 2 −1 1 2

 w2−w1, w3−3w1≡


1 1 0 0 3
0 −2 1 −1 −2
0 −2 1 −1 −2
0 2 −1 1 2

 w2+w4, w3+w4≡


1 1 0 0 3
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 2 −1 1 2

 ≡

[
1 1 0 0 3
0 2 −1 1 2

]
. Zatem baz ↪a V jest {[1, 1, 0, 0, 3], [0, 2,−1, 1, 2]} oraz dim V = 2. Ponieważ na-

sze wektory maj ↪a 5 wspó lrz ↪ednych, wi ↪ec szukany uk lad równań b ↪edzie si ↪e sk lada l z 5 − 2 = 3 równań.
Ponadto baz ↪a przestrzeni R5 jest {[1, 1, 0, 0, 3], [0, 2,−1, 1, 2], [0, 0, 1, 0, 0], [0, 0, 0, 1, 0], [0, 0, 0, 0, 1]}, wi ↪ec
istnieje przekszta lcenie liniowe f : R5 −→ R3 takie, że

f([1, 1, 0, 0, 3]) = [0, 0, 0], (1)

f([0, 2,−1, 1, 2]) = [0, 0, 0], (2)

f([0, 0, 1, 0, 0]) = [1, 0, 0], (3)

f([0, 0, 0, 1, 0]) = [0, 1, 0], (4)

f([0, 0, 0, 0, 1]) = [0, 0, 1]. (5)

Ponieważ wektory [1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1] tworz ↪a baz ↪e przestrzeni R3 oraz należ ↪a do f(R5), wi ↪ec f(R5) =
R3, czyli dim f(R5) = 3. Ale 5 = dim R5 = dim Ker(f) + dim f(R5), wi ↪ec dim Ker(f) = 5 − 3 =
2. Ponato z (1) i (2) mamy, że V = L([1, 1, 0, 0, 3], [0, 2,−1, 1, 2]) ⊆ Ker(f) oraz dim V = 2, wi ↪ec
V = Ker(f). Pozostaje zatem wyznaczyć wzór analityczny na takie przekszta lcenie f . Niech ε1 =
[1, 0, 0, 0, 0], ε2 = [0, 1, 0, 0, 0], ε3 = [0, 0, 1, 0, 0], ε4 = [0, 0, 0, 1, 0], ε5 = [0, 0, 0, 0, 1]. Wtedy dla dowolnych
x1, x2, x3, x4, x5 ∈ R: [x1, x2, x3, x4, x5] = x1 ◦ ε1 + x2 ◦ ε2 + x3 ◦ ε3 + x4 ◦ ε4 + x5 ◦ ε5. Zatem z liniowości
przekszta lcenia f mamy, że f([x1, x2, x3, x4, x5]) = x1◦f(ε1)+x2◦f(ε2)+x3◦f(ε3)+x4◦f(ε4)+x5◦f(ε5).

Ze wzoru (2) mamy, że 2◦f(ε2)−f(ε3)+f(ε4)+2◦f(ε5) = [0, 0, 0], wi ↪ec 2◦f(ε2)− [1, 0, 0]+ [0, 1, 0]+
2 ◦ [0, 0, 1] = [0, 0, 0], sk ↪ad f(ε2) = [ 12 ,− 1

2 ,−1].
Ze wzoru (1) mamy, że f(ε1)+f(ε2)+3◦f(ε5) = [0, 0, 0], czyli f(ε1)+[12 ,− 1

2 ,−1]+3◦[0, 0, 1] = [0, 0, 0],
sk ↪ad f(ε1) = [− 1

2 , 1
2 ,−2].

St ↪ad f([x1, x2, x3, x4, x5]) = x1◦ [− 1
2 , 1

2 ,−2]+x2◦ [ 12 ,− 1
2 ,−1]+x3◦ [1, 0, 0]+x4◦ [0, 1, 0]+x5◦ [0, 0, 1] =

[− 1
2x1 + 1

2x2 + x3,
1
2x1 − 1

2x2 + x4,−2x1 − x2 + x5].
Zatem V = Ker(f) jest zbiorem rozwi ↪azań uk ladu równań:

− 1
2x1 + 1

2x2 + x3 = 0
1
2x1 − 1

2x2 + x4 = 0
−2x1 − x2 + x5 = 0

.

Rozwi ↪azanie Zadania 9. Wyznaczamy najpierw wielomian charakterystyczny naszej macierzy:∣∣∣∣∣∣
7− a −12 6

10 −19− a 10
12 −24 13− a

∣∣∣∣∣∣ k1+k2+k3=

∣∣∣∣∣∣
1− a −12 6
1− a −19− a 10
1− a −24 13− a

∣∣∣∣∣∣ w2−w1, w3−w1=

∣∣∣∣∣∣
1− a −12 6

0 −7− a 4
0 −12 7− a

∣∣∣∣∣∣ =

(−1)1+1 · (1 − a) ·
∣∣∣∣ −7− a 4

−12 7− a

∣∣∣∣ = (1 − a) · [(−7 − a) · (7 − a) + 48] = (1 − a) · (a2 − 1). Zatem
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pierwiastkami wielomianu charakterystycznego s ↪a jedynie liczby : a1 = 1 i a2 = −1. St ↪ad wartościami
w lasnymi macierzy A s ↪a liczby a1 = 1 i a2 = −1.

Znajdujemy wektory w lasne odpowiadaj ↪ace wartości w lasnej a1 = 1:
6x1 − 12x2 + 6x3 = 0

10x1 − 20x2 + 10x3 = 0
12x1 − 24x2 + 12x3 = 0

1
6 r1, 1

10 r2, 1
12 r3

≡


x1 − 2x2 + = 0
x1 − 2x2 + = 0
x1 − 2x2 + = 0

≡ x1 − 2x2 + x3 = 0.

St ↪ad x3 = t, x2 = s, x1 = 2s − t, t, s ∈ R. Ogólna postać wektora w lasnego odpowiadaj ↪acego wartości
w lasnej a1 = 1: [2s− t, s, t], gdzie s, t ∈ R oraz t 6= 0 lub s 6= 0. Baz ↪a podprzestrzeni generowanej przez
wektory w lasne odpowiadaj ↪ace wartości w lasnej a1 = 1 jest {[2, 1, 0], [−1, 0, 1]}.

Znajdujemy wektory w lasne odpowiadaj ↪ace wartości w lasnej a2 = −1:
8x1 − 12x2 + 6x3 = 0

10x1 − 18x2 + 10x3 = 0
12x1 − 24x2 + 14x3 = 0

1
2 r1, 1

2 r2, 1
2 r3

≡


4x1 − 6x2 + 3x3 = 0
5x1 − 9x2 + 5x3 = 0
6x1 − 12x2 + 7x3 = 0

r2−r1, r3−r1≡


4x1 − 6x2 + 3x3 = 0
x1 − 3x2 + 2x3 = 0

2x1 − 6x2 + 4x3 = 0

r1↔r2, 1
2 r3

≡


x1 − 3x2 + 2x3 = 0

4x1 − 6x2 + 3x3 = 0
x1 − 3x2 + 2x3 = 0

r2−4r1≡

{
x1 − 3x2 + 2x3 = 0

6x2 − 5x3 = 0

1
6 r2
≡

{
x1 − 3x2 + 2x3 = 0

x2 − 5
6x3 = 0

r1+3r2≡{
x1 − 1

2x3 = 0
x2 − 5

6x3 = 0
. Zatem x3 = 6t, x1 = 3t, x2 = 5t, gdzie t ∈ R. Ogólna postać wektora

w lasnego odpowiadaj ↪acego wartości w lasnej a2 = −1: [3t, 5t, 6t], gdzie t ∈ R \ {0}. Baza podprzestrzeni
generowanej przez wektory w lasne odpowiadaj ↪ace wartości w lasnej a2 = −1: {[3, 5, 6]}.
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