Zadania o liczbach zespolonych

Zadanie 1. Znalez¢ takie liczby rzeczywiste a i b, aby zachodzily réwnodci:
a) a(2+3i) +b(4 —5i) =6 — 2, b) a(—v/2 4+ 1) + b(3v2 + 5i) = 8i, c) a(4 — 3i)2 + b(1 +i)> =7 — 124,

. N2 _ '
d) 4% + 34?21' =1,e) a% +0b (14:§i> =1+41,f) 25“:33;Z + %bj;i’ =0.
Rozwiazanie. a) Przedstawiamy lewa strone réwnosci w postaci algebraicznej:

a(2+3i)+b(4—5i) = (2a+4b)+ (3a—5b)i. Poniewaz a,b € R, wiec z warunku réwnosci liczb zespolonych

2 4 =
mamy uklad réwnan: { 3a + 52 5 - Rozwiazujemy go metoda wyznacznikow:
a — = -
2 4 6 4 2 6

W = =-10—-12=-22, W, = =-30+8=-22. W, = =—-4-18=

‘ 3 -5 Tl -2 -5 T "7l 3 -2 ‘
—22. Zatem nasz uklad ma dokladnie jedno rozwiazanie a = % = :—3% =1oraz b= % = :—33 =1

Odp. a=b=1.

b) Przedstawmy lewa strone réwnosci w postaci algebraicznej:
a(—V2+1i) +b(3v/2+5i) = (—v2a+3v/2b) + (a+5b)i, wiec z warunku réwnoéci liczb zespolonych mamy
ukiad réwnari: { “V2a 4+ 3V —a 3 =0

a + 5b = 8 + 5 = 8
7 pierwszego réwnania a = 3b, wiec po podstawieniu do drugiego rownania 3b+ 5b = 8, skad b =11
a=3b=3.

Odp. a=3ib=1.

¢) Obliczamy (4—3i)? =16 —24i+9i2 = 16 —24i — 9 =7—24i, (1+i)? = 1+2i+i2 = 1+2i—1 = 2.
Teraz zapisujemy lewa strone réwnosci w postaci algebraicznej: a(4—3i)2+b(1+1)? = a(7—24i)+b-2i =
Ta + (—24a + 2b)i. Zatem z warunku réwnosci liczb zespolonych mamy, ze 7a = 7 i —24a + 2b = —12.
Stad a =1 oraz —24 + 2b = —12, czyli 20 =121 b = 6.

Odp. a=1ib=6.

d) Obliczamy 515 = (2—??i3L(:32i+3i) = 2221%i2 = &, ﬁ = (3+23i;(23i—2i) = 3%12;2 = 35, wiec nasze
réwnanie mozemy zapisa¢ w postaci: a(2 + 3i) + b(3 — 2i) = 13, czyli (2a + 3b) + (3a — 2b)i = 13, skad
2a+3b=1313a—2b=0. Zatem b = %a oraz 2a+%a = 13, skad 1—23(1 =13, wigc a = 2 oraz b = %2 =3.

Odp. a=2ib=3.

, ktéry jest réwnowazny ukladowi {

. L 240 _ (249)(344) _ 6+42i+3i+i% _ 5450 _ 140 4—i _ (4—0)(143i) _ 4412i—i—3¢> __ 74+11i
e) Obliczamy: 3% = (B—)(3+) — ~ 32+17  — 10 — 2 *1-8i  (1-30)(1431) . 12437 10
2 N2
: 4—i _ (74114)% _ 494154i4121i% _ —72+41545 _ —18+436i £ : . 4.
wiec (1731.) e 100 = 100 = - Zatem nasze réwnanie przybiera postac:
144 —18436i __ . —18436i __ (—184364)(1—4) _ —18+18i+36i—36i> __ 18+54i _ S
a5t +0—52 = 140 Ale =522 = ami- e = 5522 = 9+ 274, wicc nasze

réwnanie przybiera postaé: fa+b252% = 1. Zatem 25a+2b(9+4274) = 50, czyli (25a + 18b) + 54bi = 50.
Ale a,b € R, wiec stad 25a + 180 =501 54b =0, czylib=01ia = 2.
Odp. a=2ib=0.

: . 2a—3i _ (2a—34)(543i1) _ 10a+6ai—15i—9i> __ (10a4+9)+(6a—15)i 3b4+2i _  (3b+24)(3+57) __
f) O_bh.czarzly. 5-31 (5a73i3(5+3i3 = 52132 = g, e = (3,5iz)(3+5;) =
9b+15;§igg+101 = (95_10)'3"4(15“6)1. Zatem nasze réwnanie przybiera postaé: [(10a + 9) + (6a — 15)i] +
[(9b — 10) + (15b + 6)i] = 0. Zatem (10a + 9b — 1) + (6a + 15b — 9)i = 0, skad z tego, ze a,b € R,
10a+9b—1 =01 6a+15b—9 = 0. Mamy zatem uklad rownan: 2. + % = 3 . Po odjeciu od
Yy J
10a + 9 = 1

drugiego réwnania, réwnania pierwszego pomnozonego przez 5 uzyskamy, ze —16b == —14, skad b = .
8

Zatem 2a + 5 - % =3, skad a = —%.

Odp. a:—%ib:%.

Zadanie 2. Przedstaw w postaci algebraicznej nastepujace liczby zespolone:

a) (241) - (4—14) + (1+23) - (3+4d), b) CHLE=6D ") (1 4 94y .+ 2430 q) %

Rozwiazanie. a) (2+1) - (4 — ) 4 (1 + 2i) - (3+4i) = 8 — 20 + 4i — i® + 3+ 4i + 6i + 122 = 12i.




D (T—6i . ) N . . 3i i) (1—4i i+3i41242
p) B+ (=60 ;J(r: 69 — 7 6;. c) Mamy, ze (1+2i)-i =i+ 2i% = —2—|—z, 243 — gtilggh_ig = 2+81§i4+212 =

=lopil — 20 4 My Zatem (1+26) -+ 28 = -2+ — 12 4+ i = —% + %2 d) Mamy,_Ze
(143i)(8—i) =8 —i+24i — 3i2 = 114 23i, (2+14)2 = 4+ 4i +4% = 3+ 4i. Zatem “T;’Qg;l) = 14280
(114234)(3—4i) _ 33—44i+69i—92i2 _ 125425i _ 544
(B+49)(3—47) 32142 =25 T .

Zadanie 3. Przedstawic¢ w postaci algebraicznej rozwiazania nastepujacych réwnar liniowych z jedna
niewiadoma, z:

a) (a—bi)z =a+bi,b) (a+bi)?(1 —2)+ (a—bi)* (1 +2) =0, ¢) (a+bi)z = (2a + 3b) + (2b — 3a)i, d)
(1-%9)z=(2a—10b)— (2a + b)i.

Rozwiazanie. a) z = ngz — (a_(tzj)l(?;)jbi) _ “2+§gii;5b2i2 _ a2+22 + aﬁil;2 i. b) Mamy, ze (a + bi)? =
a?+2abi+b%i? = a®>—b%+2abi, (a—bi)? = a®>—2abi+b%i%> = a®>—b*>—2abi. Zatem nasze réwnanie przybiera
postaé: a?—b?+2abi— (a® —b*+ 2abi)z+a2 —b%—2abi+ (a® —b?—2abi)z = 0, czyli 2a —2b? +4abiz = 0,
skad z = “z(;lf = (az;f;?)_(;)l) =& _‘; i. ¢) Zauwazmy, ze (2a + 3b) + (2b— 3a)i = 2(a + bi) + 3(b— ai) =
2(a+bi) — 3i(a+ bi), skad z = 2 — 3i. d) Zauwazmy, ze (2a —b) — (2a + b)i = 2a(1 — i) — bi(1 — ), wiec
z =2a — bi.

Zadanie 4. Przedstawi¢ w postaci algebraicznej rozwiazania nastepujacych ukladéw dwoch rownan

z dwiema niewiadomymi:

22+i)z — iB+2)w =  5+4i (4-3i)z + @+iw = 5(1+1)
a) . B N . B ) _ A
B-9z + 22+4+iw = 2(1+3i) (2—1)z (243w = —(1+4)
(24i)z + (2—i)w = 6b—a-+ (2a—3b)i 5= + i = 2
. ,beR), d P ’ ,
°) { -1z + (B+iw = a+9+(a+3p) © ) d) 2+ e = 3
1+4dz + 1-dw = 1+i
e) .
1-49z + (I+dw = 1+3i
Rozwiazanie. a) Stosujemy metode wyznacznikéw.
W o= ‘ 43+_2Z ilgz = (4+20)2— (3—1)-(2—3i) = 16 + 16i + 4% — (6 — 9i — 2i + 3i2) =
16+16i —4— (6 —11: —3) =124 160 — 3 + 11i = 9 + 274.
Wz:’ 3122 i;;’; = (5+4i)- (4+20) — (2—3i) - (2+6i) = 20+ 10+ 167 +8i% — (4+12i — 6i — 18i2) =

20 + 260 — 8 — (4 + 6i + 18) = 12 + 26¢ — 22 — 6i = —10 + 20i.

4421 5+4i . . . . . .
W, = ‘ 3+ ! 2162. = (4+23) - (24+60) — (5+40) - (3—1) = 8+ 24i +4i + 122 — (15— 5i +12i — 442) =
—1 2
8+28i—12—(15+T7i+4) = —4+28i — 19— 7i = —23 + 21i. Zatem z = ‘{}VV = ‘52‘572191' = %0- —11;51 =
10  (=1+424)-(1-3¢) _ 10  —1+3i+2i—6i> _ 10  —14+5i+6 _ 5+5i _ 5 5 _ We 1 —23421i __
9 TO+s)-1-3) 9 g =g gt =Pt =g +giorazw = G =5 S =
1, (=234214)-(1-3i) _ 1 —23469i+21i—63i> _ 1 —23490i+63 _ 40+90i _ 40 + 72 — 44y
9 (1+3i)-(1—-37) 9 12432 -9 10 — 790 ~ 9 9 :

Odp. z:g—&—giorazw:%—i—i.
b) Obliczamy wyznacznik gtéwny W naszego ukladu:
4—3i 2+1
W = ‘ 9 32. 9 +3Z. =(4-3i)-(—2-3i))—(2—1i)-(2+14) = —=8—12i+6i +9-(—1) - [22 - (-1)] =
—i —2-3i
—17—6i—5 = —22—6i. Zatem W = —22—6i¢ # 0 i z twierdzenia Cramera uktad nasz posiada dokladnie
jedno rozwiazanie.

W, = 51+5z. 22+3Z. = (5+5i)- (=2 —3i) — (2414) - (=1 —4) = —10 — 15i — 10i — 15 - (1) +
-1—-7 —-2-3i
24 2i+i+4 (—1) = 6 — 22i. Zatem ze wzoréw Cramera: z = VV[‘/; = _62*22_2& = i'(_72222_76(z.i) =1, czyli z = 3.
4_ 3 )
Wo=|", 5 51+5Z. —(4—3i) - (—1—i)— (54+5)-(2—i) = —4—4i +3i+3-(=1) — 10+ 5i —
-1 —1—1
10 + 5 (—1) = —22 — 6i. Zatem ze wzoréw Cramera: w = V‘[//V“ = :33:22 =1, czyli w = 1.



Odp. Uklad posiada doktadnie jedno rozwiazanie: z =i, w = 1.
¢) Stosujemy metode wyznacznikéw.

241 2—1
W\fﬁ 3+z —2+1)-B4+)—(1—i)-(2—0) =6+2 +3i+i2— (2—i— 2 +i2) =
6+5i—1—(2—-3i—1)=5+5i—1+3i=4+8i.

6b—a+ (2a—3b)i 2—i |k —3bk. | —a+2ai 2—1 _ . . ,
z — . . = . .= 2 (3 — -(2— =

a+9+ (a+3b)i 2+ a+ai 341 (—a+2ai)- (3+4) —(a+ai)-(2—)

—3a—ai+6ai+2ai’—(2a—ai+2ai—ai?) = —3a+5ai—2a—(2a+ai+a) = —5a+5ai—3a—ai = —8a+4ai.

W 241 6b—a+ (2a—3b)i 2+1i 6b—3bi

Yol l—i a+9b+ (a+3b)i 1—4 9b+3bi

18b+6bi+9bi+3bi% — (6b—3bi—6bi+3bi?) = 18b+15bi—3b—(6b—9bi—3b) = 15b+15bi—3b+9bi = 12b+24bi.
W. _ —8atdai _ 8ai’+dai _ ai(4+8i) W _ 12b424bi _ 3b(4+48i) _ g

Zatem z = [ = =gt =gt = T = AL W= = S = Ty

Odp. z = ai oraz w = 3b.

k‘Q —_aikl

= (2+1) - (9b+3bi) — (1 —i) - (6b— 3bi) =

o1 24d 24 _ 244 _ 2 4, 1. 1 _ _ 1—i  _ 1—i _ 1—i _ 1 _ 1:
d) Mamy, ze 5= = GoEr) — P 2 — 5 — 5 Tsb TR T Aroao) — TrE - 3 — 2 3h
5 2=+ _ 24i (24D 444i+i® _ 4+4i—1 _ 3 L4 2 2 2 _ 2 _
@=02 = T (@=02 T 2= T 0@+ . 22+12. T T 5 T 5 T 5h 0?2 T TF2it? T 1F2i-1 20
;2 . 7’
—22; = —i. Zatem nasz uktad ma postac:
2, 1, 11
2+ 3z — iw =
Rozwiazemy go metoda wyznacznikéw:
2,1, 11,
5 5 2 2 - _2;,_ 1,2 (3 41 _ 1, — 2, 1 _ 3 3, _ 4, 4.2 _
W = 344, | T st s (F+30(@—20) = —5i+5— 1+ 10!~ 10¢ + 100 =
575
_4,, 2 3, 3, 4, 4 _ 5 _5,_ _1_ 1,
10' T30 — 10 T 10Y  16° T 10 10 10t~ —2 7 2%
W, = 2 %_%Z f7217§+§2ff§fli
z 3 —i - 2 27 2 27
2, 1,
I _341
—| 515 —3.(241N_9.(31.4=6,3, _6_8,__ _5,_ _, _ W, _ —5t3r
Ww=1|3 3. =3 (5+50)—2-(5+51) =5 +3zi—g—5i=—5i=—i Zatemz= 3 = 1, =
5+57’ 3 272
3—i _ (8=i)(1—%) _ 3=3i—i+i® _ 2—4i _ 1 _ o _ We =i 26 2e(—d) 242 __ .
T 0= — 1 = 3 = - 2iorazw = = I LT 1t +oad-o 2 L+

Odp. z=1—2ioraz w =1+1.
e) Stosujemy metode wyznacznikéw:

W:‘ iz ;z = (1402 (1—i)2 =142 +i% — (1 - 2i +42) = 4,
W, = ’ L )2 (1430) (1) = 1420402 — (1—i+3i—3i2) = 142i—1—(14+2i+3) — —4,
1+3: 142
144 144 , . o , U ,
Wy = ‘ i 143 |T (144)(1434) — (1+4)(1—3) = (144)(1+3i—i+i) = (1+4)-4i = 4i+4i* = —4+4i.
Zatemz:vv[{; :Z—f:%:iorazw:%:%ﬁ:%:iJrl:lJri.

Odp. z=ioraz w=1+1.

Zadanie 5. Udowodnij tozsamosci:
a) |21 + 22> + 21 — 2 = 2(Jz1]? + |22]%), b) [1+ 2122]% + |21 — 22> = (1 + [21[*) - (1 + |22]?),
0) |21 + 2al? = [ar]? + 2re(21) + 222, 4) Brobrlg = (iR )

Rozwiazanie. Bedziemy korzystali z tego, ze z - 7 = |z|? dla dowolnej liczby zespolonej 2.

a) |21 + 222 = (21 + 22)21 T 22 = (21 + 22)(F1 + 22) = 2171 + 2122 + 2271 + 2073, |21 — 22| =
(21 — 22)21 — 22 = (21 — 22)(31 — Z2) = 2121 — 2122 — 2271 + 22%2. Zatem |z1 + 22]® + |21 — 22| =
2(2171 + 2272) = 2(]21]? + |22/?), end.




b) 1+ 21732 = 1+ 21Z7)1 + 2122 = (1 4+ 21%)(1 + 2122) = (1 + 21%)(1 + Z122) = 1 + Z122 +
2173 + 21722272 = 1+ Zize + 2172 + |21)%[22)?, |21 — 222 = (21 — 22)21 — 22 = (21 — 22)(Z1 — %72) =
2171 — 2173 — 2071 + 20%5. Zatem |1+ 2173 |2 +|21 — 20]? = 14212+ 222 +]21)?|22| = (1+]21)%) (14 22]?),
cnd.

¢) Dla dowolnej liczby zespolonej z mamy, ze z + Z = 2re(z). Ponadto |21 + 22|> = (21 + 22)21 + 22 =
(21 +2)(F +2) = 2171 + 2172 + 2271 + 2272 = |2 |? + |22 + 2172 + Z1z oraz Tz = 2123, wiee
|21 + 22|% = |21| + 2re(21%3) + |22]?, end.

d) Mamy, ze |1 — 22> = (1 — )(1—22) =1-22)(1-72)=1-22-22+ (222 =1-7% -
24 lztoraz |z -2 = (2-2)(2-2) = (2-2)(F—2) = 22— 22 -Z2 + 7z = 2|z - 22 - 72
Zatem |1 — 2212 — |z =22 = 1 - 22 — 22 + |2|* = 2122+ 22 + 22 = 1 = 212)2 + |2]* = (1 — |2]?)2

Ponadto |1+ 222 = (1 +22)(1+22) = (1+2)(1+7) =1+ 22+ 22+ (22)2 = 1 + 2% + 22 + |24,
wiec |1+ 222+ |z =22 = 1+22 + 22 + |2* + 222 = 22 =22 = 1 + 2|22 + |2* = (1 + |2]?)2. Stad

_ 2
G T ¢ £ Y ) G ES Y
T2 — (2 — \ 1) o

Zadanie 6. Rozwiaz réwnania:

a) |z] —2=1+4+2i,b) [2|+2=2+1i,¢) 22+ (2 —2) =3+2i,d) i(z+2)+i(z —2) =2i — 3, e) 22 =72,
f) |z| + 2iz = 11 + 8i.

Rozwiazanie. a) Mamy, ze z = x + yi dla pewnych z,y € R. Wtedy |z|] = /22 + y?, wiec nasze
réwnanie przybiera postaé: (/a2 +y? —z) —yi =1+ 2i. Stad /22 +y% —x =1 oraz —y = 2. Zatem
y=-—2o0raz Val+4d=x+1,czylia? +4=22+2x+1, skad z = %

Odp. z = % oraz y = —2.

b) Mamy, ze z = x + yi dla pewnych z,y € R. Wtedy |z| = /22 + y2, wiec nasze réwnanie przybiera
postaé: (/a2 +y?2+x)+yi =244 Stad /2?2 +y?2+ 2 =2oraz y =1. Zatem vVa?+1=2—x, czyli
22 +1=4—4zx + 22, skad x = %.

Odp. = = % oraz y = 1.

¢) Mamy, ze z = z +yi dla pewnych x,y € R. Wtedy 2z = 2® + 32, 2 — 2z = x +yi — (v — yi) = 2yi, wie
¢ nasze réwnanie przybiera postaé: (22 + y?) + 2xyi = 3 + 2i. Zatem 2 +y? = 3 oraz 22y == 2. Zatem
2?2422y +y?> =5, czyli (x+y)? =5, skad z +y =5 lubz +y = —/5. Ale zy = 1, wieccy =5 — =z

1uby——\/3—xorazx(\/5—x)—1lub:c( V5 — r) = 1. Zatem z2 —vbz+1=01ub 22+ +v5x+1=0.
= f Logy = ‘[H oraz y; = ‘fH f Natomiast

) Y2 =
f“ y Ly = f 1 , czyli ys = ‘gH’ Yq =
‘QH + 76“1' lub z = —\/é L 7\/52’11'.

d) Mamy, ze i(z + %) +i(z —Z) =i(z + Z+ z — Z) = 2i - 2. Zatem nasze réwnanie przybiera postaé:
22 =—3+2i, czyli » = =52 = EIHBICH _ 328 230 g 4 3

Odp. z =1+ 2i.

e) Mamy, Ze z = x +yi dla pewnych z,y € R. Zatem 2? = (z+yi)? = 2%+ 2wyi+y%i? = 22 —y* + 2xyi
2 —y?) +2xyi = x — yi, skad 22 — y? = z oraz
2xy = —y. Z drugiego réwnania (22 + 1)y = 0, czyli 22+ 1 =0 lub y = 0. Jedli y = 0, to z pierwszego

7 pierwszego réwnania otrzymujemy, ze x1 =

z drugiego réwnania otrzymujemy, ze xs =

Odp.ZZ%—l—@ilubz:‘/gjl flzlubz—

oraz Z = x — yi, czyli nasze réwnanie przybiera postaé: (x

réwnania 22 = z, czyliz = 0lubz = 1, skad 2 = 0 lub 2z = 1. Jedliza§ 20 +1 =0, to = = —%iz
pierwszego réwnania 3% = 22 — 2 = %—i—% = %7 czyli y = ? lub y = —@, wiec z = —%—&—?i lub
p=—1_ 3
2 2 b
Odp. zzOlubz:llubz-—f—Fleubz——%—TBi.

f) Mamy, ze z = x+yi dla pewnych z,y € R. Zatem |z| = \/a? + y? oraz 2iz = 2i(z+yi) = —2y+2zi.
Zatem nasze réwnanie przybiera postaé: (y/z2 + y2? —2y) +2xi = 11+ 84, skad /22 + y? —2y = 11 oraz
2¢ = 8. Zatem x = 4 oraz /16 + y2 —2y = 11. Stad /16 + y2 = 1142y, czyli 16 +y? = 121 + 44y + 492,
wiec 3y? + 44y + 121 = 0. Stad y = —32 lub y = —3.

Odp. z = —3?52' lub z =4 — 3i.



Zadanie 7. Niech z, 22, 23 beda liczbami zespolonymi takimi, ze |z1| = |22| = |z3| = 2. Udowodnij,
ze wtedy

|2122 + 2123 + 2223| = 2|21 + 29 + Z3|.

Rozwiazanie. W dowodzie wykorzystamy, ze |2|? = 2% dla dowolnej liczby zespolonej z. Poniewaz
|21] = |22 = |23] = 2, wiec 2121 = 2073 = 2373 = 4. Stad mamy, ze |z120 + 2123 + 2223|2 = (2122 +
2123 + 2223) (2122 + 2123 + 2223) = (2122 + 2123 + 2223) (Z1 22 + 2123 + %223) = (2171)(22%2) + (21%1) 2273 +
21(2272)%3 + (2171)23%2 + (2121)(23%3) + 2122(23%3) + (22%2)2321 + 2271(23%3) + (2272)(23%3) = 48 +
4(2973 + 2173 + 2375 + 2175 + 2371 + 2271). Ponadto 4|21 + 22 + 23]% = 4(21 + 22 + 23)(21 + 22 + 23) =
(21 + 22+ 23)(Z1 + 22 + Z3) = 4(2171 + 2172 + 2173 + 2271 + 2272 + 2223 + 2371 + 23%3 + 23%3) =
48 + 4(2073 + 2173 + 23%2 + 2122 + 2371 + 2277). Zatem |z129 + 2123 + 2223]% = (2|21 + 22 + 23])?, skad
|2,'12'2 + 2123 + 2223| = 2|21 + 29 + 23|.

Zadanie 8. Przedstawi¢ w postaci algebraicznej pierwiastki kwadratowe z nastepujacych liczb zespo-

lonych:
a) i, b)—i, ¢) 84+ 6i, d) 8 — 6i, ) —8 + 61, f) —8 — 64, g) 3+ 44, h) —11 4 604, i) —15 — &,
j) 1—1iv3, k) 2+ 3i.
Rozwiazanie. a) Szukamy z,y € R takich, ze (z + yi)? = i. Ale (x + yi)? = (2% — y?) + 22y,
wiec 22 — y? = 0 oraz 2zy = 1. Z drugiego réwnania uzyskujemy, ze = i ¥ maja ten sam znak, wiec po

uwzglednieniu réwnania pierwszego y = z oraz 2r? = 1. Zatem 22 = %, czyli x = ? lub x = —%.

Odp. ? + @z oraz —? - @z

b) Szukamy z,y € R takich, ze (z +yi)? = —i. Ale (v +yi)? = (2 — y?) + 22yi, wiec 22 — y? = 0 oraz
2xy = —1. Z drugiego réwnania uzyskujemy, ze x i y maja rézne znaki, wiec po uwzglednieniu réwnania
pierwszego y = —x oraz —2z2 = —1. Zatem 22 = %, czyli x = g lub x = —g.

Odp. § — ?z oraz —? + %z

¢) Szukamy z,y € R takich, ze (z + yi)? = 8 + 6i. Ale (z +yi)? = (22 — y?) + 2zyi, wiec 22 —y? =8
oraz 2xy = 6. Zatem zy = 3 oraz 2% — y? = 8. Szukajac rozwiazan tego ukladu w liczbach calkowitych
znajdujemy bez trudu, ze x =3iy=1lubxr=-3iy=—1.

Odp. 3+ oraz —3 — 1.

d) Szukamy x,y € R takich, ze (x+yi)? = 8—6i. Ale (z+yi)? = (2% —y?)+2xyi, wiec 2° —y? = 8 oraz
2xy = —6. Zatem xy = —3 oraz x> — y?> = 8. Szukajac rozwigzan tego ukladu w liczbach calkowitych
znajdujemy bez trudu, ze x =3iy=—-1lubax=-3iy=1.

Odp. 3 — ¢ oraz —3 + 1.

e) Szukamy z,y € R takich, ze (x+yi)? = —8+6i. Ale (v +yi)? = (22 —y?) +22yi, wiec 22 —y? = —8
oraz 2xy = 6. Zatem zy = 3 oraz 22 — y? = 8. Szukajac rozwiazan tego ukladu w liczbach catkowitych
znajdujemy bez trudu, ze x =1liy=3lubxr=—-1iy=-3.

Odp. 1+ 3i oraz —1 — 3s.

f) Szukamy x, y € R takich, ze (z +yi)? = —8—6i. Ale (z+yi)? = (22 —y?) +22yi, wiec 22 —y? = -8
oraz 2ry = —6. Zatem xy = —3 oraz 22 — 3> = —8. Szukajac rozwiazan tego ukladu w liczbach
catkowitych znajdujemy bez trudu, ze x =1iy=-3lubz=—-11y=3.

Odp. 1 — 3¢ oraz —1 + 3i.

g) Szukamy x,y € R takich, ze (z + yi)? = 3+ 4i. Ale (x + yi)? = (2% — y?) + 22yi, wiec 2% —y? =3
oraz 2xy = 4. Zatem zy = 2 oraz 2% — y? = 3. Szukajac rozwiazan tego ukladu w liczbach calkowitych
znajdujemy bez trudu, ze x =2iy=1lubr=-2iy=—1.

Odp. 2+ i oraz —2 —i.

h) Szukamy z,y € R takich, ze (z + yi)> = —11 + 60i. Ale (x + yi)? = (22 — y?) + 2xyi, wiec
2?2 —y? = —11 oraz 2xy = 60. Zatem zy = 30 oraz x> — y?> = —11. Szukajac rozwiazan tego ukladu w
liczbach catkowitych znajdujemy bez trudu, ze x =5iy=61lubxz = —-51iy = —6.



Odp. 5+ 6i oraz —5 — 61.

i) Szukamy z,y € R takich, ze (v + yi)? = —15 — 8. Ale (x + yi)? = (22 — y?) + 2xyi, wiec
2% — y? = —15 oraz 2zy = —8. Zatem xy = —4 oraz 2% — y? = —15. Szukajac rozwigzan tego ukladu w
liczbach calkowitych znajdujemy bez trudu, ze x =1iy=—-4lubax=-1iy=4.

Odp. 1 —4i oraz —1 + 4i.

Zadanie 9. Wykazac, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b wszystkie pierwiastki kwadratowe z
liczby zespolonej z = a + bi dane sa wzorami:

Ja jesli b=0ia>0
Vai jesli b=0ia<0 | (1)
T ggn(b) [T jedli b0

|+

Przy czym

1 jesli b>0
sgn(b) = 0 jesli b=0 (2)
1 jesli b<0

Rozwiazanie. Dla a > 01ib = 0 mamy, ze (va)> =a =a+bi. Dlaa <0ib =0 jest —a > 0
+
oraz (v/—a-i)? = (—a) - (=1) = a = a+ bi. Dla b # 0 mamy, ze Va2 +b2 — a > 0. Oznaczmy

— /\/a2§b2+a’ y = sgn(b) . /\/a22b27a- Wtedy .132 _ y2 _ \/a22b2+a _ \/a22b27a

2sgn(b) - \/ v “2§b2+“ Y a2'gb2_“ = 2sgn(b) - @ = sgn(b) - |b| = b. Zatem (x +yi)? = (2? — y?) + 22yi =
a + bi. Konczy to dowdd pierwszej czedci twierdzenia.

Zauwazmy, ze (—w)? = w? = a + bi. Jesli za$ z € C jest takie, ze 22 = a + bi, to 22 = w?, skad

T

= q oraz 2zy =

0=22-w?=(z—w) (z+w), wiec z =w lub 2 = —w. Zatem wzér jest udowodniony.

Zadanie 10. Przedstawi¢ w postaci algebraicznej pierwiastki kwadratowe z nastepujacych liczb ze-
spolonych:
a) 1 —iv/3, b) 2+ 3i, ¢)—9, d) —16i.

Rozwiazanie. Stosujemy wzér (1). a) b = —/3 < 0, wiec sgn(b) = —1. Ponadto a = 1, wiec

a? +b% = 1+3 = 4, skad Va2 =2 = V4 = 2. Zatem \/7”1221’2“14—5971(1))- 7“‘2?2*“-1' =

3 _ 1: _ /6 _ sqrt2 .
\/; \/gl - 2 2*'&.
Odp. § - %i oraz —@ + Lgt?i.
b) b= 3> 0, wicc sgn(b) = 1. Ponadto a = 2, wiec a® +b? = 4+9 = 13. Zatem /YT 4 sqn(b)
\/*/W*a = \/\/ﬁ+2 +\/\/ﬁ—2i
2 - 2 ) .

Odp. \/‘/§Jr2 + \/@*Qi oraz —\/@*2 — \/@’zi.

¢) b=0 oraz a = =9 < 0, wiec ze wzoru (1) mamy od razu nastepujaca
Odp. 3¢ oraz —3:.
d) a = 0 oraz b = —16 < 0, wiec sgn(b) = —1, a®> + b?> = 162, czyli Va2 +b2 = 16. Zatem

VO | osgn(b) -/ YIRS = /B — V/8i = 2v2 — 2V/2i.
Odp. 2v2 — 2v/2i oraz —2v/2 + 21/2i.
Zadanie 11. Rozwiaza¢ réwnania kwadratowe:
a) 22 —32+3+i=0,b) 22+ (1+4i)z— (5+1i) =0, c) (4—3i)22 — (2+11li)z — (5+1i) = 0, d)
224+2(1+1i)2+2i=0,e) 22 -52+4+10i =0, f) 22 —22 = 2i — 1.



Rozwiazanie. a) A = (=3)2 —4-1-(3+1i) =9 — 12— 4i = —3 — 4i. Szukamy x,y € R takich,
ze (z + yi)? = —3 — 4i, czyli (22 — y?) + 22yi = —3 — 4i. Stad 22 — y?> = —3 oraz 2zy = —4. Zatem

xy = —2 oraz x? —y? = —3. Poszukujac rozwiazan tego ukladu réwnan w liczbach catkowitych bez trudu
znajdujemy, ze np. x = 1, y = —2. Zatem jednym z pierwiastkow kwadratowych z liczby A = —3 — 44
jest 1 — 2i. Stadzlzw:l—f—ioraz@ W—2

b) A = (1+4i)>+4(5+14) = 1+8 — 16 + 20 + 4i = 5 + 12i. Szukamy z,y € R takich, ze
(x+yi)? =5+ 12i, czyli (22 —y?) + 22yi = 5+ 12i. Stad 22 —y? =5 oraz 2xy = 12. Zatem zy = 6 oraz
2% — y? = 5. Poszukujac rozwiazan tego ukladu réwnan w liczbach calkowitych bez trudu znajdujemy,

ze np. x = 3, y = 2. Zatem jednym z pierwiastkéw kwadratowych z liczby A = 5 + 124 jest 3 + 2i. Stad

lewz—Q—?ﬂorazzz:%W:l—i.

O)A = (24112 +4(4 —3)(5+i) = 4 + 447 — 121 + 80 + 16 — 60i + 12 = —25. Zatem jednym
z pierwiastkow kwadratowych z liczby A = —25 jest 5i. Stad 21 = F5S = 5% = 155 =
(14+3i)(4434) _ 44+3i412—9 _ —5+16i _ _ 1 | 3 _ 2411i+5i 2416 _ 148 _ (148i)(4+3i) _
A—3)(a+3) — 47432 — 25 — 5 T 5L OTAZ 22 = G mpy T 3ig—sn) — 4-8i — (A-30)(4+30) —
4+3i432i-24 _ —20435i _ 4 | T,

42132 25 5 T 50 _

Q) A=4(1=4)2 —4-2 =4(1+2i — 1) — 8 = 0. Zatem z; = zg = — 20D — 1 4,

e) A = (—5)2—4(4+10i) = 25—16—40i = 9—40i. Szukamy z,y € R takich, ze (z+yi)? = 9—40i, czyli
(22 —y?)+2xyi = 9—40i. Stad 2% —y? = 9 oraz 22y = —40. Zatem xy = —20 oraz x> —y? = 9. Szukajac
rozwigzan tego ukladu réwnan w liczbach catkowitych bez trudu znajdujemy, ze np. * =51y = —4.
Zatem jednym z pierwiastkéw kwadratowych z liczby A = 9 — 40i jest 5 — 4i. Stad z; = w =2
oraz @z%zS—Qi.

f) Nasze réwnanie mozemy zapisa¢ w postaci (z — 1) = 2i. Ale 2i = (1+1)?, wiec 27 — 1 = 1+ oraz
29 —1=—1—14. Stad 21 =2+ oraz zo = —i.

Zadanie 12. Przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej (bez pomocy tablic) nastepujace liczby ze-
spolone:

a) 1, —1,4, —i,b) 144, 1 —i, =144, =1 —4,¢) 1 +iv/3, 1 —i/3, —1+iV3, =1 —iv/3,d) V3+i, V3 —1,
—V3+i, —V/3—1i.

Rozwiazanie. a) 1 =1 (cos0+isin0), —1 =1-(cosm +isinm), i =1-(cos 5 +isinF),

—i=1"(cos 3 + isin 2T).

b) [1+i|l=vV12+12 =2, 1+i= \/ﬁ-(%—i—i%), wiec 1+i=v2(cos T +isinZ).
1—i =2 (cosT —isinZ), wiec 1 —i = V2 (cos(—%) + isin(—Z)) = V2 (cos 2 + isin 2F).
—1+i=(-1)-(1—49) = (Cos7r+isin7r)(cos(f§)+isin(fz)) = cos(m— ) +isi (wfz) zatem —1+i =
1-(cos 2% +isin 2T7). —1—2—(—1) (1+14) = (cosm+isinm)(cos § +isin §) = cos(m+ §) +isin(m + F),
czyli =1 —i=1"(cos 2 + isin 2T).

c) |1+i\f| = \/12+(\/§)2 =V4=21+i/3 = 2-(%—1—2’@), wiec cos ¢ = l oraz sin¢ = ?,
skad mozna wziaé ¢ = %, wiec 1 +iv/3 =2 (cos I +isin%). Stad 1 —iv3 =2- (cosf —ising) =
2-(cos(—%)+isin(—%)), wiec 1—iv/3 = 2-(cos(2m— 5 ) +isin(2mr—3)), wiec 1—iv/3 = 2-(cos 3F +isin 3).
Dalq,—l—l—zf (—1)-(1—iv3) = (COS7T+’LSIH’ZT)(COS(—*)-FZSIH(—%)) = cos(m— 3 )+isin(r— %), czyli
—1+4iv/3 = 2-(cos 2 +isin ZF). Ponadto —1—iv/3 = (—1)-(1+iv/3) = (cosm+isinm)(cos T +isin F) =
cos(m+ %) +isin(m + ), czyli =1 — iv/3 =2 (cos 4T +isin 4T).

d) [V3+il=1/(V3)24+12=4=2, \f—l—i:2-(% +z§), wiec cos ¢ = § oraz sin ¢ = %, wiec
mozna wzia¢ ¢ = %. Zatem /3+i = 2-(cos T +isin ). Stad v/3—i = 2-(cos T —isin §) = 2-(cos(—F)+
isin(—%)), czyli v3—i = 2-(cos(2m — F) +i sm(27r 7)), skad ostatecznie v/3—i = 2-(cos 15% +isin HT’T)
Dalej, \[—H— (— )-(V3—1i) = (cosm+isin)(cos(— %) +isin(—%)) ZCOS(W—%)—Hsm( %)), czyli
—V3+i=2-(cos 3 +isin 2T). W koicu —v/3—i = (—1)-(V3+1i) = (cos7r+isin7r)(cos%+isin%) =
cos(m+ §) + ’LSlIl(?T + 7)), czyli —v/3 —i =2 (cos I +isin IF).



Zadanie 13. Wykonaé dziatania, stosujac przedstawienie liczb zespolonych w postaci trygonome-
trycznej: 1006
a) (1 —|—i)10, b) (1 +i\/§)15, ¢) (ﬁ) . d) (—(ll-i;ii\)/i)lra n (—(1111';)/2?:))15.

Rozwiazanie. a) Na mocy zadania 12 b) mamy, ze 1 +4 = v/2- (cos T 4+ isin 7). Zatem ze wzoru de
Moivre’a (144)'0 = (v/2)10- (cos 14T +isin 197) = 2°- (cos(2m+ § ) +isin(2r+3)) = 32-(cos T +isin §) =
321.

b) Na mocy zadania 12 ¢) mamy, ze 1 4+ iv/3 = 2 (cos § + isin5). Stad ze wzoru de Moivre’a
(14 iv/3)1° =215 . (cos 157 + isin 157) = 2% - (cos 7 + isin7) = —21° = 32768.

¢) Mamy, ze (ij/g)l = % Ale 144 = /2(cos T +isin T) oraz 1+iv/3 = 2-(cos T +isin %),
wiec ze wzoru de Moivre'a (1 + )99 = (1/2)19%(cos 49971 + isin49971) = 2998(cosm + isinm) =

—2998 oraz (1 + iv/3)1996 = 2199 (cos 19957 4 jgin 19967m) — 2199 (cos(6647 + 4T) + isin(664r + 2T)) =

2199 (cos AT + isin4T) = 219%(cosm + isinm)(cos 3 +ising) = 2199 . (=1). (3 + z?) Zatem

1996 5008 _ o .
(Bt5) = mowlrmmsy = b (cos(=3) +isin(-3)) = 5 (} +15) = — o — s,

d) Oznaczmy z = ( (11+l;)g))15 + (—(11—+ii)\/2§;))15 oraz z; = ( (11“;)@)157 29 = ( (11;;)@) . Wtedy z witasnosci

sprzegania liczb zespolonych Z7 = z5. Zatem z = z; + 27 = 2re(21). Ponadto (1 —4)2 =1—2i—1 = —2i,
wiec (1 —i)* = (=2i)? = 4i® = —4 oraz (1 —i)?° = (—4)%> = —210 Z zadania 12 ¢) mamy, ze
—14+iV3 =2- (cos 2% —H sin 2% ), wiec ze wzoru de Moivre’a (—1+iv/3)1% = 2'5(cos 107 +i sin 10m) = 2'5.
Zatem z; = % = = —32. Stad z = —64.

Zadanie 14. Obliczyé bez pomocy tablic pierwiastki 3-go stopnia z nastepujacych liczb zespolonych:
a)1,b) —1,¢)i,d) —

Rozwiazanie. a) Nalezy wyznaczyé wszystkie liczby zespolone z takie, ze z® = 1, czyli takie, ze
0=2-1=(-1)(+2z+1). Stad z=1lub224+24+1=0. A=1-4= -3 VA =3,
2 = 717\/51' 2y = 71+\/§i

Odp. 1 —L i —%—z\f’.

b) Nalezy wyznaczyé wszystkie liczby zespolone z takie, ze 2 = —1, czyli takie, ze 0 = 22 + 1 =
(z+1)(22—2+1). Stad 2=-1lub22—2+1=0. A=1-4=-3, \F—\fz. Zatem z; = 1= ;/527
2y = L\ﬂ

Odp. -1, 5 —2‘2[, 3 —l—z‘{.

c) Pomewaz i = cos 5 + isin g, wiec ze wzoréw na pierwiastki n-tego stopnia z liczby zespolonej

zapisanej w postaci trygonometrycznej uzyskujemy, ze Szukane liczby to zx = cos %Jr; b + 1 sin %+2kﬂ7
k=0,1,2. Zatem zy = cos 6—|—zsmf = f—i—zz, Z1 = COoS 6 T +isin 5g = —@—&— 1, Z9 = COS 2 —l—zsm%7r =
—1.

Odp. erfz —£+§z,—

d) Dla z € C mamy, ze 2z° = —i wtedy i tylko wtedy, gdy (—z)% = 4. Zatem z c) mamy

Odp. —¥3 — 1, ¥3 _1; 4.



