
Metoda eliminacji Gaussa w zadaniach

Zadanie 1. Stosuj ↪ac metod ↪e eliminacji Gaussa rozwi ↪aż nad cia lem liczb rzeczywistych uk lad równań:

x1 + x2 = 1
x1 + x2 + x3 = 4

x2 + x3 + x4 = −3
x3 + x4 + x5 = 2

x4 + x5 = −1

.

Rozwi ↪azanie. Rachunki b ↪edziemy wykonywali na macierzy uzupe lnionej Au naszego uk ladu. Mamy,
że

Au =


1 1 0 0 0 1
1 1 1 0 0 4
0 1 1 1 0 −3
0 0 1 1 1 2
0 0 0 1 1 −1


w2−w1≡


1 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 3
0 1 1 1 0 −3
0 0 1 1 1 2
0 0 0 1 1 −1


w2↔w3≡


1 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 −3
0 0 1 0 0 3
0 0 1 1 1 2
0 0 0 1 1 −1


w4−w3≡


1 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 −3
0 0 1 0 0 3
0 0 0 1 1 −1
0 0 0 1 1 −1

.

Po wykreśleniu ostatniego wiersza uzyskamy macierz:
1 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 −3
0 0 1 0 0 3
0 0 0 1 1 −1

 w2−w4≡


1 1 0 0 0 1
0 1 1 0 −1 −2
0 0 1 0 0 3
0 0 0 1 1 −1

 w2−w3≡


1 1 0 0 0 1
0 1 0 0 −1 −5
0 0 1 0 0 3
0 0 0 1 1 −1

 w1−w2≡


x1
1

x2
0

x3
0

x4
0

x5
1 6

0 1 0 0 −1 −5
0 0 1 0 0 3
0 0 0 1 1 −1

.

Zatem zmienn ↪a bazow ↪a jest jedynie x5 oraz otrzymujemy st ↪ad, że x5 = t jest dowoln ↪a liczb ↪a rzeczy-
wist ↪a, x1 = 6− t, x2 = t− 5, x3 = 3, x4 = −1− t.

Odp. Uk lad ma nieskończenie wiele rozwi ↪azań danych wzorami:
x1 = 6− t, x2 = t− 5, x3 = 3, x4 = −1− t, x5 = t, gdzie t ∈ R.

Zadanie 2. Stosuj ↪ac metod ↪e eliminacji Gaussa rozwi ↪aż nad cia lem liczb rzeczywistych uk lad równań:
x1 + x2 − 9x3 + 6x4 + 7x5 + 10x6 = 3

− 6x3 + 4x4 + 2x5 + 3x6 = 2
− 3x3 + 2x4 − 11x5 − 15x6 = 1

.

Rozwi ↪azanie. Rachunki b ↪edziemy wykonywali na macierzy uzupe lnionej Au naszego uk ladu. Mamy,
że

Au =

 1 1 −9 6 7 10 3
0 0 −6 4 2 3 2
0 0 −3 2 −11 −15 1

 x2↔x6≡


x1
1

x6
10

x3
−9

x4
6

x5
7

x2
1 3

0 3 −6 4 2 0 2
0 −15 −3 2 −11 0 1

.

Po wykonaniu operacji w3 + 5w2 uzyskamy macierz:
x1
1

x6
10

x3
−9

x4
6

x5
7

x2
1 3

0 3 −6 4 2 0 2
0 0 −33 22 −1 0 11

 x3↔x5≡


x1
1

x6
10

x5
7

x4
6

x3
−9

x2
1 3

0 3 2 4 −6 0 2
0 0 −1 22 −33 0 11

.
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Na otrzymanej macierzy wykonujemy operacje w1 + 7w3 i w2 + 2w3:
x1
1

x6
10

x5
0

x4
160

x3
−240

x2
1 80

0 3 0 48 −72 0 24
0 0 −1 22 −33 0 11

 1
3 w2, (−1)w3

≡


x1
1

x6
10

x5
0

x4
160

x3
−240

x2
1 80

0 1 0 16 −24 0 8
0 0 1 −22 33 0 −11

.

Po wykonaniu operacji w1 − 10w2 uzyskamy macierz:
x1
1

x6
0

x5
0

x4
0

x3
0

x2
1 0

0 1 0 16 −24 0 8
0 0 1 −22 33 0 −11

.

Zmiennymi bazowymi s ↪a zatem: x4, x3, x2. Mamy też nast ↪epuj ↪ac ↪a odpowiedź:
Odp. Uk lad posiada nieskończenie wiele rozwi ↪azań danych wzorami:

x1 = −x2, x6 = 8− 16x4 + 24x3, x5 = −11 + 22x4 − 33x3, x4, x3, x2 - dowolne liczby rzeczywiste.
Zadanie 3. Stosuj ↪ac metod ↪e eliminacji Gaussa rozwi ↪aż nad cia lem liczb rzeczywistych uk lad równań:

2x1 + x2 − x3 + x4 = 1
3x1 − 2x2 + 2x3 − 3x4 = 2
5x1 + x2 − x3 + 2x4 = −1
2x1 − x2 + x3 − 3x4 = 4

.

Rozwi ↪azanie. Rachunki b ↪edziemy wykonywali na macierzy uzupe lnionej Au naszego uk ladu. Mamy,
że

Au =


2 1 −1 1 1
3 −2 2 −3 2
5 1 −1 2 −1
2 −1 1 −3 4

 x1↔x2≡


x2
1

x1
2

x3
−1

x4
1 1

−2 3 2 −3 2
1 5 −1 2 −1

−1 2 1 −3 4

 w2+2w1, w3−w1, w4+w1≡


x2
1

x1
2

x3
−1

x4
1 1

0 7 0 −1 4
0 3 0 1 −2
0 4 0 −2 5

 x1↔x4≡


x2
1

x4
1

x3
−1

x1
2 1

0 −1 0 7 4
0 1 0 3 −2
0 −2 0 4 5

 w3+w2, w4−2w2≡


x2
1

x4
1

x3
−1

x1
2 1

0 −1 0 7 4
0 0 0 −10 2
0 0 0 10 −3

.

Po wykonaniu operacji w4 + w3 uzyskamy macierz:
x2
1

x4
1

x3
−1

x1
2 1

0 −1 0 7 4
0 0 0 10 2
0 0 0 0 −1

.

Zatem nasz uk lad jest sprzeczny (nie posiada rozwi ↪azania), bo ostatnie równanie ma postać:

0 · x2 + 0 · x4 + 0 · x3 + 0 · x1 = −1.

Odp. Uk lad jest sprzeczny.
Zadanie 4. Stosuj ↪ac metod ↪e eliminacji Gaussa rozwi ↪aż nad cia lem liczb rzeczywistych uk lad równań:

2x1 − x2 + x3 − x4 = 1
2x1 − x2 − 3x4 = 2
3x1 − x3 + x4 = −3
2x1 + 2x2 − 2x3 + 5x4 = −6

.
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Rozwi ↪azanie. Rachunki b ↪edziemy wykonywali na macierzy uzupe lnionej Au naszego uk ladu. Mamy,
że

Au =


2 −1 1 −1 1
2 −1 0 −3 2
3 0 −1 1 −3
2 2 −2 5 −6

 x1↔x3≡


x3
1

x2
−1

x1
2

x4
−1 1

0 −1 2 −3 2
−1 0 3 1 −3
−2 2 2 5 −6

 w3+w1, w4+2w1≡


x3
1

x2
−1

x1
2

x4
−1 1

0 −1 2 −3 2
0 −1 5 0 −2
0 0 6 3 −4

.

Wykonujemy operacj ↪e (−1)w2:
x3
1

x2
−1

x1
2

x4
−1 1

0 1 −2 3 −2
0 −1 5 0 −2
0 0 6 3 −4

 w3+w2≡


x3
1

x2
−1

x1
2

x4
−1 1

0 1 −2 3 −2
0 0 3 3 −4
0 0 6 3 −4

 w4−2w3≡


x3
1

x2
−1

x1
2

x4
−1 1

0 1 −2 3 −2
0 0 3 3 −4
0 0 0 −3 4

.

Wykonujemy operacje 1
3w3 i (− 1

3 )w4:
x3
1

x2
−1

x1
2

x4
−1 1

0 1 −2 3 −2
0 0 1 1 − 4

3

0 0 0 1 − 4
3

 w1+w4, w2−3w4, w3−w4≡


x3
1

x2
−1

x1
2

x4
0 − 1

3

0 1 −2 0 2
0 0 1 0 0
0 0 0 1 − 4

3

.

Wykonujemy operacje w1 − 2w3 i w2 + 2w3:
x3
1

x2
−1

x1
0

x4
0 − 1

3

0 1 0 0 2
0 0 1 0 0
0 0 0 1 − 4

3

 w1+w2≡


x3
1

x2
0

x1
0

x4
0 5

3

0 1 0 0 2
0 0 1 0 0
0 0 0 1 − 4

3

.

St ↪ad mamy nast ↪epuj ↪ac ↪a odpowiedź.
Odp. Uk lad posiada dok ladnie jedno rozwi ↪azanie: x1 = 0, x2 = 2, x3 = 5

3 , x4 = − 4
3 .

Zadanie 5. Stosuj ↪ac metod ↪e eliminacji Gaussa rozwi ↪aż nad cia lem liczb rzeczywistych uk lad równań:

12x1 − 18x2 + 102x3 − 174x4 − 216x5 = 132
14x1 − 21x2 + 119x3 − 203x4 − 252x5 = 154

x3 + 2x4 + 2x5 = −1
4x3 + 5x4 + 6x5 = −2
7x3 + 8x4 + 9x5 = −3

.

Rozwi ↪azanie. Rachunki b ↪edziemy wykonywali na macierzy uzupe lnionej Au naszego uk ladu. Mamy,
że

Au =


12 −18 102 −174 −216 132
14 −21 119 −203 −252 154
0 0 1 2 2 −1
0 0 4 5 6 −2
0 0 7 8 9 −3


1
6 w1, 1

7 w2, w4−4w3, w5−7w3
≡


2 −3 17 −29 −36 22
2 −3 17 −29 −36 22
0 0 1 2 2 −1
0 0 0 −3 −2 2
0 0 0 −6 −5 4


w5−2w4≡


2 −3 17 −29 −36 22
0 0 1 2 2 −1
0 0 0 −3 −2 2
0 0 0 0 −1 0

 w1−36w4, w2+2w4, w3−2w4≡


2 −3 17 −29 0 22
0 0 1 2 0 −1
0 0 0 −3 0 2
0 0 0 0 −1 0


(− 1

3 )w3, (−1)w4
≡


2 −3 17 −29 0 22
0 0 1 2 0 −1
0 0 0 1 0 − 2

3

0 0 0 0 1 0

 w1+29w3, w2−2w3≡


2 −3 17 0 0 8

3

0 0 1 0 0 1
3

0 0 0 1 0 − 2
3

0 0 0 0 1 0

 w1−17w2, 1
2 w1

≡

3




1 − 3

2 0 0 0 − 3
2

0 0 1 0 0 1
3

0 0 0 1 0 − 2
3

0 0 0 0 1 0

 x2↔x3≡


x1
1

x3
0

x2

− 3
2

x4
0

x5
0 − 3

2

0 1 0 0 0 1
3

0 0 0 1 0 − 2
3

0 0 0 0 1 0

 x2↔x4≡


x1
1

x3
0

x4
0

x2

− 3
2

x5
0 − 3

2

0 1 0 0 0 1
3

0 0 1 0 0 − 2
3

0 0 0 0 1 0


x2↔x5≡


x1
1

x3
0

x4
0

x5
0

x2

− 3
2 − 3

2

0 1 0 0 0 1
3

0 0 1 0 0 − 2
3

0 0 0 1 0 0

.

Zmienn ↪a bazow ↪a jest zatem x2. St ↪ad mamy nast ↪epuj ↪ac ↪a odpowiedź.
Odp. Uk lad posiada nieskończenie wiele rozwi ↪azań danych wzorami:

x1 = − 3
2 + 3

2x2, x2-dowolna liczba rzeczywista, x3 = 1
3 , x4 = − 2

3 , x5 = 0.
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