Analiza zespolona
Lista 1

Wprowadzmy na zbiorze R? uporzadkowanych par liczb rzeczywistych nastepujgce dzia-

’,

tania ,+7 1,
(a,b) + (¢,d) := (a+b,c+ d), (a,b) - (c,d) := (ac — bd, ad + bc).

Trojka (R?,+,) jest ciatem. Cialo to nazywamy ciafem liczb zespolonych i oznaczamy
przez C. Elementy ciala C nazywamy liczbami zespolonymia.

Utozsamiajac liczbe a z para (a,0) otrzymujemy naturalne zanurzenie ciala liczb rzeczy-
wistych w ciato liczb zespolonych. Przyjmujac oznaczenia: a := (a,0), i := (0, 1), liczba
zespolona przybiera postaé

z = (a,b) = a + b, gdzie i*=i-i=—1.

Liczbe a, w tym przedstawieniu, nazywamy czescig rzeczywista i oznaczamy Re z, nato-
miast liczbe b nazywamy cze$cig urojong i oznaczamy Im z.

Liczbe zespolona (a, —b) = a — ib nazywamy sprzezona z liczba z = (a,b) = a + b i
oznaczamy z.

Zad 1. Sprawdzié¢, ze rodzina macierz

((37) s

wraz z naturalnymi operacjami macierzowymi jest cialem izomorficznym z cialem liczb
zespolonych. Poda¢ interpretacje sprzezenia oraz wyznacznika takich macierzy w jezyku
liczb zespolonych.

Zad 2. Wykaza¢, ze dla z,w € C zachodzi

a) z = z, d) Rez = ==,
b) z4+w=z+w, e) Imz = %2,
¢)Z-w =72 W, f) 2.z = (Re2)? + (Im 2)%

Zad 3. Przedstawi¢ liczbe zespolong w postaci biegunowej (trygonometrycznej).

Zad 4. Podac¢ interpretacje geometryczng mnozenia dwu liczb zespolonych. Wyciggnaé
stad nastepujace wnioski:

1) |z-w| =|z| - |w|, dla dowolnych z,w € C,
2) |z|* = 2z, dla kazdego z € C,
3) wzor Moivre’a: 2" = |2|"( cos(ny) + isin(ny)), gdzie ¢ = arg z,
4) istnieje doktadnie n pierwiastkow n-tego stopnia z liczby zespolonej a # 0.
Zad 5. Wyznaczy¢ sume oraz iloczyn wszystkich pierwiastkow n-tego stopnia z jedynki.

Zad 6. Korzystajac z wtasnoSci modutu i sprzezenia liczb zespolonych wykazaé, ze dla
dowolnych z,w € C zachodzi:

1) |z 4+ w| < |z| + |w| (nierownos$é tréjkata),
2) Izl = fwl| < |z = wl,

3) |z 4+ w)? + |z — w|* = 2(|2]* + |w|?) (tozsamosé réwnolegtoboku).

'Re od realis, Im od imaginaris



