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Rachunek prawdopodobienstwa

Lista nr 2 Aksjomaty prawdopodobienstwa i jego wlasnosci, prawdopodobieristwo warunkowe

Korzystajac z aksjomatéw prawdopodobienstwa udowodnij, ze:
a) P(0) =0

n n
b) iAj=1,.. AiﬂAj:®:>PU Z

=1 k=1

¢) P(A)) = 1 — P(4)

d) AC B = P(B\ A) = P(B) — P(A)

e) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

f) A C B = P(A) < P(B)

g) 0< P(4) <1

L) (A NB) > P(A)+P(B) -1

P(A1U Ay U ..U Ay) < P(A1) + P(A3) + ... + P(Ay)

wAw<§mm>
=1 k=1

i)
i) P

J

. Niech F bedzie o-cialem podzbioréw zbioru 2. Niech P : F — [0,400) bedzie skonczenie addytywna,

unormowana funkcja zbioru, tzn. zalézmy, ze P(0)) = 0, P(Q) = 1, oraz P(AUB) = P(A)+P(B) dla A, B €
F takich, ze AN B = (). Pokazaé, ze naste¢pujace warunki sg réwnowazne:

(a) P jest prawdopodobienistwem (funkcja P jest o-addytywna)

(

(c

(d) P jest ciagta z géry “w zerze”, tj. lim, o P(Ay) = 0 dla kazdego zstepujacego ciagu zdarzen { A, }o2
takich, ze P(No2, Ay) = 0.

)

b) P jest ciagla z dotu, tj. lim, o, P(A,) = P(Us2; 4,) dla kazdego wstepujacego ciagu zdarzen {4, }72 |
) P jest ciagla z géry, tj. limy, oo P(Ay) = P(Nh—; 4n) dla kazdego zstepujacego ciagu zdarzen {A,}22
)

. Pokazaé, ze dla o-cialo F podzbioréw zbioru 2 jest cialem, a ponadto {A,}52, CF = (2, A, € F.

Sprawdzié¢, czy rodzina R podzbioréw zbioru 2 jest cialem lub o-cialem, gdzie (|A| oznacza moc zbioru A):
gdy:

a) R={ACQ:|A|<1}, bB)R={ACQ:|A <N}, ¢ R={ACQ:|A <R},
¢) R={ACQ:|A <Rolub |4 <Ro}, e R={ACQ:|Al <N lub |4 <N}

Pokazacé, ze dla kazdego zbioru ) istnieje najmniejsze oraz najwieksze o-ciato podzbioréw zbioru €.
Wykazaé, ze na dla kazdej rodziny R podzbioréw zbioru €2 istnieje najmniejsze o-ciatlo zawierajace R.
Niech Q = {1,2,3,4,5}. Wyznaczy¢ najmniejsza o-algebre F zawierajaca R = {{1},{1,2,5},{5}}.
Pokazaé, ze na prostej euklidesowej R nastepujace zbiory sa borelowskie

(@,0), la,0), (a,0], a0, Q R\Q

. Niech {f,}nen bedzie ciagiem ciaglych funkcji rzeczywistych na R. Wykazaé, ze nastepujace zbiory sa

borelowskie:
A={zeR: Jim fn(z) = 400}

B ={z € R: granica Jim fn(z) istnieje}
C ={xeR: ciag {f.(z)}}ne dazy do liczby wymiernej}
Niech = [0, 1] oraz niech F bedzie pewna o-algebra podzbioréw 2. Udowodnié, ze funkcja
{1 gdy % €A
0 gdy % ¢ A

okreélona na zbiorach A € F jest prawdopodobienstwem.
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Dane sg: P(A') = 1, P(ANB) = 1, P(AU B) = 2. Oblicz P(B'), P(AN B'), P(B\ A).

1 p
1
Dane sa: P(AUB) =1, P(ANB) =
Oblicz P(A), P(B\ A).

1 oraz wiadomo, ze P(A\ B) = P(B\ A).

Wykaz, ze jesli P(A) = a, P(B) = b, gdzie b # 0, to P(A | B) > 1 — 3%

Zbadaj, dla jakich zdarzen A, B spelniony jest warunek P(A) = %( (A|B)+P(A|B)).

Udowodnij, ze jezeli AN B C C, to P(A)+ P(B) — P(C) < 1.

W pewnym zbiorze ) dane sa zdarzenia A, B o wlasnodciach: P(ANB) =1, P(A’) = %, P(B) = . Oblicz
P(AU B).

W pewnym zbiorze Q dane sa zdarzenia A, B takie, ze P(A) = %, P(B) = % Czy Ai B moga sie wykluczaé?

Ile co najmniej wynosi P(AN B)?

Udowodnié, ze jezeli P(A) + P(B) > 1, to AN B # 0.

Niech A, B,C C 2 beda zdarzeniami takimi, z2¢ AU BUC = Q, P(B) = 2P(A), P(C) = 3P(A) oraz

1
P(AnB)=P(ANC) = P(BnC(C). Udowodnij, ze 6 < P(A) < 1

Udowodnij, ze jezeli A, B € Q, P(A) =0,8, P(B)=0,6, to P(A|B) >

—_

S 2
3
Udowodnij, ze V4 pco P(A)=1-P(A'nB)— P((AUB))

Niech P(A) = z i P(B) = 2%. Wiadomo, ze oba zdarzenia siec wykluczaja, ale jedno z nich musi zajéé¢. Ile
wynosi z?

Udowodnij, ze jezeli P(B) >0, to P(A|B) < A)

)

(
Wykazaé, ze jezeli P(A; N AN ...N Ap—1) > 0 to zachodzi (a w szczegblnosci ma sens) nastepujacy wzor,
zwany wzorem tancuchowym: P(A1 NAyN...NA,) = P(A1)P(A2|A1) - ... - P(Ap]A1 N AN ..NAy_y).

l\)\v—l
l\DM—l

Wykazad, ze jezeli zbiory Bi, Bo, ..., B, stanowig rozbicie przestrzeni ) na zdarzenia o dodatnim prawdo-
podobiestwie, to dla dowolnego zdarzenia A zachodzi wzoér na prawdopodobienstwo catkowite:

P(A)= Y P(AIB) - P(B).

Udowodnié, ze jezeli przy zalozeniach z powyzszego zadania P(A) > 0, to dla dowlnego ig = 1, ..., n zachodzi
wzor Bayesa:
P(A‘Bio) ) P(Bio)

P(B;ylA) = — :
;P(A!Bi) - P(B;)

Rzucamy trzema monetami. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wyrzucimy dwa orty pod warunkiem, ze w
pierwszym rzucie wypadtl orzel.

Losujemy karte z talii 52 kart. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wylosujemy kréla, jezeli wiadomo, ze
wylosowano figure?

W urnie jest 7 kul: 3 biate i 4 czarne. Losujemy jedna kule i odktadamy ja. Nastepnie losujemy druga kule.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze bedzie to kula czarna, jezeli za pierwszym razem wylosowano kule biala.

Losujemy liczbe naturalng. Oblicz prawdopodobienstwo, ze bedzie ona podzielna przez 6, jezeli wiadomo,
ze jest podzielna przez 2.



