Topologia
Lista 6

Zad 1. Pokaza¢, ze przestrzen dyskretna (X, 7) jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy zbior
X jest skoriczony.

Zad 2. Rozwazmy odcinek X = [0,1] z topologia 7 = {0, X, (0,1),{1}, (0,1]}. Czy jest to
przestrzen zwarta?

Zad 3. Czy przestrzeri R? z metrykq kolejowq (zwana tez metrykq studnia)

d.(p, q), gdy p i q lezg na tej samej prostej
d(p,q) = przechodzacej przez punkt (0,0),
de(p, (0,0)) + de(q, (0,0)), w przeciwnym wypadku,

gdzie d. jest metryka euklidesowa, jest zwarta?
Zad 4. Czy przestrzenn X = [0, 1] z topologia indukowana z R, jest zwarta?
Zad 5. Czy nastepujgce podprzestrzenie plaszezyzny euklidesowej R?

1 1 .
A={(x,y) ER2:x:(l—g)cost,y:(l—gsmt,tE [0,00), lub 2% + ¢* = 1},

B={(r,y) €R*: 2= (1+e")cost,y= (1 +e'sint, t € [0,00), lub 2> +y* = 1}
sa homeomorficzne?

Zad 6. Dowies¢, ze w przestrzeni euklidesowej kula otwarta nie jest homeomorficzna z kula
domknietg.

Zad 7. Twierdzenie Cantora mowi, ze jezeli Fy C Fy, C F5 C ... jest zstepujaca rodzing
domknietych podzbioréow zwartej przestrzeni X, to

() Fn # 0.

neN
Pokaza¢ na przyktadzie, ze zalozenia o zwartosci przestrzeni X w tezie tego twierdzenia nie
mozna opuscic.

Zad 8. Niech S! bedzie okregiem, za$ Y torusem bez jednego punktu. Czy te przestrzenie
s3 homeomorficzne? Czy istnieja ciagle przeksztatcenia jednej przestrzeni na druga?

Zad 9. Pokaza¢, ze na zbiorze X nie istnieja dwie rézne, poréwnywalne topologie zadajace
na X strukture przestrzeni zwartej.

Zad 10. Niech A C X, B C Y beda zwartymi podprzestrzeniami przestrzeni topologicznych
X, Y. Udowodnié, ze jesli istnieje otwarty podzbior W C X x Y zawierajacy A x B, to
istnieja zbiory otwarte U C X, V C Y takie,ze Ax BCUxV C X xY.

Zad 11. Niech X bedzie przestrzenig topologiczng, a Y przestrzenig zwarty. Wykazaé, ze
rzut p: X XY — X:
ply) =z, z€X, yey,

jest odwzorowaniem domknietym, tj. przeksztalca zbiory domkniete na zbiory domkniete.

Zad 12. Niech X bedzie przestrzenia topologiczng, a Y przestrzenig zwarta. Wykazaé, ze
odwzorowanie f: X XY jest ciagle wtedy i tylko wtedy, gdy jego wykres

W=A{(z,y) e X xY 1y = [f(z)},

jest zbiorem domknietym w X x Y.



