
Topologia

Lista 6

Zad 1. Pokaza¢, »e przestrze« dyskretna (X, τ) jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy zbiór
X jest sko«czony.

Zad 2. Rozwa»my odcinek X = [0, 1] z topologi¡ τ = {∅, X, (0, 1), {1}, (0, 1]}. Czy jest to
przestrze« zwarta?

Zad 3. Czy przestrze« R2 z metryk¡ kolejow¡ (zwan¡ te» metryk¡ studnia)

d(p, q) =


de(p, q), gdy p i q le»¡ na tej samej prostej

przechodz¡cej przez punkt (0, 0),
de(p, (0, 0)) + de(q, (0, 0)), w przeciwnym wypadku,

gdzie de jest metryk¡ euklidesow¡, jest zwarta?

Zad 4. Czy przestrze« X = [0, 1] z topologi¡ indukowan¡ z Rl jest zwarta?

Zad 5. Czy nast¦puj¡ce podprzestrzenie pªaszczyzny euklidesowej R2

A = {(x, y) ∈ R2 : x = (1− 1

et
) cos t, y = (1− 1

et
sin t, t ∈ [0,∞), lub x2 + y2 = 1},

B = {(x, y) ∈ R2 : x = (1 + et) cos t, y = (1 + et sin t, t ∈ [0,∞), lub x2 + y2 = 1}
s¡ homeomor�czne?

Zad 6. Dowie±¢, »e w przestrzeni euklidesowej kula otwarta nie jest homeomor�czna z kul¡
domkni¦t¡.

Zad 7. Twierdzenie Cantora mówi, »e je»eli F1 ⊂ F2 ⊂ F3 ⊂ ... jest zst¦puj¡c¡ rodzin¡
domkni¦tych podzbiorów zwartej przestrzeni X, to⋂

n∈N

Fn 6= ∅.

Pokaza¢ na przykªadzie, »e zaªo»enia o zwarto±ci przestrzeni X w tezie tego twierdzenia nie
mo»na opu±ci¢.

Zad 8. Niech S1 b¦dzie okr¦giem, za± Y torusem bez jednego punktu. Czy te przestrzenie
s¡ homeomor�czne? Czy istniej¡ ci¡gªe przeksztaªcenia jednej przestrzeni na drug¡?

Zad 9. Pokaza¢, »e na zbiorze X nie istniej¡ dwie ró»ne, porównywalne topologie zadaj¡ce
na X struktur¦ przestrzeni zwartej.

Zad 10. Niech A ⊂ X, B ⊂ Y b¦d¡ zwartymi podprzestrzeniami przestrzeni topologicznych
X, Y . Udowodni¢, »e je±li istnieje otwarty podzbiór W ⊂ X × Y zawieraj¡cy A × B, to
istniej¡ zbiory otwarte U ⊂ X, V ⊂ Y takie, »e A×B ⊂ U × V ⊂ X × Y .

Zad 11. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡, a Y przestrzeni¡ zwart¡. Wykaza¢, »e
rzut p : X × Y → X:

p(x, y) = x, x ∈ X, y ∈ Y,
jest odwzorowaniem domkni¦tym, tj. przeksztaªca zbiory domkni¦te na zbiory domkni¦te.

Zad 12. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡, a Y przestrzeni¡ zwart¡. Wykaza¢, »e
odwzorowanie f : X × Y jest ci¡gªe wtedy i tylko wtedy, gdy jego wykres

W = {(x, y) ∈ X × Y : y = f(x)},

jest zbiorem domkni¦tym w X × Y .


