Topologia
Lista 1

Zad 1. Pokaza¢, ze dla dowolnej rodziny podzbiorow R zbioru X istnieje najmniejsza
topologia 7(R) na X zawierajaca R. Co wiecej, jezeli |J e A = X, to 7(R) sktada si¢ z
sum skoniczonych przekrojéw elementéw rodziny R.

Zad 2. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Pokazaé, rodzina kul otwartych B(z,r) =
{y € X :d(z,y) <r}, z € X, r >0, tworzy baze topologiczna. Uzasadni¢, ze zbior U C X
jest otwarty w przestrzeni metrycznej (X, d) wtedy i tylko wtedy, gdy jest suma kul otwar-
tych.

Zad 3. Sprawdzi¢, czy rodzina R = {[a,b),(a,b] : a,b € R, a < b} jest baza pewnej
topologii na R.

Zad 4. Pokazac, ze rodziny B, = {[a,b) : a,b € R}, B, = {(a,b] : a,b € R} sa bazami
pewnych topologii na R, ktoére oznaczaé bedziemy odpowiednio przez 7, 1 7.

a) Pokaza¢, ze topologie 7, 7, sa nieporownywalne, ale obie sg bogatsze od topologi
euklidesowej.

b) Pokazaé, ze 7, N7, jest topologig euklidesowg na R
¢) Opisa¢ topologie generowana przez 7y U T,.
Zad 5. Czy istnieje baza przeliczalna wprowadzajaca na R topologie euklidesowa?

Zad 6. Naszkicowaé na plaszczyZnie R? kule otwarte B((O, 0), 1) dla nastepujacych metryk:

do(z,y) = /(21 — 1) + (22 — 32)? (metryka euklidesowa),

di(z,y) = |x1 — y1]| + |22 — v (metryka taksowkowa),
Ay (z,y) = max{|z; — y1|, |2 — yo| } (metryka mazimum,),

gdzie x = (71, 12), y = (y1,v2). Pokaza¢, ze metryki te wprowadzaja na R? ta sama rodzine
zbioréw otwartych.

Zad 7. Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna i niech Y X. Pokaza¢, ze 7y := {UNY :
U € 7} jest topologia na Y.

Zad 8. Niech (X, 1) bedzie przestrzenia topologiczna z baza B i niech Y X. Pokaza¢, ze
By : {BNY : B € B} jest baza topologii podprzestrzeni (Y, 7y ).

Zad 9. Niech (X, 7x)i (Y, 7y) beda przestrzeniami topologicznymi z bazami topologicznymi
Byx i By, odpowiednio. Pokazaé, ze Bx x By jest baza topologiczna na X x Y i ze zadana
przez nig topologia zalezy jedynie od 7x i 7y. Topologie te nazywamy topologia produktowa.

Zad 10. Niech B bedzie baza topologi na R skladajaca sie z przedzialow (a,b), a < b.
Pokazaé, ze B x B jest baza topologii na plaszczyznie euklidesowej R?,



