Topologia
Lista 3 (wnetrze, domkniecie, pochodna, brzeg zbioru)

Zad 1. Wyznaczy¢ wnetrze, domkniecie, brzeg oraz pochodna danego podzbioru prostej
euklidesowej (R, d,):

A=N, B=2Z, C=Q, D=R\Q, E=R, F=(0,3, G=/(—00,35
H=(1,2\Q, I=[-33)U(5+o0), J:{xzﬁ:neN}u{x:|x—4|<1},

K:{x:(—l)”(l—i—%) :nEN}U{x:|x|>2}, L:{#:neN}U([l,Q]OQ)

Zad 2. Na plaszczyznie euklidesowej (R? d.) wyznaczy¢ wnetrze, domknigcie, brzeg oraz
pochodng zbioru

A=1[0,1] x [0, 1), B:{(l,(—m) :neN}, C:{(x,y):yzsiné, v >0},

n

D={(wg)ieycQ E={@niy=raneN}, F={@):iy=a gcQh

G:{(x,y):y2+x2: (1—1)2, neN}, He{(z.y):2€[1,2)N0Q, ye(1,2)\Q}.

n
Zad 3. Sprawdzi¢, czy zbior {tp+ (t — 1)q : t € (0,1)} C R?, gdzie p,q € R?, jest otwarty
w metryce: a) euklidesowej, b) rzeka, ¢) studnia.
Zad 4. Sprawdzi¢, czy podzbior M przestrzeni funkcji ciagtych Cla, b], z metryka supremum,
jest otwarty lub domkniety.
Cla, 0] M Cla, 0] M
a) | C[=5,1] | {z:2(0)=0} | ¢)|C[0,1] ]| {x: fo t)dt = 0}
b) | C[-3,3] | {z:2(0)==(1)} | d) | C[0,1] | {x: fo t)dt < 1}
Zad 5. Wyznaczy¢ wszystkie zbiory otwarte i wszystkie zbiory domkniete w przestrzeni z
metryka dyskretna.
Zad 6. Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Udowodni¢, ze jesli zbior G jest otwarty, to

a) GNACGNA, b)) GNA=GnNA4, ¢ G=int(G).

Zad 7. n-ta pochodna A™ zbioru A okreslami indukeyjnie wzorami A1) = A4 AM =
(A1) Udowodni¢ ze dla dowolnych dwoch zbioréw A i B w przestrzeni topologicznej X
spetnione sa nastepujace relacje

a) AC B= Al cC B, b) (AU B)?= AU B, ¢) (AnB)* c A?n BY,

d) A" c A (przy dodatkowym zalozeniu, ze X jest T -przestrzenia).
Zad 8. Skonstruowaé¢ podzbidér prostej euklidesowej R posiadajacy n réznych pochodnych.
Zad 9. W dowolnej przestrzeni topologicznej X udowodni¢ nastepujace zaleznosci

a) AUFr(A) =4, b) Fr(A) = AN X\ A, c) Fr(A) = (AnX\A) U (4)\ 4),

d) Fr(A)UFr(B) =Fr(AUB)UFr(ANB)U (Fr(A) NFr(B)), e) Fr(int (A)) C Fr(A),
f) A=A < Fr(A)=ANX\A4, g) A=int(4) < Fr(A)=ANX\A4,
)

h) A jest roznica dwoch zbioréw domknietych <= zbiér A\ A jest domklniety.



