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1. Wady caªki Riemanna.

2. Struktury na rodzinach zbiorów: pier±cienie, algebry, σ-pier±cienie, σ-algebry oraz póªpier±cienie
(zwi¡zki mi¦dzy nimi i przykªady).

3. Struktury rodzin generowanych: istnienie i de�nicja pier±cieni, algebr, σ-pier±cieni i σ-algebr
generowanych przez rodziny zbiorów, posta¢ pier±cienia generowanego przez póªpier±cie«.

4. Funkcje addytywne: de�nicja i przykªady, monotoniczno±¢, przedªu»anie z póªpier±cienia na pier-
±cie«.

5. Miary: σ-addytywno±¢, σ-subaddytywno±¢, ci¡gªo±¢ (kryterium σ-addytywno±ci), σ-addytywno±¢
dªugo±ci.

6. Przedªu»enie miary, krok 1 (miara zewn¦trzna): de�nicja miary zewn¦trznej µ∗ zadanej przez µ
i jej wªasno±ci.

7. Przedªu»enie miary, krok 2 (zbiory mierzalne): de�nicja i kryterium mierzalno±ci zbioru, algebra
zbiorów mierzalnych, zbiory miary zero i miary zupeªne.

8. Przedªu»enie miary, krok 3: addytywno±¢ i σ-addytywno±¢ miary zewn¦trznej na algebrze zbio-
rów mierzalnych, de�nicja, podstawowe wªasno±ci, minimalno±¢ oraz jednoznaczno±¢ miary Le-
besgue'a.

9. Miara Lebesgue'a na prostej: przykªady zbiorów mierzalnych w sensie Lebesgue'a, zbiór Cantora
i jego wªasno±ci, przykªad zbioru niemierzalnego.

10. Miary Lebesgue'a-Stieltjesa: charakteryzacja miar lokalnie sko«czonych na prostej euklidesowej,
de�nicja miary Lebesgue'a-Stieltjesa.

11. Miary znakowe (ªadunki), rozkªad Hahna-Jordana: de�nicja i przykªady, Tw. Hahna o rozkªadzie
dziedziny ªadunku (bez dowodu), Tw. Jordana o rozkªadzie ªadunku na ró»nic¦ miar.

12. Funkcje mierzalne: charakteryzacje mierzalno±ci, przykªady.

13. Ró»ne rodzaje zbie»no±ci:zbie»no±¢ punktowa, jednostajna, prawie wsz¦dzie, wedªug miary oraz
relacje mi¦dzy nimi (przykªady).

14. Caªka Lebesgue'a, konstrukcja ogólna i podstawowe wªasno±ci.

15. Twierdzenia o przej±ciu z granic¡ pod znak caªki: absolutna ci¡gªo±¢ i σ-addytywno±¢ caªki jako
funkcji zbioru, tw. Lebesgue'a o zbie»no±ci zmajoryzowanej, tw. Leviego o zbie»no±ci monoto-
nicznej i jego zastosowania, lemat Fatou (tw. Fatou-Lebesgue'a).

16. Twierdzenie Radona-Nikodyma: charakteryzacje ªadunków absolutnie ci¡gªych wzgl¦dem miary,
liniowa niezale»no±¢ przestrzeni ªadunków absolutnie ci¡gªych i osobliwych, twierdzenie Radona-
Nikodyma, pochodna Radona-Nikodyma.

17. Zastosowania twierdzenia Radona-Nikodyma: wzór Newtona-Leibniza, zwi¡zek mi¦dzy caªkami
wzgl¦dem róznych miar, zamiana zmiennych w caªce.

18. Miary produktowe: konstrukcja i istnienie miary produktowej, twierdzenie Fubiniego, twierdzenie
Tonellego.


