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Réwnowaznosé norm

Rozwazmy dwie normy || - ||1 i || - ||2 na przestrzeni liniowej X.
Def. Norma || - ||; jest mocniejsza od normy || - ||> jezeli
Jeso Vxex x|z < cflx]ls-

Lem. Nastepujace warunki s3 réwnowazne:
@ norma || - ||; jest mocniejsza, niz || - ||,
@ zbieznos¢ w normie || - ||; pociaga zbieznos¢ w normie || - ||

@ topologia zadana przez || - ||; jest mocniejsza (wieksza) od
topologii zadanej przez || - ||>.

Dowéd: @) Norma || - || jest mocniejsza od normy || - ||z <=

id (X, |- ]l1) = (X, || - ||2) jest operatorem ograniczonym L
odwzorowanie id : (X, || - |l1) — (X, - |l2) jest ciagte

(kryterium Heinego)/ \{(definicja topologiczna)

Q Q
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Def. Normy || - |1 i || - ||2 sa rGwnowazne jezeli norma || - ||; jest
jednoczesnie mocniejsza i stabsza od || - |2, czyli gdy

Jae>0 Yxex X2 <allx[i oraz  [x|l1 < cflx]|2.

Stw. Nastepujace warunki sa réwnowazne:

@ normy || - ||z 1| - ||2 sa réwnowazne
@ zbieznos¢ ciagu w || - ||1 jest réwnowazna zbieznosci w || - ||2
@ topologie zadane przez || - || i || - ||2 s3 takie same.

Ponadto jesli normy sa réwnowazne, to
(X, || - |l1) przestrzen Banacha <= (X, || - ||2) przestrzen Banacha

Dowdd: Réwnowaznosé warunkéw (1)-(3) wynika z lematu.
Jesli || - ||z 1] - ||l2 sa réwnowazne, to ciag {xn}7>; C X jest Cauchy w
normie || - ||; wtedy i tylko wtedy, gdy jest Cauchy w || - ||2, bo

%0 — Xmll2 < c1l[xn — xmll1 oraz  [[xn — xmll1 < c2l|xn — Xml|2-

Zatem z réwnowaznosci zbieznosci mamy réwnowaznos¢ zupetnosci B s, 10



Prz. Na przestrzeni X = C|[0, 1] nastepujace normy

1 1/p

el = e kO eli= ([ xpae) L pe o)
tef0,1] 0

nie sa réwnowazne. Rzeczywiscie, niech x,(t) = t". Wtedy

xall = fo 7 dt = 2Ly — 0, czyli x, % 0. Ale {x,}32, jest

rozbiezny w normie || - ||, (bo nie jest zbiezny jednostajnie).
Zatem || - ||, nie jest mocniejsza, niz || - ||. Z drugiej strony
1 1/p 1 1/p
el = ([ btora) < ([ieae) =il
Czyli || - || Jest ciSle mocniejsza, niz || - ||,.

Zbieznos¢ jednostajna pocigga zbieznos¢ w LP, ale nie na odwrdét.

Zad. Dla p < p/, || - || Jest $cisle mocniejsza, niz || - ||, %

O
(Hint: Nieréwnosé¢ Héldera oraz ciag xa(t) = (%)%1[%’1] + nil[o’%).)
4/10



Prz. W przestrzeni X = F" normy

n 1/p
Il i= max Ix(K)l. llxl, = (;Ix(k)l”> pelloo)

s3 réwnowazne, poniewaz ||x||« < ||x]|, oraz ||x||, < n||x||co-

W przestrzeni skofnczenie wymiarowej wszystkie normy sg

Twierdzenie. |
réwnowazne.

Dowdd: Z zatozenia istnieja liniowo niezalezne ey, ..., e, € X
takie, ze Vxex Ix(1),..x(n)er X = 2_p_q X(k)ex. Wtedy X = F",
gdzie x — (x(1), ..., x(n)). Zdefiniujmy na X norme wzorem

n

Ix]|oo = (nax Ix (k)| gdzie x = Zx(k)ek.

k=1
Wystarczy pokaza¢, ze dowolna norma || - || na X jest réwnowazna
z |- |l (bo réwnowazno$¢ norm jest relacja réwnowaznosci, a w

szczegblnosci jest relacja przechodnia). W tym celu zauwazmy, ze, .,



]

n

n
Ixll = 11 x(k)ewll < lIx(k ekII—ZIX lexll < lIxlloo Y llexll-
k=1

k=1 k=1
Czyli ||x]] < ¢||x||oo dla ¢ := Z |le|l- Stad || - ||co mocniejsza, niz || - ||.
k=1
Zatézmy nie wprost, ze || - || nie jest mocniejsza, niz || - ||oo. Wtedy dla
kazdego n € N znajdziemy x, € X takie, ze > nl|xp||. Ktadac
Yn = IIX:ﬁoc otrzymujemy ciag zbiezny do O w || - ||, gdyz
lyall = it < 5 —0.

Czyli y, — 0. Z drugiej strony, ||yn|lcc = 1, czyli ciag {yn}52; jest
zawarty w sferze jednostkowej w normie || - ktéra jest zblorem
zwartym (norma || - ||~ jest réwnowazna normie euklidesowe;j || -
patrz Przyktad). Zatem na mocy Twierdzenia Bolzano-Weierstrassa
istnieje podciag {yn, }7>; zbiezny w normie | - oo ewnego y € X .
Wtedy ||y ]loo = liMk—oo ||¥n, lloc = 11 w szczegdly/” &y # 0. Ale skoro
~5y#£0/4/boy, A, 0. N
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|| - |loo jest mocniejsza, niz || -




Whn1. Kazda skonczenie wymiarowa przestrzen unormowana jest
zupetna (dim(X) = n < co = X przestrzen Banacha).

Dowdd: Skoro norma na X = [F” jest réwnowazna normie
euklidesowej, to X zupetna (bo F" zupetna w || - ||2). B

Wn2. Skonczenie wymiarowa podprzestrzen jest domknieta w
kazdej przestrzeni unormowane;j.
Wn3. Kazdy operator liniowy okreslony na przestrzeni skonczenie

wymiarowej jest automatycznie ograniczony (ciagty).

Dowéd: Niech T : X — Y liniowy i X = F". Skoro na X
wszystkie normy réwnowazne, to mozemy zatozy¢, ze

IxIl=>27 [x(k)|, gdzie x = > _; x(k)ex. Wtedy

ITx[ =11 Y x(k) Texl| < Z|X I Texll < € - [lx]]
k=1

gdzie C := maxk—1,_, | Tex||- Czyll T jest ograniczony. B
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Przestrzen operatoréw ograniczonych

Niech X i Y beda przestrzeniami unormowanymi.

Przestrzen operatoréw ograniczonych z X w Y
B(X,Y):={T : X — Y operator liniowy i ograniczony}

jest przestrzeniag unormowang nad F = R, C, wraz z dziataniami

dziatania
(T +S)x := Tx + Sx, (AT)x = ATx ( okreslone )

punktowo!

oraz norma operatorowa || T|| = sup | Tx|. m
s

[Ixl=1

Twierdzenie
Y przestrzeh Banacha <= B(X, Y) przestrzeh Banacha

Dowdd: “<=" potrzebujemy Tw. Hahna-Banacha (Wy



“=" Niech {T,}>2, C B(X,Y) ciag Cauchy. Dla kazdego x € X
| Tox — Tox|| < | 7o = Tall[|x]| — 0.

Zatem ciag { Tox}52; C Y jest ciggiem Cauchy w Y, wiec jest on
zbiezny (bo Y zupetna). Jego granice oznaczmy przez Tx € Y. W
ten sposéb otrzymujemy operator liniowy T : X — Y. Ponadto,

I(T = Toxll = Tim [[(T, — To)x|

<Himsup [ T — TollllxI] < sup [| Trm — Talll|x]]-

m—o00 m>=n

Stad
IT =T, <sup||Tm— T,||]| — 0, gdy n — oc.

m>=n

Czyli {T,}22, zbiega w normie do T. W szczegélnosci, skoro
T,€ B(X,Y)oraz T — T, € B(X,Y) (dla dostatecznie duzych n),
toT=T-T,+ T, € B(X,Y) jest ograniczony.

Zatem {T,}°2, jest zbiezny w przestrzeni B(X,Y). |
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Przestrzen dualna

Ciato skalaréw Y := T jest przestrzenig Banacha.

Definicja

Przestrzen Banacha B(X, ) nazywamy przestrzenia sprzezona
lub przestrzenia dualng do przestrzeni X i oznaczamy ja X*.

Elementy przestrzeni X* = B(X,F) nazywamy funkcjonatami
ograniczonymi na X.

Prz. Przyktadem funkcjonatu ograniczonego jest catka
L'(p) > x — f(x) == [xdu € F.

Uw. Zasadnicza motywacja do rozwazania przestrzeni dualnej X*
jest fakt, ze pozwala ona zdefiniowa¢ nastepujaca forme
dwuliniowa (zwana czasem parowaniem)

X*x X3 (f,x)— (f,x) == f(x) €T,

ktéra imituje iloczyn skalarny na X.




