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Wyktad 13

Miara produktowa
i catka iterowana
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Niech (X, Fx,ux), (Y,Fy, py) przestrzenie z miarami o-skorficzonymi.
Skonstruujemy produktowg przestrzen z miarg o-skohczong

(X XY, Fx ®Fy, ix @ py)

Lem. lloczyn kartezjaniski o-algebr jest pétpierécieniem, tzn.
Fx xFy :={Ax B: A€ Fx, B e Fy} jest potpierscieniem zbioréw.J

Dowdd:
Def. o-algebre produktowa definiujemy jako o-algebre
Fx @ Fy := o(Fx x Fy) generowang przez potpierscien Fx X Fy. J

Prz. Rodzina B(R) x B(R) sktada sie z ,prostokatéw” na R?, a
B(R) ® B(R) = B(R?) zawiera wszystkie zbiory borelowskie na R,

Tw. Istnieje doktadnie jedna miara ux @ py : Fx @ Fy — [0, 0] t., ze
VacFy, BeFy px @ py(Ax B) = ux(A) - py(B). (1) ’

v

Dowdd: Na mocy Twierdzen o przedtuzeniu i jednoznacznosci miar
wystarczy pokazaé, ze funkcja ux @ py : Fx X Fy — [0,00] dana

wzorem (J[) jest o-addytywna. (ldea: zapiszemy pux ® py jako catke po 1ix) 2/8



Dla C = A x B € Fx x Fy potézmy fc(x) :=1a- uy(B). Wtedy
Jx fc(x)dux = [ La-py(B)dux = px(A) - py(B) = pux @ py(C).

Dla poreczniejszego zapisu, dla kazdego Y

x € X oraz kazdego CC X x Y
ooz L=2x T A A1 T O c
rozwazmy x-przekrdj zbioru C: C) ( C )

Co={yeY:(x,y)eC} N \ O

zbidr y-kéw lezacych w C nad x

X X
Jesli C=Ax B, to C, =B, gdy x € Aoraz C, =), gdy x ¢ A. Stad
fe(x) = py(Cx) oraz Jx fe(x) dux = px @ py(C).
Zatézmy, ze C = | |2, Cy € Fx x Fy, gdzie C, € Fx x Fy. Wtedy
Cc = L2, Cox, gdzie G, « jest x-przekrojem zbioru Cp, x € X.
Z o-addytywnosci py i catkowalnosci szeregéw wyraz po wyrazie
px @ py(C) = [y fc Ydux = [x nv(G) dux= [y ny(Lpy Crx) dux
= fx 1 /~LY Cn x) dux = Zn:l X MY(Cn,X) dpx
_Zn le fe,(x) dux —Z?O:1 px @ py (Cp). .3/8



Def. Miare ux ® py na Fx @ Fy spetniajaca () nazywamy miara
produktowa, lub tez iloczynem miar pux i py. J

Uw. Produktowanie miar jest taczne, tzn.

(ux @ py) @ pz = px ® (py @ pz)
dla dowolnych o-skohnczonych miar px, py, pz. Zatem mozemy i
bedziemy omija¢ nawiasy w tym kontekscie.
Prz. Potegi jednowymiarowej miary Lebesgue'a A na B(R) (dtugosci na
proste] R) sa n-wymiarowymi Lebesgue’a A" na B(R"):
AT = ARQAQ - @\ = A"
—_—

n-razy

Prz. Zmienne losowe &, ¢ na przestrzeni probabilistycznej (2, F, P) |
s3 niezalezne < rozktad wektora losowego (&, () jest produktem
rozktadow £ i ¢, czyli

H(ec) = He © He

gdzie pe,)(C) == P((£,¢) € C) dla C € B(R?).




Lem. Niech C € Fx ® Fy. Wtedy

© dla px-prawie kazdego x € X przekré] Cx :={y € Y : (x,y) € C}
nalezy do Fy. W szczegélnosci, pux-prawie wszedzie okreslona jest
funkcja fc(x) = py(Cx) i jest ona mierzalna.

© Zachodzi réwnosé: px @ puy(C) = [y fe(x) dux
Dowdd: Gdy C = A x B to juz widzielismy w dowodzie Tw. Ogélnie

Whn. Jezeli f > 0 funkcja mierzalna na X, f(x)
C={(x,t) e X xR:0<t<f(x)} to

ux ® N(C) = [ f(x) dux

Dowdd: Stosujemy Lem dla uy = A. Wtedy C =[0, f(x)]. Zatem
fc(x) = MCx) = f(x) — 0 = f(x). Czyli teza wynika z Lem (2). |
Pytanie:

Kiedy catke podwdjna mozna liczy¢ jako catke iterowana?
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Twierdzenie Tonellego.

‘,"

Dla dowolnej Fx ® Fy-mierzalnej funkeji f(x,y) > 0

— [

onelli
/ f(X,y)dux®/w=//f(X,}’)d/JYdMXZ//f(XJ)dedMY
XxY xJy v Jx

W szczegélnosci, [ f(x,y) duy jako funkcja od x jest Fx-mierzalna
oraz [, f(x,y)dux jako funkcja od y jest Fy-mierzalna.

Dowéd: Niech C := {(x,y,t) e X x R:0< t < f(x,y)}. Z Wn
px ® py @MC) =[x,y f(x,y) dpux @ py
Na mocy Lem dla px-prawie kazdego x € X przekrd;j
G={l,t): (v, ) e C} ={(y, ) € Y xR: 0 < t < f(x, )}

nalezy do Fy, funkcja fe(x) = puy @ A(C fy x,y)duy jest
Fx-mierzalna oraz

px @ py @MC) = [y fedux = [y [y f(x,y) duy dux.

Dowodzi to pierwszej réwnosci w tezie. Drugiej dowodzi sie podobnie. 4



Twierdzenie Fubiniego.

Dla dowolnej px ® py-catkowalnej funkgji f(x, y)

(Fubin])
/ f(X,y)dux®/w=//f(X,y)duvdﬂxz//f(X7y)duxduv
XxY XJY Y JX

W szczegélnosci, [ f(x,y) duy jako funkcja od x jest px-catkowalna
oraz [, f(x,y)dux jako funkcja od y jest py-catkowalna.

Dowdd: Whniosek z Twierdzenia Tonellego poprzez zastosowanie go do
czesci dodatniej 1 (x, y) oraz czesci ujemnej £~ (x,y) funkgji f(x,y).

Uw. Na ogdt, z istnienia catek iterowanych nie wynika ich réwnos¢, a z
ich réwnosci i skonczonosci nie wynika catkowalnosé¢ funkgji.

Przl. Niech X = Y = [-1,1], ux = puy = A oraz f(x,y) = ﬁ
dla (x,y) # (0,0). Skoro f(x,y) nieparzysta ze wzgledu na x i y, to
fil f(x,y)dx = fil f(x,y)dy = 0. Zatem

1 1 1 1
/ / f(x,y)dxdy:/ / f(x,y)dydx =0.
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Z drugiej strony f(x,y) = Lz)z nie jest catkowalna na X x Y:

(x*+y
Jivap PO AN = [fi(yyasyecr) Gy 9X°

wspoétrzedne biegunowe |  pl 27 r?| cos psin ¢
{X =rsing, y=rcosp [ Jo Jo (r? cos? p+r2 sin® p)? rdpdr

= fol fozﬂ Ll cos psin | dp dr
= f027r | cos psing|dp - fol Ldr =

Prz2. Niech X = Y =[0,1] oraz f(x,y) = (2—:_}/2%2 Wtedy

fo (x2+y = fol 9y <x2+y ) dy = |:x2-}|/—y2:|:) = 2

a stad
a . G0 Lo
Jo Jy g dy dx = Jg 2y dx = [aretg()]g = §-
Z drugleJ strony skoro f(x, y) = —f(y, ) to mamy

1 X2y 1 oy

WIESZ UMIESZ ... ‘-\@: POWCDZENIA NA EGZAMINIE .




