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Def. Topologia na X nazywamy rodzine O podzbioréw X taka, ze

@ 0, Xeo (zawiera zbiér pusty i cata przestrzen)
@ U VeO=UnNVeO (zamknigta na skoriczone przekroje)
@ {Uilicst CO= U Ui (zamknigta na dowolne sumy)

Pare (X, O) nazywamy przestrzenia topologiczng, a elementy O
nazywamy zbiorami otwartymi w tej przestrzeni.

Uw. Topologia nie jest (zazwyczaj) zamknieta na dopetnienia
(dopetnienie zbioru otwartego nazywamy zbiorem domknietym)

Prz. W przestrzeni metrycznej (X, d) @ topologia jest
O :={U C X : U jest suma kul otwartych},

kula otwarta o Srodku w x € X i promieniu r > 0
nazywamy zbiér K(x,r) :={y € X : d(x,y) < r}

Uw. Gtéwnie bedziemy rozwaza¢ X = R” z topologia euklidesowa, tzn.

zadang przez metryke euklidesowa d(x,y) = /> 1, (xi — i)2.
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Def. Elementy o-algebry B(X) := o(O) generowanej przez zbiory
otwarte nazywamy zbiorami borelowskimi w przestrzeni (X, O).

,.zbior borelowski, to taki, ktéry mozna uzyskac ze zbioréw otwartych
za pomoca przeliczalnych sum, przekrojéw, badz réznic i dopetnien”

Prz. Zbiory {a}, [a b) Q, R\ Q, sa borelowskie na prostej R
{a} =M@~ 5.a+7), [a,b) = (a,b) U{a}, Q=U,cola}

Uw. Mozna wykaza¢, ze w R” istnieja zbiory nieborelowskie, ale ,, nie
mozna ich zobaczy¢' (dowéd korzysta z pewnika wyboru)

Stw. B(X) = o(D), gdzie D jest rodzing zbioréw domknietych w X J

Dowdd: Przypomnijmy, ze A€ D <= A’ € O. Zatem
AGD:A’GOA::(A;),AGU(O).

Czyli D C 0(0), skad o(D) C 0(O). Analogicznie
Ue0—= U e "2 ycq(D)

Czyli O C 0(D), skad 0(O) C o(D). Zatem B(X) = 0(0O) =




Prostopadtosciany jako generatory B(R")

Rozwazmy rodzine n-wymiarowych prostopadto$cianéw pétotwartych
P = {[31, bl) X [32, b2) X e X [an, bn) D aj, b € ]R}

AT T T T -2

Oraz ich wersje o wierzchotkach o wspétrzednych wymiernych

dzi
PW = {[al7b1) X [a27b2) X oo X [afhbn) : ai7bi S Q}

Tw. B(R") = o(P) = o(Pw). )

Dowéd: [a1, b1) X ... % [an, by) = (1 (a1 — L, b1) ... x (an — L, by)
n=1

Zatem P C B(R") i skoro P,, C P, to o(Pw) C o(P) C B(R"). Czyli
wystarczy pokaza¢, ze O C o(Py ), bo wtedy B(R") C o(Py).

Niech zatem U € O. Pokazemy, ze U = |J P € o(Py)[zbisr otwarty jest
PeP przeliczalng suma
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Inkluzja |J P C U jest oczywista. Aby wykaza¢ inkluzje przeciwna:

PEPw
PCU

Wezmy x € U. Skoro U otwarty to 3,50 K(x,r) C U. W kule zawsze
mozemy wpisaé prostopadtoscian. Doktadniej, dla €it, L EF < ﬁ
P:=[x1—e,xa+e )X - X[xn—e,,xn+6)C K(x,r)

-

Mozemy dobraé 5? tak, aby P € P,. Skoro > .o
4, \~
x€PCK(x,r)CU, AR s,
I a AN
toxe U P.CxyliUC U P. ' U s
PEPw PEPW \ '
PCU PCU A /
Zatem U= |J P.Stad O Co(Py). N .o ’
PEPw S~o .’
PCU S~aa.--7

Uw. Z dowodu wida¢, ze teza twierdzenia pozostaje prawdziwa jesli

lub domknietymi
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Miara={d’fugoéé, objetos¢, waga, prawdopodobieristwo, moc zbioru, ...}

[

[ [ ] = [ - - - - .
--- miara miara miara miara miara miara
—_———

miara
Oznaczenie: AUB=AUBoraz ANB =1
o o
L An= U Ajoraz AiNA =0dlai#j (e
n=1 n=1

Def. Miara na przestrzeni mierzalnej (X, F) nazywamy funkcje
p: F — [0, +00] taka, ze u(()) = 0 oraz

{An}pi CF

Ap) = An -addyt S¢E
parami roztaczne — 'u(n|j|1 ) nZl'u( ) (7-addytywnose)

Tréjke (X, F, ) nazywamy przestrzenia z miarg, a wartos¢ pu(A)
miara zbioru A € F w tej przestrzeni.

Uw. Jesli u # oo to o-addytywnos¢ implikuje p(0) = 0.

Uw. Miara unormowana (tzn. u(X) = 1) = prawdopodobieristwo




Stw. (Podstawowe wtasnosci miary)

Niech (X, F, ) przestrzen z miarg oraz A, B € F. Wtedy
QO ANB =0 = p(AUB) = u(A) + u(B) (skoriczona addytywnos¢)
Q@ AC B = pu(A) < u(B) (monotonicznosc)
Q@ u(B\A)=u(B)—pu(ANB), oile u(ANB) < oo  (miara réznicy)
Q u(AUB) = u(A)+ uw(B) — w(ANB), oile u(ANB) <

(zasada witaczeri i wytaczeni)

Q@ 1(AUB) < u(A)+ u(B) (skoriczona podaddytywnos¢)

Dowdd: (1) Ktadac Ay := A, Ay = B oraz A, =0 dla n > 2. Mamy

H(AU B) = @1 Ap) ToAdnose ni::l 1(As) "2 1(A) + u(B).

(2) AC B=> B =AU(B\A) Z: 1u(B) = u(A) + u(B\ A) > u(A)
(3) B=(B\A)L(ANB) =L u(B) = u(B\ A) + u(AN B)

(4),(5) Stad, ze AUB = AU(B\ A) oraz (B\ A)LI(AN B) = B mamy

W(AUB) + u(AN B) 2 u(A) + u(B\ A) + (AN B) 2 u(A) + u(B)m
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