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Wyktad 7

Funkcje mierzalne i obraz miary

T
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Def. Niech (X, Fx) i (Y, Fy) przestrzenie mierzalne. Odwzorowanie
T : X — Y jest mierzalne (lub Fx-Fy-mierzalne) jezeli

\V/Ae_’]-‘y T_l(A) € fX

(czyli, gdy przeciwobraz zbioru mierzalnego jest zbiorem mierzalnym).

T

Lem. Jesli Fy = o(G) jest generowana przez rodzine G C 2Y to
T:X — Y mierzalne <= VYacg T }(A) € Fx
Dowéd: ,—" jasne. ,<=". Rodzina Fp :== {AC Y : T"}(A) € Fx}

Jest o-algebra (przeciwobraz zachowuje sumy, przekroje i dopetnienia).
Z zatozenia G C Fok. Stad Fy = 0(G) C Fok. Czyli T mierzalne. W

Wn. Odwzorowania ciggte sa mierzalne (wzgledem zbioréw borelowskich).
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Dowdd: Niech (X, Ox), (Y, Oy) przestrzenie topologiczne i niech
B(X) :=0(0Ox), B(Y) := o(Oy) o-algebry zbioréw borelowskich.
T : X — Y odwzorowanie ciagte £ Yueo, THU) € Ox

OEEX) v, T-(U) € B(X)

£ Yyenryy THU) € B(X)

Def .
E& T :X — Y mierzalne B

Uw. Funkcji mierzalnych jest duzo wiecej niz ciagtych
(bo zbioréw borelowskich jest duzo wiecej, niz otwartych).

Prz. Funkcja charakterystyczna 1,4 : X — R zbioru A C X jest dana

wzorem
1, xeA
La(x) =
0, x¢A

Jesli X przestrzeh mierzalna, to 14 mierzalna <= A mierzalny.

Jesli X przestrzen topologiczna, to 14 ciagta <= A otwarto-domkniety.
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Stw. Ztozenie funkcji mierzalnych jest funkcja mierzalna.

Dowdd: Niech (X;, F;), i = 1,2, 3, przestrzenie mierzalne i niech
Ty : X1 — Xy oraz T : Xo — X3 odwzorowania mierzalne. Wtedy
Tro Ty : X1 — X3 oraz dla kazdego A € F3 mamy

Tl ' T2

(T20 T1)"H(A) = T (T3 1(A) € A

€eF2

Stw. Niech T : X — Y odwzorowanie mierzalne miedzy przestrzeniami

mierzalnymi (X, Fx), (Y, Fy). Dla kazdej miary p na (X, Fx) wzér

—

e T mOE@D (O
definiuje miare na (Y, Fy). o ~
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Dowéd: T(u)(0) = u(T-1(0)) = pu(0) = 0. Jesli {A}2, C Fy
parami roztaczne, to

T()(0 A) % w(T( 1] A,
oaddytywnosc %M(T_l( An) % def § T(11)(An). -

miary . p=1

)) przeciwobraz zachowuje

(Ll T-1(An)

sumy i roztaczonos¢ n=1

Def. Miare T(u) nazywamy obrazem miary u przy odwzorowaniu T. |

Prz. Niech (Q, F, P) przestrzen probabilistyczna.

Zmienna losowa = funkcja mierzalna £ : Q — R, tzn.
Vacsw) & NA)eF
Rozkfad zmiennej losowej ¢ = obraz miary P przy &

Vaesmr) — me(A) = P(€ € A) = P(671(A))




Def. Niech (X, F, 1) przestrzen z miara. Méwimy, ze odwzorowanie
mierzalne T : X — X zachowuje miare p lub tez ze miara p jest
niezmiennicza ze wzgledu na T jezeli T(u) = pu, czyli

Vaer u(A) = u(T1(A)).
Prz. Miara Lebesgue’a jest niezmiennicza ze wzgledu na przesuniecia
Vyern Vaepmny A"(y +A) = A"(A).
(T(x) := x + y jest odwzorowaniem mierzalnym T : R" — R” i T(A") = \")
Def. Niech O(n) oznacza zbiér macierzy ortogonalnych n x n:

TeOo(n) < Tt-T=1I

Uw. Macierze n x n mozemy traktowac jako odwzorowania liniowe
T : R" — R". Wtedy nastepujace warunki s3 réwnowazne:

Q@ T e 0O(n) -
@ T zachowuje iloczyn skalarny (x,y) = >"7; x;yi.
© T zachowuje norme ||x|| = /371 x2. O
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Tw. T € O(n) — T()\n) —\" (miara Lebesgue’a jest niezmiennicza)

ze wzgledu na liniowe izometrie

|

Dowdd: Izometria T jest ciagta, wiec mierzalna. Dla dowolnych
A€ B(R"), y € R" mamy
e iniowos¢ T—1
TNy +A) EA(T 1y + A)) "BEEE AT (y) + T71(A))
niezmienniczo$¢ \" )\n(T_l(A)) d;f T()\n)(A)

na przesuniecia
Czyli T(A") niezmiennicza na przesuniecia. Ponadto zauwazmy, ze
KO,r)={xeR": x| <r}={xeR":||Tx|| < r}
={xeR": Tx € K(0,r)} = T }(K(0,r))
Stad T(A")(K(0,r)) = A"(T~1(K(0,r))) = A"(K(0,r)) < oo.

Zatem na mocy Wn3 z wyktadu 3, dla pewnego ¢ > 0 mamy

T(A") = cA™.

Ale skoro cA"(K(0,r)) = T(A\")(K(0,r)) = A\"(K(0,r)), toc=1. N

7/10



Def. Niech GL(n) oznacza zbiér odwracalnych macierzy n x n:
S € GL(n) <= det(S) #0 <= S : R" — R" odwracalne ’

Uw. O(n) C GL(n). Mianowicie, T € O(n) = det(T) = £1.
Tw. (Obraz miary Lebesgue’a przy odwozorwaniu liniowym ’

SeGl(n) = S(\")=|det(S~HA" = | det(S)|1A"

Dowdd: (Krok 1) Zatézmy, ze S = D diagonalna

A O 0
0 Xp--- 0

D = Co oraz  A1,..Ap >0
00 --- A\,

Odwzorowanie D : R" — R", Dx = (A1x1, ..., AnXp) jest ciagte, a wiec
mierzalne. Ponadto

AP0 -0

0 At oo 0

det(D) =A-Ap--ee Ap oraz D! = . . ] .
0 0 .- M1
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Cayli Dx = (A7 1xq, .o, Ay xy) oraz det(D~1) = [] AL Stad

i=1
D(A")([a1, by) X - -+ X [an, bn)) = A”(D‘l([al, bi) x -+ x [an, bn)))
= A"\ tar, ALy x - x [Agtan, Arthy))
= [T 1026 — A tai] = 11 A7 (b — )
i=1 i=1
= det(D1) - A"([a1, b1) x -+ x [an, b))
Zatem D(\") = det(D~1)\" z jednoznacznosci miary.

(Krok 2). Wykorzystamy znany fakt z algebry, ze kazda odwracalna
macierz S € GL(n) mozna zapisa¢ w postaci

S=T1DT,, gdzie Ty, T, € O(n) oraz D diagonalna
z warto$ciami wtasnymi Az, ...A, > 0. Stad dla A € B(R") mamy
S(A")(A) = A"((TaDT2) " (A)) = A(T, D1 T 1(A))
T2€0(n) \ n/~—1 17— Krok 1 n{T—
T=TUANDTITINA)) T T det(DTHAN(TH(A))

T10(m) det(Dfl)/\”(A).
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Czyli S(A™) = det(D~1)A".
Ponadto zauwazmy, ze T € O(n) = det(T) € {—1,1}, gdyz
det(T)? = det(T)det(T) = det(T?)det(T) = det( Tt T) = det(/)
=1.
Zatem
| det(S)| = | det( Ty DTy)| = | det(T1) det(D) det( T2)| = | det(D)|
= det(D).
Czyli det(D™!) = det(D)~! = | det(S)|! i stad

S(A") = | det(S)| A", n
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