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H � ustalona przestrze« Hilberta. Rzut ortogonalny x ∈ H na
podprzestrze« M ⊆ H to PMx ∈ M taki, »e x − PMx ⊥ M .

M

PMx

x

︸
︷︷

︸

x − PMx

Problem: Czy rzut ortogonalny PMx istnieje?

Rysunek sugeruje, »e

‖x − PMx‖ = dist(x ,M) := infy∈M ‖x − y‖.

Powy»sze in�nimum realizuje si¦ w dokªadnie jednym punkcie,
je±li M jest domkni¦tym zbiorem wypukªym!
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Zbiór M ⊆ H jest wypukªy, gdy ∀x ,y∈M∀λ∈[0,1]λx + (1− λ)y ∈ M,

czyli gdy ka»dy odcinek o ko«cach w M caªy zawiera si¦ w M:

M

wypukªy M
niewypukªy

Tw. (O odlegªo±ci od zbioru wypukªego)

Niech H przestrze« Hilberta. Dla dowolnego domkni¦tego zbioru

wypukªego M ⊆ H oraz punktu x ∈ H istnieje dokªadnie jeden y0 ∈ M
taki, »e ‖x − y0‖ = infy∈M ‖x − y‖.

Dowód: �Przesuwaj¡c� zbiór M mo»emy zaªo»y¢,

»e x = 0. Wtedy twierdzenie przyjmuje posta¢:

W domkni¦tym i wypukªym zbiorze M istnieje

dokªadnie jeden element o minimalnej normie:

∃!y0∈M ‖y0‖ = inf
y∈M
‖y‖.
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�Istnienie�. Poªó»my d := inf
y∈M
‖y‖ i niech {yn}∞n=1 ⊆ M taki, »e

‖yn‖ → d . Wystarczy pokaza¢, »e {yn}∞n=1 jest ci¡giem Cauchy, bo

wtedy na mocy zupeªno±ci H i domkni¦to±ci M, ci¡g ten jest zbie»ny

do pewnego y0 ∈ M i wtedy ‖y0‖ = limn→∞ ‖yn‖ = d .

‖yn − ym‖2
to»samo±¢

======
równolegªoboku

2‖yn‖2 + 2‖ym‖2 − ‖yn + ym‖2

= 2‖yn‖2 + 2‖ym‖2 − 4
∥∥ yn+ym

2

∥∥2 {
yn+ym

2 ∈ M

bo M wypukªy

¬ 2‖yn‖2 + 2‖ym‖2 − 4d2 n,m→∞−→ 2d2 + 2d2 − 4d2 = 0.

�Jednoznaczno±¢�. Je»eli y1, y2 ∈ M takie, »e ‖y1‖ = ‖y2‖ = d , to
powy»szy rachunek pokazuje, »e y1 = y2. Rzeczywi±cie

‖y1 − y2‖2
to»samo±¢

======
równolegªoboku

2‖y1‖2 + 2‖y2‖2 − ‖y1 + y2‖2

= 2‖y1‖2 + 2‖y2‖2 − 4
∥∥ y1+y2

2

∥∥2 {
yn+ym

2 ∈ M

bo M wypukªy

¬ 2‖y1‖2 + 2‖y2‖2 − 4d2 = 2d2 + 2d2 − 4d2 = 0. �
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Tw. O istnieniu rzutu ortogonalnego

Dla domkni¦tej podprzestrzeni M ⊆ H przestrzeni Hilberta H oraz

punktu x ∈ H istnieje rzut ortogonalny y = PMx . Co wi¦cej,

‖x − y‖ = inf
y∈M
‖x − y‖ (1)

i rzut y jest przez t¦ równo±¢ wyznaczony jednoznacznie.

Dowód: Skoro M jest zbiorem wypukªym, to na mocy poprzedniego

twierdzenia istnieje dokªadnie jeden y ∈ M speªniaj¡cy (1).

Musimy pokaza¢, »e x − y ⊥ M. Niech z ∈ M. Dla t ∈ F mamy

‖x − y‖2
(1)

¬
y+tz∈M

‖x − (y + tz)‖2 = ‖(x − y) + tz‖2

= ‖x − y‖2 − 2Re 〈x − y , tz〉+ |t|2‖z‖2.
St¡d 0 ¬ |t|2‖z‖2 − 2Re 〈x − y , tz〉 dla t ∈ F. Kªad¡c t = se iϕ, gdzie
s ∈ R i ϕ := arg〈x − y , z〉 nierówno±¢ ta przyjmuje posta¢

0 ¬ s2|e iϕ|2‖z‖2 − 2s Re(e−iϕ 〈x − y , z〉) = s2‖z‖2 − 2s| 〈x − y , z〉 |.
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Czyli funkcja kwadratowa f (s) = s2‖z‖2 − 2s| 〈x − y , z〉 | jest
nieujemna. Skoro f miejsce zerowe dla s = 0, to jej wyró»nik

∆ = 4|〈x − y , z〉|2 musi wynosi¢ zero, czyli 〈x − y , z〉 = 0, tzn.

x − y ⊥ z . �

Wn. (Rozkªad przestrzeni Hilberta) Dla dowolnej domkni¦tej

podprzestrzeni M przestrzeni Hilberta H mamy

H = M ⊕M⊥,

czyli ∀x∈H ∃!y∈M∃!z∈M⊥ x = y + z .

Dowód: Niech x ∈ H. Poªó»my y := PMx oraz z := x − y . Wtedy

x = y + z oraz z de�nicji rzutu mamy y ∈ M i x − y ⊥ M, tzn.

z = x − y ∈ M⊥. Aby pokaza¢ jednoznaczno±¢ tego rozkªadu zaªó»my,

»e x = y ′ + z ′ dla pewnych y ′ ∈ M i z ′ ∈ M⊥. Wtedy

y − y ′ = z ′ − z

oraz y − y ′ ∈ M i z − z ′ ∈ M⊥. Ale M ∩M⊥ = {0} (bo zero jest

jedynym wektorem izotropowym). Zatem y = y ′ oraz z = z ′. �
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Uw. Tez¦ powy»szego wniosku mo»na te» zapisa¢ jako

1 = PM + PM⊥ ,

gdzie 1 jest operatorem identyczno±ciowym na H oraz PM jest
odwzorowaniem H 3 x → PMx ∈ M ⊆ H . W szczególno±ci, je±li
PM jest rzutem ortogonalnym na domkni¦t¡ podprzestrze« M , to
1− PM jest rzutem na jej dopeªnienie ortogonalne M⊥:

PM⊥ = 1− PM .

Wn. (M⊥)⊥ = M dla domkni¦tej podprzestrzeni M ⊆ H .

Dowód: P(M⊥)⊥ = 1− PM⊥ = 1− (1− PM) = PM . �

Stw. Rzut ortogonalny PM jest ograniczonym operatorem
liniowym o normie 1 (chyba, »e M = {0} i wtedy PM ≡ 0).

Dowód:
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�Liniowo±¢�. Niech x , y ∈ H oraz α, β ∈ F. Chcemy wykaza¢, »e

PM(αx + βy) = αPMx + βPMy . Z de�nicji PM(αx + βy) to jedyny

element w M taki, »e (αx + βy)− PM(αx + βy) ⊥ M. Wystarczy

zatem pokaza¢, »e wektor αPMx + βPMy ma te same wªasno±ci.

Jasne, »e αPMx + βPMy ∈ M bo M przestrze« liniowa. Z liniowo±ci (w

pierwszym argumencie) iloczynu skalarnego, dla z ∈ M mamy

〈(αx + βy)− (αPMx + βPMy), z〉 = α〈x − PMx , z〉+ β〈y − PMy , z〉
= 0,

bo x − PMx oraz y − PMy s¡ ortogonalne do M z de�nicji. Zatem

(αx + βy)− (αPMx + βPMy) ⊥ M.

�Ograniczono±¢�. Dla dowolnego x ∈ H mamy

‖PMx‖2 ¬ ‖PMx‖2 + ‖PM⊥x‖2 =
Pitagoras

= ‖PMx + PM⊥x‖2

1=PM+P
M⊥= ‖x‖2.

St¡d ‖PM‖ ¬ 1. Je»eli PM 6= 0, to istnieje x ∈ M 6= {0} o normie 1.

Skoro PMx = x , to ‖PMx‖ = ‖x‖ = 1, czyli ‖PM‖ ­ 1. Zatem

‖PM‖ = 1. �
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Tw. Niech P : H → H liniowy idempotent, tzn. P2 = P . NWSR:

(1) P jest rzutem ortogonalnym (na PH),

(2) P jest samosprz¦»ony, tzn. ∀x ,y∈H 〈Px , y〉 = 〈x ,Py〉 (P = P∗),

(3) P jest kontrakcj¡, tzn. ‖P‖ ¬ 1 (dokªadniej ‖P‖ = 1 lub P = 0).

Dowód: (1)⇒(2). Dla x , y ∈ H mamy

〈Px , y〉 y=Py+(1−P)y
= 〈Px ,Py〉+ 〈Px , (1− P)y〉 PH⊥(1−P)H

= 〈Px ,Py〉
PH⊥(1−P)H

= 〈Px ,Py〉+ 〈(1− P)x ,Py〉 x=Px+(1−P)x
= 〈x ,Py〉.

(2)⇒(3). Dla dowolnego x ∈ H mamy

‖Px‖2 = 〈Px ,Px〉 (2)= 〈P(Px), x〉 P
2=P
= 〈Px , x〉

N.Schwartza
¬ ‖Px‖ · ‖x‖.

(3)⇒(1). Potrzebujemy pokaza¢, »e x − Px ⊥ PH dla x ∈ H.
Hint: Niech x ∈ kerP oraz y ∈ PH. Wtedy dla t ∈ F dostajemy

‖y‖2 = ‖Py + tPx‖2 = ‖P(y + tx)‖2
‖P‖¬1
¬ ‖y + tx‖2 = ‖y‖2 + 2Re t〈x , y〉+ |t|2‖x‖2.

St¡d f (s) = 2s|〈x , y〉|+ s2‖x‖2 ­ 0, co implikuje, »e 〈x , y〉 = 0.
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Niech H = L2(µ), gdzie (Ω,Σ, µ) przestrze« z miar¡.

Prz. (Mno»enie przez funkcj¦ charakterystyczn¡)

Je±li A ∈ Σ, to M := {f ∈ L2(µ) : f zeruje si¦ poza A} jest domkni¦t¡

podprzestrzeni¡ H, a rzut ortogonalny z L2(µ) na M jest operatorem

mno»enia przez funkcj¦ charakterystyczn¡ 1A zbioru A:

PM f = 1A · f , f ∈ L2(µ)

Prz. (Warunkowa warto±¢ oczekiwana)

Je±li F σ-podalgebra Σ, to M := {ξ ∈ L2(µ) : ξ jest F-mierzalna} jest
domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ H, a rzut ortogonalny z L2(µ) na M w

rachunku prawdopodobie«stwa nazywany jest warunkow¡ warto±ci¡
oczekiwan¡ pod warunkiem F

PMξ = E (ξ,F), ξ ∈ L2(µ).

Wtedy

(1) PMξ jest F -mierzalna dla ka»dego ξ ∈ L2(µ),

(2)
∫
A PMξ dµ =

∫
A ξ dµ dla A ∈ F i ξ ∈ L2(µ).
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