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Zad 1 (Norma spektralna elementu normalnego). Pokaza¢, »e w C∗-algebrze dla dowolnego elementu
normalnego a ∈ A mamy r(a) = ‖a‖.
Zad 2 (Jednoznaczno±¢ C∗-normy). Udowodni¢, »e na ∗-algebrze A istnieje conajwy»ej jedna norma,
z któr¡ A jest C∗-algebr¡. Czyli algebraiczna struktura C∗-algebry determinuje jej norm¦.

Zad 3 (Niejednoznaczno±¢ inwolucji). Pokaza¢, »e algebra Banacha mo»e by¢ C∗-algebr¡ wzgl¦dem
ró»nych inwolucji. Czyli struktura algebry Banacha nie determinuje inwolucji.
Hint: Czy algebra Banacha A = C([−1, 1]) wraz z norm¡ supremum oraz sprz¦»eniem danym wzorem a∗(t) =

a(−t) jest C∗-algebr¡?

Zad 4 (Rozkªad na cz¦±¢ rzeczywist¡ i urojon¡). Pokaza¢, »e ka»dy element a ∈ A w C∗-algebrze,
zapisuje si¦ jednoznacznie w postaci a = a1 + a2, gdzie elementy a1, a2 s¡ samosprz¦»one. Pokaza¢, »e
a jest normalny wtedy i tyko wtedy, gdy a1 i a2 ze sob¡ komutuj¡, tzn. a1a2 = a2a1.

Zad 5 (Ujedynkowienie C∗-algebry). Wykaza¢, »e jednowymiarowe ujedynkowienie Ã = A ⊕ C1 C∗-
algebry A wraz ze sprz¦»eniem (a+ λ1)∗ := a∗ + λ1 oraz norm¡

‖(a, λ)‖ :=

 sup
b∈A,‖b‖=1

‖ab+ λb‖, je±li A nie posiada jedynki

max{‖a+ λe‖, ‖λ‖}, je±li e jest jedynk¡ w A

stanowi C∗-algebr¦ z jedynk¡. Algebra A zanurza si¦ jako C∗-podalgebra (samosprz¦»ony ideaª) w Ã.
Hint. Je±li A nie posiada jedynki odwzorowanie ι : Ã → B(A), gdzie ι(a, λ)b = ab + λb jest izometrycznym homomor-

�zmem. Je±li 1A jest jedynk¡ w A, to odwzorowanie ι : Ã → A ⊕ C, gdzie ι(a, λ) = a + λ1A ⊕ λ jest izometrycznym
∗-homomor�zmem

Zad 6 (Ujedynkowienie ∗-homomor�zmu). Sprawdzi¢, »e ka»dy ∗-homomomor�zm φ : A → B prze-

dªu»a si¦ (jednoznacznie) do jedynkowego ∗-homomomor�zmu φ̃ : Ã→ B̃.

Zad 7 (Automatyczna kontraktywno±¢ ∗-homomor�zmu). Pokaza¢, »e ka»dy ∗-homomor�zm φ : A→
B pomi¦dzy C∗-algebrami jest kontrakcj¡, tzn. ‖φ‖ ≤ 1.

Zad 8 (Exponent elementu antysprz¦»onego). Pokaza¢, »e je»eli a ∈ A jest elementem samosprz¦»o-
nym w jedynkowej C∗-algebrze A, to exponent

exp(ia) :=
∞∑
k=0

(ia)n

n!

jest operatorem unitarnym w A.

Zad 9. Pokaza¢, »e w ka»dej C∗-algebrze A widmo elementu samosprz¦»onego a ∈ A jest rzeczywiste,
tzn. σA(a) ⊆ R. Hint: Wykorzysta¢ zadanie 8 oraz fakt, »e widmo operatora unitarnego zawiera si¦ okr¦gu.

Alternatywnie, zastosowa¢ transformat¦ Gelfanda.

Zad 10 (Niezale»no±¢ odwracalno±ci oraz widma od wyboru C∗-algebry). Pokaza¢, »e je»eli A jest
jedynkow¡ C∗-podalgebr¡ C∗-algebry B, to a ∈ A jest odwracalany w A wtedy i tylko wtedy, gdy jest
odwracalny w A. W szczególno±ci σA(a) = σB(a), czyli widmo nie zale»y od wyboru C∗-algebry.

Zad 11 (Jednopunktowe uzwarcenie vs minimalne ujedynkowienie). Niech (X, τX) b¦dzie lokalnie
zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a. Sprawdzi¢, »e zbiór

X̃ := X ∪ {∞}

wraz z topologi¡ τX̃ := τX ∪ {U ∪ {∞} : U ∈ τX i X \ U zwarty} jest zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a

oraz »e odwozorwanie C̃0(X) 3 a + λ 7→ â+ λ ∈ C(X̃), gdzie â+ λ(x) = a(x) + λ, je±li x ∈ X, oraz

â+ λ(∞) = λ, jest izometrycznym ∗-izomor�zmem

C̃0(X) ∼= C(X̃).


