C*-algebry
Lista 4

Zad 1 (Norma spektralna elementu normalnego). Pokaza¢, ze w C*-algebrze dla dowolnego elementu
normalnego a € A mamy r(a) = ||al|.

Zad 2 (Jednoznacznos¢ C*-normy). Udowodnié, ze na *-algebrze A istnieje conajwyzej jedna norma,
z ktora A jest C*-algebra. Czyli algebraiczna struktura C*-algebry determinuje jej norme.

Zad 3 (Niejednoznaczno$¢ inwolucji). Pokaza¢, ze algebra Banacha moze by¢ C*-algebra wzgledem
roznych inwolucji. Czyli struktura algebry Banacha nie determinuje inwolucji.

Hint: Czy algebra Banacha A = C([—1, 1]) wraz z norma supremum oraz sprzezeniem danym wzorem a*(t) =
a(—t) jest C*-algebra?

Zad 4 (Rozktad na czes$¢ rzeczywista i urojona). Pokaza¢, ze kazdy element a € A w C*-algebrze,
zapisuje sie jednoznacznie w postaci a = ay + as, gdzie elementy ay, as sg samosprzezone. Pokazaé, ze
a jest normalny wtedy i tyko wtedy, gdy a; i as ze sobg komutuja, tzn. ajas = asay.

Zad 5 (Ujedynkowienie C*-algebry). Wykaza¢, ze jednowymiarowe ujedynkowienie A=A®ClC*
algebry A wraz ze sprzezeniem (a + A\1)* := a* + A1 oraz norma

sup |lab + Ab||, jesli A nie posiada jedynki
@ M) 1= { vetol-
max{||a + Ae||, || A|}, jesli e jest jedynka w A

stanowi C*-algebre z jedynka. Algebra A zanurza sie jako C*-podalgebra (samosprzezony ideal) w A.
Hint. Jesli A nie posiada jedynki odwzorowanie ¢ : A B(A), gdzie t(a, \)b = ab + Ab jest izometrycznym homomor-
fizmem. Jesli 14 jest jedynka w A, to odwzorowanie ¢ : A= Ae C, gdzie t(a,A) = a + Alg ® X jest izometrycznym
*-homomorfizmem

Zad 6 (Ujedynkowienie x-homomorfizmu). Sprawdzi¢, ze kazdy *-homomomorfizm ¢ : A — B prze-
dtuza sie (jednoznacznie) do jedynkowego *~homomomorfizmu ¢:A— B.

Zad 7 (Automatyczna kontraktywnos$¢ s-homomorfizmu). Pokazaé, ze kazdy *-homomorfizm ¢ : A —
B pomiedzy C*-algebrami jest kontrakcja, tzn. ||¢|| < 1.

Zad 8 (Exponent elementu antysprzezonego). Pokazac, ze jezeli a € A jest elementem samosprzezo-
nym w jedynkowej C*-algebrze A, to exponent

exp(ia) Z
n!

k=0

jest operatorem unitarnym w A.

Zad 9. Pokazaé, ze w kazdej C*-algebrze A widmo elementu samosprzezonego a € A jest rzeczywiste,
tzn. 04(a) C R. Hint: Wykorzysta¢ zadanie 8 oraz fakt, ze widmo operatora unitarnego zawiera si¢ okregu.
Alternatywnie, zastosowaé transformate Gelfanda.

Zad 10 (Niezalezno$¢ odwracalnosci oraz widma od wyboru C*-algebry). Pokazaé¢, ze jezeli A jest
jedynkowa C*-podalgebra C*-algebry B, to a € A jest odwracalany w A wtedy i tylko wtedy, gdy jest
odwracalny w A. W szczegblnoscei o4(a) = op(a), czyli widmo nie zalezy od wyboru C*-algebry.

Zad 11 (Jednopunktowe uzwarcenie vs minimalne ujedynkowienie). Niech (X, 7x) bedzie lokalnie
zwartg przestrzenia Hausdorffa. Sprawdzié¢, ze zbior

X = X U{oc}
wraz z topologia 75 := x U {UU{0}: U € S € 7x iX \ U zwarty} jest zwarta przestrzenia Hausdorffa
oraz ze odwozorwanie Cg( )2 a+A—a+ T+ A€ C(X), gdzie a + )\( ) =a(x) + A, jesli x € X, oraz

a/—l—\)\(oo) = ), jest izometrycznym *-izomorfizmem



