C*-algebry
Lista 5

Zad 1. Pokaza¢, ze element C*-algebry jest rzutem ortogonalnym wtedy i tylko wtedy, gdy jest
normalnym idempotentem.

Zad 2. Pokazaé, ze w dowolnej C*-algebrze widmo rzutu ortogonalnego zawarte jest w zbiorze {0, 1}.

Zad 3. Wykazaé, ze dla dowolnego elementu normalnego a € A w C*-algebrze A mamy naturalny
izometryczny *-izomorfizm C*(a) = Cy(o(a) \ {0}).

Zad 4. Pokaza¢, ze jezeli u € A jest elementem unitarnym w C*-algebrze A takim, ze o(u) # T, to
istnieje element samosprzezony a € A taki, ze u = €.

Zad 5. Pokazaé, ze element w C*-algebrze jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy jest normalny i jego
widmo jest zawarte w zbiorze [0, c0).

Zad 6 (Rozklad Jordana operatora samosprzezonego). Niech a bedzie samosprzezonym elementem
C*-algebry A. Udowodnié¢, ze istnieja elementy dodatnie a*, a= € AT takie, ze

a=a" —a, ata” =a at =0.
Co wiecej, relacje te wyznaczaja a™ 1 a” jednoznacznie. Ponadto, ||a|| = max{|la™||,|la”||} i |a| =
at+a.

Zad 7. Uzasadni¢, ze dla dowolnego elementu odwracalnego a € A w C*-algebrze z jedynka 1, istnieje
e > 0 taki, ze €1 < a*a < e~ '1.

Zad 8. Pokaza¢, ze jezeli a € A jest samosprzezony, to |a| & a > 0 oraz jesli A posiada jedynke 1, to
rowniez ||a||l £a > 0.

Zad 9. Pokazaé¢, ze jezeli 1 < ¢ w jedynkowej C*-algebrze A, to ¢ odwracalny oraz 0 < ¢! < 1.

Ogolniej pokazac, ze jezeli 0 < a < b oraz a jest odwracalny, to b jest odwracalny oraz 0 < b=! < oL
Zad 10. Pokaza¢, ze 0 < a < b implikuje 0 < y/a < V.

Zad 11. Niech A bedzie C*-algebra z jedynka. Sprawdzi¢, ze jezeli a € A jest samosprzezony i
konktraktywny, tzn. a = a* oraz ||a|| < 1, to wzor

u=a+1vV1—a?

poprawnie definiuje operator unitarny taki, ze a = %(u + u*).

Zad 12 (Jedynkowe C*-algebry sa rozpiete przez operatory unitarne). Korzystajac z zadania po-
wyzszego pokazaé, ze w C*-algebrze z jedynka kazdy element jest kombinacja liniowa (co najwyzej)
czterech operatoréw unitarnych.

Zad 13 (Rozktad biegunowy dla elementow odwracalnych). Niech A bedzie C*-algebra z jedynka.
Udowodni¢, ze dla kazdego elementu odwracalnego a € A mamy a = u|a| dla doktadnie jednoznacznie
wyznaczonego operatora unitarnego u.

Zad 14 (Normowa charakteryzacja elementow unitarnych). Niech A bedzie C*-algebra z jedynka.
Wykazaé, ze a € A jest unitarny wtedy i tylko wtedy, gdy a € Inv(A) oraz |jal| = |[a™t|| = 1.

Zad 15. Wykazaé¢, ze jedynkowy homomorfizm ¥ : A — B miedzy jedynkowymi C*-algebrami jest
konktraktywny, tzn ||| < 1, wtedy i tylko wtedy, gdy ¥ zachowuje inwolucje (jest *-homomorfizmem).
Hint: Wykorzystaé zadania 12 oraz 14, oraz jedno zadanie z listy poprzednie]j

Zad 16. Wykaza¢, ze dowolny homomorfizm ¥ : A — B miedzy dowolnymi C*-algebrami jest konk-
traktywny wtedy i tylko wtedy, gdy ¥ jest s-homomorfizmem.
Hint: Sprowadzi¢ ogélng sytuacje, do sytuacji z poprzedniego zadania



