
Analiza funkcjonalna

Zagadnienia na egzamin 29.06.2026

1. Przestrzenie unormowane i przestrzenie Banacha, zupeªno±¢ domkni¦tych podprzestrzeni (do-
wód), uzupeªnienie, zbie»no±¢ szeregów w przestrzeniach Banacha.

2. Charakteryzacje równowa»no±ci norm (dowód), równowa»no±¢ norm w przestrzeniach sko«cze-
nie wielowymiarowych (dowód) i wnioski (zupeªno±¢ przestrzeni sko«czenie wymiarowych oraz
automatyczna ograniczono±¢ operatorów na takich przestrzeniach).

3. Przestrzenie funkcji ci¡gªych (ograniczonych i znikaj¡cych w niesko«czono±ci): zupeªno±¢, zbie»-
no±¢ jednostajna, przestrzenie ci¡gów.

4. Przestrzenie Lp, dla p ∈ [1,∞]: nierówno±¢ Höldera (dowód), nierówno±¢ Minkowskiego (dowód),
zupeªno±¢ (dowód), przestrzenie ci¡gów.

5. Operatory ograniczone: de�nicja i przykªady, ci¡gªo±¢ operatorów (dowód), norma operatora,
przestrze« operatorów ograniczonych (zupeªno±¢ dowód).

6. Przestrzenie Hilberta: de�nicja, nierówno±¢ Schwartza (dowód), charakteryzacja jako przestrzeni
Banacha speªniaj¡cych to»samo±¢ równolegªoboku, przykªady.

7. Rzut ortogonalny: de�nicja, istnienie i jednoznaczno±¢ (dowód), operator rzutowania.

8. Bazy ortonormalne: istnienie i charakteryzacje bazy ortonormalnej (dowód), charakteryzacja
przestrzeni Hilberta jako przestrzeni `2(I), o±rodkowe przestrzenie Hilberta, wymiar przestrzeni
Hilberta.

9. Operatory sprz¦»one: Twierdzenie o postaci funkcjonaªu liniowego i ograniczonego na przestrzeni
Hilberta (dowód), istnienie i jednoznaczonio±¢ operatora sprz¦»onego (dowód), wªasno±ci sprze-
»enia (dowód), ró»ne klasy operatorów zde�niowanych za pomoc¡ sprz¦»enia.

10. Twierdzenie Hahna-Banacha (dowód): zwi¡zek mi¦dzy funkcjonaªami nad R i C (dowód), wnioski
z Twierdzenie Hahna-Banacha (dowód), poj¦cie przestrzeni re�eksywnej.

11. Przestrzenie dualne do przestrzeni Banacha: Przestrze« dualna do przestrzeni Lp, przykªady
przestrzeni re�eksywnych i niere�eksywnych.

12. Twierdzenie Banacha-Steinhausa (dowód): twierdzenie Baire'a, ograniczono±¢ granicy punktowej
operatora ograniczonego (dowód).

13. Twierdzenie o operatorze otwartym (dowód): wnioski (dowód), Twierdzenie o wykresie domkni¦-
tym (dowód).

14. Algebry Banacha i elementy odwracalne: de�nicja i przykªady, Lemat Neumanna (dowód), otwar-
to±¢ zbioru elementów odwracalnych i analityczno±¢ operacji odwracania.

15. Widmo i promie« spektralny: de�nicja i przykªady, podstawowe wªasno±ci, wzór na promie«
spektralny.



Przebieg egzaminu

Osoba egzaminowana losuje dwa zagadnienia, na bazie których przebiega dyskusja/odpytywanie.
W razie potrzeby osoba egzaminowana mo»e najpierw odpowied¹ przemy±le¢ (maksymalnie do
15 minut). W razie potrzeby kartk¦ i dªugopis dostarcza osoba egzaminuj¡ca.

Minimalne wymagania na ocen¦ pozytywn¡:

Znajomo±¢ de�nicji oraz przykªadów nast¦puj¡cych poj¦¢: norma, przestrze« Banacha, prze-
strze« funkcji ci¡gªych na zbiorze zwartym, przestrze« Lp[0, 1] oraz `p dla p ∈ [1,∞), iloczyn
skalarny, przestrze« Hilberta, ortogonalno±¢ wektorów, rzut ortogonalny wektora na podprze-
strze«, operator ograniczony, funkcjonaª ograniczony, norma operatorowa, przestrze« operatorów
ograniczonych, przestrze« dualna.

Znajomo±¢ twierdze«: o zupeªno±ci domkni¦tych podprzestrzeni w przestrzeniach Banacha, rów-
nowa»no±¢ ograniczono±ci i ci¡gªo±ci dla operatorów liniowych, automatyczna ci¡gªo±¢ operato-
rów na przestrzeniach sko«czenie wymiarowych, nierówno±¢ Höldera, nierówno±¢ Minkowskiego,
Twierdzenie Pitagorasa w przestrzeniach Hilberta, Twierdzenie o postaci funkcjonaªu liniowego
i ograniczonego na przestrzeni Hilberta, Twierdzenie Hahna-Banacha, Twierdzenie Banacha-
Steinhausa, Twierdzenie o operatorze otwartym.

Wymagania na ocen¦ dobr¡:

Znajomo±¢ de�nicji oraz przykªadów nast¦puj¡cych poj¦¢: norma, przestrze« unormowna, rów-
nowa»no±¢ norm, przestrze« Banacha, zbie»no±¢ szeregów w przestrzeniach Banacha, przestrze-
nie funkcji ci¡gªych i ograniczonych lub znikaj¡cych w niesko«czono±ci, przestrze« Lp(µ) dla
p ∈ [1,∞], liniowy operator ograniczony, norma operatorowa, iloczyn skalarny, przestrze« Hil-
berta, baza ortonormalna, rzut ortogonalny wektora na podprzestrze«, operator sprz¦»ony, ope-
rator unitarny, operator rzutu ortogonalnego, przestrze« operatorów ograniczonych, przestrze«
dualna, przestrze« re�eksywna, algebra Banacha, widmo elementu w algebrze Banacha.

Znajomo±¢ twierdze« i umiej¦tno±¢ zastowania ich do przykªadów: charakteryzacje równowa»no-
±ci norm, zupeªno±¢ domkni¦tych podprzestrzeni w przestrzeniach Banacha, istnienie uzupeªnie-
nia przestrzeni unormowanej, równowa»no±¢ ograniczono±ci i ci¡gªo±ci dla operatorów liniowych,
automatyczna równowa»no±¢ norm oraz ci¡gªo±¢ operatorów w przestrzeniach sko«czenie wymia-
rowych, nierówno±¢ Holdera, nierówno±¢ Minkowskiego, nierówno±¢ Schwartza w przestrzeniach
Hilberta, charakteryzacja przestrzeni Hilberta przez to»samo±¢ równolegªoboku i wzory polary-
zacyjne, Twierdzenie o istenieniu i charakteryzacje bazy ortonormalnej, Twierdzenie o postaci
funkcjonaªu liniowego i ograniczonego na przestrzeni Hilberta, Twierdzenie o istnieniu operatora
sprz¦»onego, wªasno±ci sprz¦»enia, Twierdzenie o istnieniu i jednoznaczno±ci rzutu ortogonal-
nego, posta¢ przestrzeni dualnej do Lp(µ) dla dla p ∈ [1,∞), Twierdzenie Hahna-Banacha (i
wnioski), Twierdzenie Banacha-Steinhausa (i wnioski), Twierdzenie o operatorze otwartym (i
wnioski), Twierdzenie o wykresie domkni¦tym, Lemat Neumanna, wªasno±ci zbioru elementów
odwracalnych w algebrach Banacha, wªasno±ci widma.

Na ocen¦ dobr¡ z plusem wymagane s¡ elementy dowodowe.

Wymagania na ocen¦ bardzo dobr¡: Wszystkie zagadnienia plus dowody.

W przypadku speªnienia wymaga« minimalnych na ocen¦ pozytywn¡, elementy dowodów lub
dowody mog¡ podnie±¢ ocen¦ o poªow¦ lub o caªy stopie«. Ocena mo»e by¢ podwy»szona o póª
stopnia za aktywno±¢ na wykªadzie.


