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Analiza funkcjonalna
Zagadnienia na egzamin 29.06.2026

Przestrzenie unormowane i przestrzenie Banacha, zupelno$é domknietych podprzestrzeni (do-
wod), uzupelnienie, zbieznosé¢ szeregow w przestrzeniach Banacha.

. Charakteryzacje rownowaznosci norm (dowdd), rownowaznos¢ norm w przestrzeniach skoncze-

nie wielowymiarowych (dowod) i wnioski (zupelno$é przestrzeni skoriczenie wymiarowych oraz
automatyczna ograniczonos¢ operatoréw na takich przestrzeniach).

Przestrzenie funkcji ciagltych (ograniczonych i znikajacych w nieskonczonosci): zupelosé, zbiez-
no$¢ jednostajna, przestrzenie ciggow.

Przestrzenie L, dla p € [1, oo]: nier6wnos¢ Holdera (dowdd), nieréwnosé Minkowskiego (dowod),
zupetnosé (dowod), przestrzenie ciggow.

Operatory ograniczone: definicja i przyktady, ciagtosé operatorow (dowod), norma operatora,
przestrzen operatorow ograniczonych (zupelnosé dowod).

. Przestrzenie Hilberta: definicja, nieréwnosé Schwartza (dowod), charakteryzacja jako przestrzeni

Banacha spetniajacych tozsamosé rownolegtoboku, przyktady.
Rzut ortogonalny: definicja, istnienie i jednoznacznosé (dowod), operator rzutowania.

Bazy ortonormalne: istnienie i charakteryzacje bazy ortonormalnej (dowdd), charakteryzacja
przestrzeni Hilberta jako przestrzeni ¢5(I), osrodkowe przestrzenie Hilberta, wymiar przestrzeni
Hilberta.

Operatory sprzezone: Twierdzenie o postaci funkcjonatu liniowego i ograniczonego na przestrzeni
Hilberta (dowdd), istnienie i jednoznaczonio$¢ operatora sprzezonego (dowod), wlasnosci sprze-
zenia (dowod), rozne klasy operatorow zdefiniowanych za pomoca sprzezenia.

Twierdzenie Hahna-Banacha (dowod): zwiazek miedzy funkcjonatami nad R i C (dowod), wnioski
z Twierdzenie Hahna-Banacha (dowod), pojecie przestrzeni refleksywnej.

Przestrzenie dualne do przestrzeni Banacha: Przestrzen dualna do przestrzeni LP, przyklady
przestrzeni refleksywnych i nierefleksywnych.

Twierdzenie Banacha-Steinhausa (dowdd): twierdzenie Baire’a, ograniczono$¢ granicy punktowe;
operatora ograniczonego (dowod).

Twierdzenie o operatorze otwartym (dowdd): wnioski (dowod), Twierdzenie o wykresie domknie-
tym (dowod).

Algebry Banacha i elementy odwracalne: definicja i przykltady, Lemat Neumanna (dowod), otwar-
tos¢ zbioru elementéw odwracalnych i analitycznosé operacji odwracania.

Widmo i promieri spektralny: definicja i przyklady, podstawowe wlasnosci, wzor na promien
spektralny.



Przebieg egzaminu

Osoba egzaminowana losuje dwa zagadnienia, na bazie ktorych przebiega dyskusja/odpytywanie.
W razie potrzeby osoba egzaminowana moze najpierw odpowied7 przemysle¢ (maksymalnie do
15 minut). W razie potrzeby kartke i dtugopis dostarcza osoba egzaminujaca.

Minimalne wymagania na ocene pozytywna:

Znajomo$¢ definicji oraz przykladow nastepujacych pojeé¢: norma, przestrzen Banacha, prze-
strzen funkeji ciagltych na zbiorze zwartym, przestrzen LP[0, 1] oraz ¢ dla p € [1,00), iloczyn
skalarny, przestrzenn Hilberta, ortogonalno$¢ wektoréw, rzut ortogonalny wektora na podprze-
strzen, operator ograniczony, funkcjonal ograniczony, norma operatorowa, przestrzen operatorow
ograniczonych, przestrzen dualna.

Znajomo$c¢ twierdzen: o zupelnosci domknietych podprzestrzeni w przestrzeniach Banacha, row-
nowaznos¢ ograniczonosci i ciggtosci dla operatoréw liniowych, automatyczna ciaglosé operato-
rOw na przestrzeniach skoriczenie wymiarowych, nieréwnosé Holdera, nierownosé Minkowskiego,
Twierdzenie Pitagorasa w przestrzeniach Hilberta, Twierdzenie o postaci funkcjonatu liniowego
i ograniczonego na przestrzeni Hilberta, Twierdzenie Hahna-Banacha, Twierdzenie Banacha-
Steinhausa, Twierdzenie o operatorze otwartym.

Wymagania na ocene dobra:

Znajomosé definicji oraz przyktadéw nastepujacych pojeé: norma, przestrzeri unormowna, réw-
nowaznos¢ norm, przestrzen Banacha, zbieznos¢ szeregow w przestrzeniach Banacha, przestrze-
nie funkeji ciaglych i ograniczonych lub znikajacych w nieskoriczonosci, przestrzen LP(u) dla
p € [1,00], linlowy operator ograniczony, norma operatorowa, iloczyn skalarny, przestrzen Hil-
berta, baza ortonormalna, rzut ortogonalny wektora na podprzestrzen, operator sprzezony, ope-
rator unitarny, operator rzutu ortogonalnego, przestrzen operatoréw ograniczonych, przestrzen
dualna, przestrzen refleksywna, algebra Banacha, widmo elementu w algebrze Banacha.

Znajomo$¢ twierdzen i umiejetno$é¢ zastowania ich do przyktadow: charakteryzacje rownowazno-
Sci norm, zupetosé domknietych podprzestrzeni w przestrzeniach Banacha, istnienie uzupelnie-
nia przestrzeni unormowanej, rownowaznos$¢ ograniczonosci i ciggtosci dla operatoréw liniowych,
automatyczna rownowaznos¢ norm oraz ciggtos¢ operatoréw w przestrzeniach skonczenie wymia-
rowych, nier6wno$é¢ Holdera, nier6wno$é¢ Minkowskiego, nier6wnoéé¢ Schwartza w przestrzeniach
Hilberta, charakteryzacja przestrzeni Hilberta przez tozsamos$¢ réwnolegloboku i wzory polary-
zacyjne, Twierdzenie o istenieniu i charakteryzacje bazy ortonormalnej, Twierdzenie o postaci
funkcjonatu liniowego i ograniczonego na przestrzeni Hilberta, Twierdzenie o istnieniu operatora
sprzezonego, wlasnosci sprzezenia, Twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci rzutu ortogonal-
nego, postaé¢ przestrzeni dualnej do LP(u) dla dla p € [1,00), Twierdzenie Hahna-Banacha (i
wnioski), Twierdzenie Banacha-Steinhausa (i wnioski), Twierdzenie o operatorze otwartym (i
wnioski), Twierdzenie o wykresie domknietym, Lemat Neumanna, wlasnosci zbioru elementow
odwracalnych w algebrach Banacha, wtasno$ci widma.

Na ocene dobra z plusem wymagane sa elementy dowodowe.
Wymagania na ocene bardzo dobra: Wszystkie zagadnienia plus dowody.

W przypadku spetnienia wymagan minimalnych na ocene pozytywna, elementy dowodow lub
dowody moga podniesé ocene o potowe lub o caly stopien. Ocena moze by¢ podwyzszona o pot
stopnia za aktywnos$é¢ na wyktadzie.



