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Twierdzenie Coburn'a

Krzysztof Bardadyn
Uniwersytet w Białymstoku

1.1 Wstęp

Jak powszechnie wiadomo, w przestrzeniach skończenie wymia-
rowych każda liniowa izometria jest odwzorowaniem odwracal-
nym. Sprawa wygląda inaczej, gdy rozwazamy przestrzenie nie-
skończonego wymiaru. Istnieją w nich bowiem izometrie niebędą;
ce surjekcjami. TaĘ sytuację dobrze ilustruje następująpy, kla-
syczny już, przykład. Rozważmy przestrzeń Hilberta 12(N) cią-
gów sumowalnych z kwadratem oraa operator T e B(l2(N)) da"y
wzorem

T(rl,r2,.. . ) : (0,rl,12,,.,).

Jest to tak zwarry opemtor jed,nostronnqo przelunięcia. Z po-
wyższego wzoru widać, że ? jest nieodwracalną izometrią. Co
więcej, z operatorem tym związarry jest kolejny klasyczny obiekt
teorii operatorów. Przypomnijmy, iż C* -algebrq operatorów dzia-
łając}ch na pewnej przestrzeni Hilberta Tl raazywalrty podalgebrę
algebry operatorów ogra.rricznonych B(?l) domkniętą w normie
operatorowej i zamkniętą ze względu na operację sprzężenia.

Definicja 1.1. C*-algebrę C-(?) generolra,ną przez operator
przesunięcia 7, tj. najmniejszą domkniętą w normie operato.
rowej samosprzężoną podalgebrę algebry B('l1) zawierującą T,
nazywamy algebrą Toeplitza.
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Twierdzenie Coburn'a

Okazuje się, że algebra Teoplitza posiada pewną uniwersal-
ną własność: kaźda niedowracalna izometria generuje kopię tej
algebry. Zachodzi mianowicie następujące twierdzenie.

Twierdzenie 1.2 (Twierdzenie Coburn'a). Niech S będzi,e do-
wolnq nieodulracalnq izometńq na pewnej przestrzeni Ei,lbeńa'Il.
W ów czas pr zypor zqdkow anie

S ,--+ T
przed,łuża się j edno znacznie do izometry czneg o * -izomorfizmu
C* -algebry C-(S) generowanej przez S na algebrę ToeplitzaC-(T).

Uwaga 1.3. Powgźsze tw,ierd,zen,ie n,ie zachodzi, jeżeli pomi,n,ie-

rny zalożenie o nieodałracalności ,izometń,i S. Istotni,e z tw,i,eńze-
nia spelctralnego wynika, źe C* -algebra generowana przez opera-
tor unitarny (odwracalnq i,zometńę) jest izomorficzna z algebrq

funkcji, ciqgłgch na spektrum tej tego operatora. Ponadto dla do-
wolnego dornlmiętego podzbioru olcręgu jednostkowego rnożna zna-
Ieźć operator unitarny, którego spektram bfrzie tyrn zbiorem. Na
mocy twierd,zen,ia Stone'a-Banacha C* -algebry generowane pTzez
operatory unitaryte sq izomorficzne wtedy i tylko wtedg, gdy ich
widma sq homeomorficzne. Widzżmy uięc, źe istni,eje nźeprzeli-
czalna mnogość wzajemnie n,ie,i,zomorficznych C* -algebr genero-
wanych przez odwracalne izometńe.

Klasyczny dowód twierdzenia Coburn'a, patrz [1], lub [4,
Twierdzenie 3.5.18], opiera się na rozkładzie Wolda-von Neu-
manna izometrii ,S, który pozwala traktować 

^9 
jako sumę prostą

pewnej ilości operatorów przesunięcia oraz (ewentualnie) opera-
tora unitarnego, patrz [4, Twierdzenie 3.5.17]. Celem niniejsze-
go artykułu jest przedstawienie alternatywnego, niezależnego i
kompletnego dowodu twierdzenia Coburn'a opierającego się na
bezpośredniej analizie algebry C-(,S) i fakcie istnienia C*-algebry
uniwersalnej. Schemat przedstawionego dowodu został zainspiro-
wany rozumowaniami pojawiającymi się przy w dowodach twier-
dzeń ojednoznaczności dla algebr Cuntz'a |2|, Clntz'a-Krieger'a
[3], czy ogólniej aĘbr grafowych [5]. W rzeczywistości, alge-
bra Tloeplitza jest szczeqólnym przypadkiem algebry cuntz'a-
Krieger'a i niniejsza praca może być traktowana jako wstęp i
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zachęta do dalszych studióv nad wyżej wymienionymi algebra-
mi.

L.2 Dowód Twierdzenia Coburn'a

Niech ,9 będzie nieodwracalną izometrią na przestrzeni Hilber-
ta'l1. Założenia te przekładają się na następująpe algebraiczne
własności:

^9*,9 
: 1, SS* + 1. (1. 1)

Rzeczywiście, izometria S zachowuje iloczyn skalarny, a zatem
dla dowolnych r,y e H mamy:

(r,a) : r, Sy) : (r, S" Sy),

wobec czego ,9*S: 1. Ponadto:

(,9S-)' : (S,9-)* :,9^9*,

Wynika stąd, że ,9S* jest rzutem ortogonalnym na obraz S. Gdy-
by rzut 

^9,S* 
był operatorem identycznościowym 1, to obraz ,5

musiałby być równy całej przestrzeni ?ł, co nie jest prawdą wo-

bec nieodwracalności,s.
Korzystając z relacji (1,1) otrzymujemy następujący opis al-

gebry C-(^9),

Lemat t.4. Algebra C-(S) jest domkni,ęc,iem otoczki, linźowej

operatorów postaci Sn S*- , n, rn N.,

C-(S) : Ęan-{,9"S*- : n,rn N}.

Dowód,. Z definicji, prawa strona równości jest zawarta w C- (S),

Wobec tego wystarczy pol<azaĄ że Ęan-{S'S** : n,n,L N} jest

C*-algebrą. Zalważmy jednak, że przestrzeń ta jest zamknięta
na operację sprzężenia, gdyż:

(,9',9*-)* : S- S*n , dla rz, rrł N.
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Twierdzenie Coburn'a

Jest ona również zamknięta na mnożenie, co wynika z równości:

któraz kolei wynika wprost z relacji 3*kgk: 1 i,9*-^9- - I,
por. (1.1). !

Z dowodu powyższego stwierdzenia wynika, że zbiór

Ag :: span-{,S'^9*' : n N} (I.2)

jest C*-podalgebrą algebry C- (,S).

Definicja 1.5. Algebrę A3 zadanąwzorem (1.2) nazywamy rdze-
niem C*-algebry C- (,S).

Okazuje się, że analiza rdzenia algebry C-(,S) odgrywa nieba-
gatelną rolę w badaniu jej struktury. Ma ona swoje odpowiedniki
w wielu innych algebrach tego typu. Wagę tej podalgebry zilu-
strujemy na przykładzie dowodu twierdzenia Coburn'a.

Lemat t.6. Rdzeń algebry Toeplitza jest w naturalny sposób ,izo-

morfi,czny z algebrq ci,qgóu zbi,eżnych c(N):

,45 = c(N).

Dowód,. Przypomnijmy, że Sn S*n jest rzutem na obraz ,Sr. Wo-
bec tego {S',S*'}r.* jest nierosnącym ciągiem rzutów. De facto,
jest on ściśle malejący. Istotnie, załóżmy, że jest inaczej. Wów-
czas, dla pewnego rn N zachodzi

SmS*m _ 5m*15*(mł1).

Mnożąc powyższą równość przez S*- z lewej i przez S* z prawej
strony otrzymujemy, że S S* : 1, co jest sprzeczne z (I.1). Zatem
kładąc dla każdego rł N:

Pn:: SnS*n _ 5n*15*(nłr), (1.3)

Krzysztof Bardadyn

otrzymujemy rodzinę {Pr}rex parami ortogonalnych, niezero-
wych rzutów:

PnP* : 6n,*Pn, dla rł, rn N,

Zalwńmy też, że

As : span {{P-, n N} U {1}} ,

gdyż SnS*n : 1 - (Po +.,. + Ą_1) dla n > 0. Twierdzimy, że
przekształcenie:

A5 ------+ co(N)

Pn H en:(0,...,O,-L,O,...)

1 r+ (1,...,1,1,1,...l

(1.4)

przedłlńa się do izomorfizmu algebr,45 i c(N). Istotnie, nietrud-
no sprawdzić, że (I.4) zadaje izomorfizm C*-algebry

,4g :: SPan- {P, : n e N} ,

na C*-algebrę c6(N) ciągów zbieżnych do zera. Skoro ,45 jest uje-
dynkowieniem Ao, a c(N) jest ujedynkowieniem ą(N), to nasza
teza wynika 1 ze znarrego faktu, patrz [4, Twierdzenie 2.1.6]. !

W dowodzie twierdzenia Coburn'a równie istotną rolę co rdzeń
algebry, pełni rzut na tę algebrę 1zwany w teorii C*-algebr uaru,n-
kowq wańośc,iq oczek,iwanq, zdeflniowany w kolejnym lemacie.

Lemat I.7. Odwzorowan,ie,E5 : C-(S) 
- 

As C C-(S) zdefi-
n,iowane uzorem

E5(a)::IP-oPn, (1.5)
n:O

Qdz,ie szereg jest zbi,eżny w silnej topologii, operatorowej, a oI)era-

tory Pn dane sq przez (L3), stanowi rzut na Ag. Co wi,ęcej, dla
każdego a ę C-(S)

E5(a*a):g + a=o.
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Twierdzenie Coburn'a

Dowód,, Przypomnijmy, iż {Pr,},ęp są rzutami ortogonalnymi,
których obrazy stanowią rozbicie przestrzeni Hilberta ?l na sumę
prostą przestrzeni Hilberta, Stąd otrzymujemy natychmiast, że
zeleg (1.5) jest zbieżny w silnej topologii operatorowej. Niech
o C-(,9) będzie teraz taki, że Eg(a*a): 0. Stąd, iż rzuty
{Ą},ex są parami ortogonalne wynika, że dla kaadego n N
mamy Pna*aPn :0, Zatem, korzystając C*-równości, dla każ-
dego zz N[ mamy aPn - 0. Skoro obrazy rzutów rozpinają
przestrzeń 7l, to otrzymuj emy, że o : 0. tr

Odejdziemy teraznamoment od badania atgebry C-(^9), aby
zdefiniować uniwersalną C*-algebrę zadaną przez relacje (1.1),
która przyda natn się w dalszej części dowodu Twierdzenia Co-
burn'a. Zaczniemy od przypomnienia abstrakcyjnej defi nicj i
C*-algebry.

Definicja 1.8. C*-algebrą nazywamy zespoloną algebrę Ba-
nacha Awtaz z odwzorowaniem * : A ---+ A o następujących
własnościach:

(o*)* : o, (aa ł 0b)- : aa* + 0b*, (ab)* :6*o* (1.6)

dla kaźdego a,b . A, ą,0 C, otaz spełniającą tak zwaną
C*-równość: ||aa" || : l lol 12.

Zauwńmy, żekażda C*-algebra operatorów na pewnej prze-
strzeni Hilberta (zdefiniowana we wstępie) jest C*-algebrą w sen-
sie Definicji 1.8. Słynne Twierdzenie Gelfanda-Najmarka mówi,
że l<ażda abstrakcyjna C*-algebra jest izomorfic zna z C* -algebrą
operatorów. Aby je sformułować wprowadzimy pojęcie replezen-
tacji.

Deffnicja 1.9. Niech A będzie C*-algebrą. Parę (H,rr) nazy-
wamy reprezentacją C*-aĘbry A jeżeli }l jest przestrzenią
Hilberta natomiast r : A -+ B(7l) jest x-homomorfizmem, lzn.
odwozorwaniem liniowym, zachowującym iloczyn i sprzężenie.
Jeże|i t jest różnowartościowe to powiemy, że reprezentacja jest
wierna. Czasami reprezentacją będziemy naaywać samo odwzo-
rowanie zr.
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Przypomnijmy, że każda wierna reprezentacja C*-algebry jest

łrutomatycznie izometrią, patrz [4, Twierdzenie 3.1.5].

Twierdzenie 1.10 (Twierdzenie Gelfanda-Najmarka). Ni,ech A
ttęd,zie C* -algebrq. Istni,eje wówczas wienl,a reprezentacja ('|7,r)

C* -algebry A.

Aby skonstruować uniwersalną C*-algebrę generowa,nę przez

izometrię rozwńmy najpierw wolną *-algebrę z jedynĘ Alg-(I/)
generowaną przez element (J, Przez *-algebrę rozumiemy tu ze,

spoloną algebrę wra"z z inwolucją ł, spełniającą relacje (1.6). Roz-
ważmy ł.-ideał (U-U - 1) w Alg-(U) generowany przez element

U*U - 1,. Argumentacja z dowodu Lematu 1.4 pokazuje, że dla
ł,-algebry ilorazowej mamy:

Alg- (U) l(U"U - I) : span{U'U** , n,rn N}

W szczególności, jeśli n, : Alg*(Lr) I(U-U - 1) - B(7l) jest re-

prezentacją (*-homomorfizmem) na pewnej przestlzeni Hilberta
'l7 oraa Dil-:, 

^n,*(Jn(J** 
jest elementem Alg-(U)/(U-U -D

mamy

ll" 
(,i, 

^n,*(Jn[J**) ll 
-,#, ll,,*l.

Stąd wynika, że dla każdego r e Alg-(U) l(U-U - 1) supremum

sup{ 
| |zr(r) || : er-reprezentacja *-algebry Alg- (U)/ (U"U - D} ,

(które będzi emy oznaczać przez 
| |r | | -*) jest skończone. Nietrud-

no zalważy{ że funkcja

r -* ||r||-"*

jcst normą na ,r-algebrze Alg-(U)/(U*U - 1) spełniającą C--
równość,

Definicja 1.11. Uniwersalną C*-algebrą generowaną ptzez
nieodwracalną izometrię nazywamy C*-algebrę:

c - (0) . - NETui)TO: * (Ja-r^u*,
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Twierdzenie Coburn'a Krzysztof Bardadyn

Dunód. Zalważmy najpierw, że

QoEi,:Esoó

htoltlic clla każdego a C-(0) mamy

/ 6 _\
<lt(Ei,@)):. (' r! ar! ) :' p.Q(a)p, : Es(a).

\,-o / 7:o

'l,nlóżtlry teraz, że a(a) : 0. Wtedy Q(aa*) : iD(a)iD(a-) : 0.
tącl

a (ag@-a)) : Es (Q(a"a)) : o.

Zlrlżcnic izomorfizmó* Ao = c(N) o ,45 pokazuje, że : A0 -
rls jost izomorfizmem. Zatem

o(E7(a-a)) -0+ Ei,@a*) -0+ a*Q:o===1a-Q.

()zyli O jest iniekcją, a więc i izomorfizmem. !
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gdzie domknięcie brane jest wzg}ędem normy llrll-"* zdefiniowa-

!e,j .99.wZe;. Obraz elementu U w algebrze Alg- (U) l (U"U - l) CC- (U) oznaczamy przez O.

Stwierdzenie 1.12. Przekształcente C-(0) ) 0 ,.-.9 e C-(^9)
jednoznacznie przedłuża si,ę d,o *-epimorfi,zmu ó algebry C:-(U)
na C* (S). Element U jest nieod,wricalnq i,zometńq, tj. |I*II : I
iUU* + I.

Dowód. Z definicji algebry wolnej otrzymujemy istnienie *-homo-
morfizmu Alg-(t/) -ł C-(,9) zadanego przez(J r--+ 

^9. Skoro ,9*^9_
1 :0, to odwozorowanie to faktoryzuje się do *-homomorfizmu

Alg- (U) l(U"U - l) --ł C- (S)

zadanego prre, 0 -+ S. Z definicji normy |l 
. |l*o, na algebrze

AIg-(U)/(U-t] - 1)

to ostanie odwzorowanie jest kontrakcją. Zatem przedłuża się
ono jednoznacznie do ł.-homomorfizmu C-(0),- C*(S). Zkon-
strukcji U jest izometrią i skoro jej obraz i jest operatorem nie-
dowracalnym , to 0 jest operatorem nieodwracalnym.

D

IJwaga t.13. Z dowolnośc,i operatora S, d,la algebry C- (0) mo-
źemy w analogiczny sposób (jak ttta algebry C- (S) zd,efiniować
rd,zeń A11, rzuty P! oraz warunkowg wańość oczekiwanq

a6 : C-(0) 
--+ 

AU g C-(0),

które będ,q posi,adały te salne własnośc,i co obi,ekty zd,efi,niowane
dla S.

Z poniższego twierdzenia wynika już twierdzenie Coburn'a.

Twierdzenie 1.14. Ni,ech Q będzi,e epi,morfizmem z poprzed,nie-
go stw,ierdzenia. Wówczas ó jest,izomorfi,zmem C* -algebr. Zatem
każd,a C* -algebra generowana przez nieod,wracalnq izometńę jest
kąnon,icznie ,i,zomorficzna z C- (0).
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