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POZnan

Twierdzenie Coburn’a

Krzysztof Bardadyn

Uniwersytet w Bialymstoku

1.1 Wstep

Jak powszechnie wiadomo, w przestrzeniach skonczenie wymia-
rowych kazda liniowa izometria jest odwzorowaniem odwracal-
nym. Sprawa wyglada inaczej, gdy rozwazamy przestrzenie nie-
skonczonego wymiaru. Istnieja w nich bowiem izometrie niebeda-
ce surjekcjami. Takg sytuacje dobrze ilustruje nastepujacy, kla-
syczny juz, przyklad. Rozwazmy przestrzen Hilberta ¢2(N) cia-
gbéw sumowalnych z kwadratem oraz operator T' € B(¢?(N)) dany
wzorem

T(z1,22,...) = (0,21, Z2,...).

Jest to tak zwany operator jednostronnego przesuniecia. Z po-
wyzszego wzoru widaé, ze T jest nieodwracalng izometrig. Co
wiecej, z operatorem tym zwigzany jest kolejny klasyczny obiekt
teorii operator6w. Przypomnijmy, iz C*-algebrg operatoréw dzia-
lajacych na pewnej przestrzeni Hilberta H nazywamy podalgebre
algebry operator6w ogranicznonych B(H) domknigtg w normie
operatorowej i zamknigta ze wzgledu na operacje sprzezenia.

Definicja 1.1. C*-algebre C*(T') generowang przez operator
przesunigcia 7', tj. najmniejsza domknigta w normie operato-
rowej samosprzezong podalgebre algebry B(H) zawierajaca T,
nazywamy algebra Toeplitza.
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Okazuje sig, ze algebra Teoplitza posiada pewna uniwersal-
na wlasnosé: kazda niedowracalna izometria generuje kopie tej
algebry. Zachodzi mianowicie nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.2 (Twierdzenie Coburn’a). Niech S bedzie do-
wolng nieodwracalng izometrig na pewnej przestrzeni Hilberta H.
Wowczas przyporzgdkowanie

S—T

przedluza sie jednoznacznie do izometrycznego *-izomorfizmu
C*-algebry C*(S) generowanej przez S na algebre Toeplitza C*(T).

Uwaga 1.3. Powyzsze twierdzenie nie zachodzi jezeli pominie-
my zaloZenie o nieodwracalnosci izometrii S. Istotnie z twierdze-
nia spektralnego wynika, ze C*-algebra generowana przez opera-
tor unitarny (odwracalng izometrie) jest izomorficzna z algebrg
funkcji cigglych na spektrum tej tego operatora. Ponadto dla do-
wolnego domknigtego podzbioru okregu jednostkowego mozna zna-
leZé operator unitarny, ktorego spektrum bedzie tym zbiorem. Na
mocy twierdzenia Stone’a-Banacha C*-algebry generowane przez
operatory unitarne sqg izomorficzne witedy i tylko wtedy, gdy ich
widma sqg homeomorficzne. Widzimy wiec, Ze istnieje nieprzeli-
czalna mnogo$é wzajemnie nieizomorficznych C*-algebr genero-
wanych przez odwracalne izometrie.

Klasyczny dowéd twierdzenia Coburn’a, patrz [1], lub [4,
Twierdzenie 3.5.18], opiera si¢ na rozkladzie Wolda-von Neu-
manna izometrii S, ktory pozwala traktowaé S jako sume prostg,
pewnej iloéci operatoréw przesuniecia oraz (ewentualnie) opera-
tora unitarnego, patrz [4, Twierdzenie 3.5.17]. Celem niniejsze-
go artykulu jest przedstawienie alternatywnego, niezaleznego i
kompletnego dowodu twierdzenia Coburn’a opierajacego si¢ na
bezposredniej analizie algebry C*(.S) i fakcie istnienia C*-algebry
uniwersalnej. Schemat przedstawionego dowodu zostal zainspiro-
wany rozumowaniami pojawiajacymi sie¢ przy w dowodach twier-
dzen o jednoznacznosci dla algebr Cuntz’a [2], Cuntz’a-Krieger’a
[3], czy ogdlniej algebr grafowych [5]. W rzeczywistosci, alge-
bra Toeplitza jest szczeqdlnym przypadkiem algebry Cuntz’a-
Krieger’a i niniejsza praca moze byé traktowana jako wstep i
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zacheta do dalszych studiéw nad wyzej wymienionymi algebra-
mi.

1.2 Dowdd Twierdzenia Coburn’a

Niech S bedzie nieodwracalng izometrig na przestrzeni Hilber-
ta M. Zalozenia te przekladaja si¢ na nastepujace algebraiczne
wlasnosci:

S§*S=1, SS*#1. (1.1)

Rzeczywiécie, izometria S zachowuje iloczyn skalarny, a zatem
dla dowolnych z,y € H mamy:

(z,y) = (Sz, Sy) = (x, 5" Sy),
wobec czego S*S = 1. Ponadto:
(S8*)2 = (58*)* = §8~.

Wynika stad, ze SS* jest rzutem ortogonalnym na obraz S. Gdy-
by rzut SS* byl operatorem identycznosciowym 1, to obraz S
musiatby byé réwny calej przestrzeni H, co nie jest prawda wo-
bec nieodwracalnoéci S.

Korzystajac z relacji (1.1) otrzymujemy nastepujacy opis al-
gebry C*(S).

Lemat 1.4. Algebra C*(S) jest domknieciem otoczki liniowej
operatoréw postaci S™S*™, n,m € N:

C*(S) = span{S™S*™ : n,m € N}.
Dowéd. 7 definicji, prawa strona réwnosci jest zawarta w C*(S).
Wobec tego wystarczy pokazaé, ze span{S™S*™ : n,m € N} jest

C*-algebra. Zauwazmy jednak, ze przestrzen ta jest zamknigta
na operacje sprzezenia, gdyz:

(s"s*™y* =8ms*, dlan,meN.
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Jest ona réwniez zamknieta na mnozenie, co wynika z réwnosci:

Srtb-morl Nam <k,
Sng*+m=k) dla m > k,

(Sns*m) (SkS*l) — {

ktéra z kolei wynika wprost z relacji S**S* = 11 §*m8™ =1,
por. (1.1). O

Z dowodu powyzszego stwierdzenia wynika, ze zbiér
Ag :=5pan{S"S*" : n € N} (1.2)
jest C*-podalgebra algebry C*(S).

Definicja 1.5. Algebre Ag zadang wzorem (1.2) nazywamy rdze-
niem C*-algebry C*(S).

Okazuje sie, ze analiza rdzenia algebry C*(S) odgrywa nieba-
gatelng role w badaniu jej struktury. Ma ona swoje odpowiedniki
w wielu innych algebrach tego typu. Wage tej podalgebry zilu-
strujemy na przykladzie dowodu twierdzenia Coburn’a.

Lemat 1.6. Rdzeri algebry Toeplitza jest w naturalny sposéb izo-
morficzny z algebrg ciggdéw zbieznych c(N):

Dowéd. Przypomnijmy, ze S™S*" jest rzutem na obraz S™. Wo-
bec tego {8 5*"},,cn jest nierosnacym ciagiem rzutéw. De facto,
jest on $cidle malejacy. Istotnie, zalézmy, ze jest inaczej. Wow-
czas, dla pewnego m € N zachodzi

Smgrm — Sm—i—ls*(m-l‘l)‘
Mnozac powyzszg réwnosé przez S*™ z lewej i przez S™ z prawej
strony otrzymujemy, ze SS* = 1, co jest sprzeczne z (1.1). Zatem
kladac dla kazdego n € N:
P, = S"S*" Sn+ls*(n+1)’ (13)
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otrzymujemy rodzine {P,},en parami ortogonalnych, niezero-
wych rzutéw:

Py P = Qb dla n,m € N.
Zauwazmy tez, ze
Ag =span{{P, : n e N}U {1}},

gdyz S"S** =1— (Py+ ... + P,—1) dla n > 0. Twierdzimy, ze
przeksztalcenie:
As — co(N) (1.4)
P, + en=(0,..,0,.1,0,...)
1 (1,...,1,1,1,...1;

przedtuza sie do izomorfizmu algebr Ag i ¢(N). Istotnie, nietrud-
no sprawdzié, ze (1.4) zadaje izomorfizm C*-algebry

Ap :=span{P, : n € N},

na C*-algebre co(N) ciagéw zbieznych do zera. Skoro Ag jest uje-
dynkowieniem Ag, a ¢(N) jest ujedynkowieniem co(N), to nasza
teza wynika, ze znanego faktu, patrz [4, Twierdzenie 2.1.6]. O

W dowodzie twierdzenia Coburn’a réwnie istotna role co rdzen
algebry, pelni rzut na te algebre, zwany w teorii C*-algebr warun-
kowq wartoscig oczekiwang, zdefiniowany w kolejnym lemacie.

Lemat 1.7. Odwzorowanie Eg : C*(S) — Ag C C*(S) zdefi-
niowane wzorem

Es(a) := iPnaPn, (1.5)
n=0

gdzie szereq jest zbiezny w silnej topologii operatorowej, a opera-
tory P, dane sq przez (1.3), stanowi rzut na Ag. Co wiecej, dla
kazdego a € C*(S)

Eg(a®a)=0 = a=0.
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Dowéd. Przypomnijmy, iz {P,}nen sa rzutami ortogonalnymi,
ktérych obrazy stanowig rozbicie przestrzeni Hilberta H na sume
prosta przestrzeni Hilberta. Stad otrzymujemy natychmiast, ze
szereg (1.5) jest zbiezny w silnej topologii operatorowej. Niech
a € C*(S) bedzie teraz taki, ze Eg(a*a) = 0. Stad, iz rzuty
{Pn}nen sa parami ortogonalne wynika, ze dla kazdego n € N
mamy P,a*aP, = 0. Zatem, korzystajac C*-réwnoéci, dla kaz-
dego n € N mamy aP, = 0. Skoro obrazy rzutéw rozpinaja
przestrzenn ‘H, to otrzymujemy, ze a = 0. O

Odejdziemy teraz na moment od badania algebry C*(S), aby
zdefiniowa¢ uniwersalng C*-algebre zadang przez relacje (1.1),
ktéra przyda nam si¢ w dalszej czeéci dowodu Twierdzenia Co-
burn’a. Zaczniemy od przypomnienia abstrakcyjnej definicji
C*-algebry.

Definicja 1.8. C*-algebra nazywamy zespolona algebre Ba-
nacha A wraz z odwzorowaniem * : A — A o nastepujacych
wtlasnosciach:

(@*)" =a, (ca+pb)* =aa*+pb*, (ab)* =b'a* (1.6)

dla kazdego a,b € A, a, 3 € C, oraz spelniajaca tak zwana
C*-ré6wnosé: ||aa*|| = ||a[|2

Zauwazmy, ze kazda C*-algebra operatoréw na pewnej prze-
strzeni Hilberta (zdefiniowana we wstepie) jest C*-algebra w sen-
sie Definicji 1.8. Stynne Twierdzenie Gelfanda-Najmarka méwi,
ze kazda abstrakcyjna C*-algebra jest izomorficzna z C*-algebrg
operatoréw. Aby je sformutowaé¢ wprowadzimy pojecie reprezen-
tacji.

Definicja 1.9. Niech A bedzie C*-algebra. Pare (M, =) nazy-
wamy reprezentacjgq C*-algebry A jezeli H jest przestrzenia
Hilberta natomiast 7 : A — B('H) jest *-homomorfizmem, tzn.
odwozorwaniem liniowym, zachowujacym iloczyn i sprzezenie.
Jezeli 7 jest réznowartosciowe to powiemy, ze reprezentacja jest

wierna. Czasami reprezentacja bedziemy nazywaé¢ samo odwzo-
rowanie .
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Przypomnijmy, ze kazda wierna reprezentacja C*-algebry jest
automatycznie izometria, patrz [4, Twierdzenie 3.1.5].

Twierdzenie 1.10 (Twierdzenie Gelfanda-Najmarka). .Niech A
bedzie C*-algebrq. Istnieje wéwczas wierna reprezentacja (H,m)
C*-algebry A.

Aby skonstruowaé uniwersalng C*-algebre generowane przez
izometrie rozwazmy najpierw wolng *-algebre z jedynka Alg*(U)
generowang, przez element U. Przez x-algebrg¢ rozumiemy tu ze-
Spolona algebre wraz z inwolucjg * spelniajaca relacje (1.6). Roz-
wazmy *-ideal (U*U — 1) w Alg*(U) generowany przez element
U*U — 1. Argumentacja z dowodu Lematu 1.4 pokazuje, ze dla
x-algebry ilorazowej mamy:

Alg*(U)/(U*U — 1) = span{U"U*™ : n,m € N}

W szczegélnosci, jedli  : Alg*(U)/(U*U — 1) — B(’H) jfest re-
prezentacja (x-homomorfizmem) na pewnej przestrzeni Hilberta
H oraz Zf:’mzl An.mU™U*™ jest elementem Alg*(U)/(U*U —1)

mamy N .
w( > ,\n,mU“U*m> Y Pugml:

n,m=1 n,m=1

Stad wynika, ze dla kazdego z € Alg™(U)/(U*U — 1) supremum
sup{||7(z)|| : m-reprezentacja *-algebry Alg*(U)/(U*U —1)},

(ktére bedziemy oznaczaé przez ||z||max) jest skoficzone. Nietrud-
no zauwazy¢, ze funkcja

T — |2/ max

jest normg na *-algebrze Alg*(U)/(U*U — 1) spekiajaca C*-
réwnosc.

Definicja 1.11. Uniwersalng C*-algebra generowanga przez
nieodwracalng izometri¢ nazywamy C*-algebre:

c*(U) = Alg (0)/ U T - 1)
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gdzie domknigcie brane jest wzgledem normy ||| |max zdefiniowa-
nej powyzej. Obraz elementu U w algebrze Alg*(U)/(U*U—1) C
C*(U) oznaczamy przez U.

Stwierdzenie 1.12. Przeksztalcenie C*(U) > U — S € C*(S)
Jjednoznacznie przediuza si¢ do *-epimorfizmu ® algebry Q*(U)

na C*(S). Element U jest nieodwracalng izometrig, tj. U*U = 1
iUU* #£1.

Dowéd. Z definicji algebry wolnej otrzymujemy istnienie *-homo-
morfizmu Alg™(U) — C*(S) zadanego przez U — S. Skoro S*S—
1 = 0, to odwozorowanie to faktoryzuje sie do *-homomorfizmu

Alg*(U)/(U*U - 1) — C*(8)
zadanego przez U — S. Z definicji normy || - ||;mqee na algebrze
Alg*(U)/(U*U - 1)

to ostanie odwzorowanie jest kontrakcja. Zatem przedtuza sig
ono jednoznacznie do *-homomorfizmu C*(U) — C*(S). Z kon-
strukcji U Jest izometrig i skoro jej obraz S jest operatorem nie-
dowracalnym, to U jest operatorem nieodwracalnym.

O

Uwaga 1.13. Z dowolnoéci operatora S, dla algebry C* (U ) mo-
Zemy w analogiczny sposéb (jak dla algebry C*(S) zdefiniowaé
rdzen Ay, rzuty PU oraz warunkowg wartosé oczekiwang

EU : C*(U) i AU g C*(ﬁ)

ktore bedg posiadaly te same wlasnosci co obiekty zdefiniowane
dla S.

Z ponizszego twierdzenia wynika juz twierdzenie Coburn’a.

Twierdzenie 1.14. Niech & bedzie epimorfizmem z poprzednie-
go stwierdzenia. Wowczas @ jest izomorfizmem C*-algebr. Zatem
kazda C*-algebra generowana przez nieodwracalng izometrie jest
kanonicznie izomorficzna z C*(U).
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Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze
PoEy;=FEgo®

Istotnic dla kazdego a € C*(U) mamy

O(E}(a)) = ® <§: P,?ap,{f) =" P,®(a)P, = Es(a).
n=0

n=0

Znlozmy teraz, ze ®(a) = 0. Wtedy ®(aa*) = ®(a)®@(a*) = 0.
Stad
® (Eg(a*a)) = Es (®(a*a)) =0.

Zlozenic izomorfizméw Ay = ¢(N) = Ag pokazuje, ze & : Ay —
Ag jest izomorfizmem. Zatem

¢ (Ey(a*a)) =0 = Eg(aa*) =0=a*a=0=a=0.

Czyli ® jest iniekcja, a wiec i izomorfizmem. O
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